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Problém 1. Spoctéte pomoci FFT algoritmu v télese Z;3 hodnotu
FFT(4,8;1,1,2,3)
(tj. n =4, w = 8 a polynom je 1+ z + 222 + 3z3).

Reseni.
FFT(n=4,w=28,(1,1,2,3)) :
bo, 017
FFT(n=2,w=-1,(1,2)):
b=FFT(n=1lw=11)=1
c=FFT(n=1l,w=1,1)=2
do=b+wc=3, di=b—wle=-1
vratili jsme se z rekurze, mame by = 3,b; = —1
60,61?
FFT(n=2,w=-1,(1,3)):
b=FFT(n=1lw=11)=1
¢c=FFT(n=1,w=1,3)=3
do=b+wlc=4, di=b—uwlc=-2
vratili jsme se z rekurze, mame ¢y = 4,¢; = —2
dopocitame nejvyssi uroven:
do=by+wlco=3+4=7 do=by—wlcy=3-4=-1=12
di = by +wocl :—1+8~(—2) =9, d3=0b —wocl = —1—8-(—2) =2
Vysledek je (7,9,12,2).



Problém 2. Pomoci{ FFT rychle vyndsobte v Z[z] polynomy = + 1 a 2% — 1.
Primitivni odmocninu si bud’ vezméte z C, nebo poéitejte modulo velké prvoéislo
(Jak velké? Str. 66 v ucebnici vdm odpovi.).

Reseni. Vysledny polynom mé stupeii 3, je tedy uréen n = 4 koeficienty. Bu-
deme pocitat v C, jako primitivni ¢tvrtou domocninu z jedné si vezmeme w = 1.

Spocitame FFT polynomu z + 1:

n=4,w=141(1,1,0,0) :
n=2w=-1,(1,0)
== bp=14+0=0,b0=1-0=0
Druhé rekurzivni volani je totozné, tedy
Co —=C1 = 1
dy=141=2 do=1-1=0
di=141i dg=1—1

Vysledek je (2,1+414,0,1 —1).

Spocitdame FFT polynomu 22 — 1:
n=4,w=14(-1,0,1,0) :
n=2w=-1,(-1,1):
= bp=—-14+1=0,by=-1-1=-2
Druhé rekurzivni volani pocita s nulama, tedy
Cop =C1 = 0
dy=04+0=0 do=0-0=0
di=-240=-2 d3=-2-0i=-2
Vysledek je (0,—2,0,—2).

Pokud obé modularni reprezentace vynasobime po slozkach dostaneme
(2,1+14,0,1—14)-(0,-2,0,-2) = (0, —2 — 24,0, —2 + 27).

Na tento vysledek budeme chtit aplikovat inverzni DFT. Budeme tedy pocitat
%FFT(n =4w=i"1=—i(0,-2—2i,0,—2+ 27)):
Prvni rekurzivni volani poé¢ita s nulama, tedy
bp=0,00 =0
n=2w=-1,(—-2—2i, -2+ 2i):
= ¢p=(-2-20)+(-24+2))=—-4 c1=(-2-2i)— (—2+2i) = —4i
do=0+4+(—4)=—-4 do=0—(-4)=14
dy =0+ (—i)(—4i) = -4 d3=0—(—i)(—4i) =4
Vysledek je (—4,—4,4,4) = (—1,—1,1,1) neboli polynom z* 4+ 2? — z — 1.



Problém 3. Pro¢ nejde moduldrni metoda nasobeni pouzit i na déleni poly-
nomu se zbytkem (tieba v Z[x])? Ukazte na piikladu, ze to nefunguje.

Reseni. Piiklad je napifklad (#2+1) : # v bodech 0,1, —1. Dojde tam k déleni
nulou a i kdyby nedoslo, tak vyjdou nesmyslné polynomy.
Pro moduldrni ndsobeni polynomu jsme vyuzivali fakt, ze

(f-9)(a) = f(a) - f(a),

(prvn{ nédsobeni je v T[z], druhé v T'). Jak bychom vztah upravili napf. pro
mod? Néco jako

(f mod g)(a) = f(a) mod g(a)

neplati (uz tieba proto, ze v télese jsou vSechny prvky délitelné piesné - ne se
zbytkem).



Problém 4 (Schénhage-Strasseniiv trik). Dokazte podrobné, ze 2% je 2F-t4

primitivni odmocnina z 1 v Z22k—1u+1.

Reseni. Jde o 2%, protoze (2“)2k —ou2"t2 _ (2“2]"'_1)2 =(-1)?=1.

Piedpokladejme pro spor, ze 2% nenf primitivn{ odmocnina, tedy, ze (2*)?" = 1
pro ¢ < k. Potom

2k71—c

1 _ 1 _ ((2u)20)2k71—c _ 2u2k71—020 _ 2u2k71 _ _1

Problém 5 (Barto, Stanovsky, cv. 1 na str. 74). Najdéte inverzn{ mocninnou
fadu k 2% + x + 1.

Reseni. Hleddme by, by, bs, ... t.2.
(12° 4 12" 4+ 122) (boa® 4 bya’ + bpx® +...) = 1.
Ze vzorce pro nasobeni mocninnych fad mame podminky

1=1-bo
0=1-by+1-b
0=1-by+1-by+1-bo
0=1-by+1-bp+1-bs
0=1-by+1-by+1-by
0=1-by+1-by+1-bs

neboli
bp=1
b1 = —b() =-1
bo=—bg—b1 =0
b3 =—-b1—by=1

by = —by — b3 = —1
b5:—b3—b4:0

Dostavame, ze

o0
(@ +a+1)7t =D 2% - a¥
i=1



Problém 6 (Barto, Stanovsky, cv. 2 na str. 74). Spoé¢téte pomoci inverznich
mocninnych fad podil 2% + 223 + 2 : 23 — x v Z[x].

Reseni.

f=z*+2342,n=4
3

g=2x°—ux, m=3
ff=2zr+22+1
g*:7z2+1

Pottebujeme urcit prvnich n — m + 1 = 2 ¢lenu fady, kterou kdyz vynasobime
s g%, dostaneme 1. Jeji konstatni ¢len musi byt 1 a koeficient u x musi byt 0.
To je v8e co potfebujeme.
Polozime tedy

h=1

a pocitame
w=f*-hmod 2" ™ =2z* + 22 + 1 mod z? = 2z + 1.
Obratime poradi koeficienti u w a dostaneme
q=x+2.
Nyni jiz snadno dopoc¢itame zbytek

r=f—-gq=a*+3x+2.



