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13. cvičeńı

Považujte za známé následuj́ıćı limity :

lim
x→0

ex − 1

x
= 1, lim

x→0

sinx

x
= 1, lim

x→0

ln(1 + x)

x
= 1, lim

x→0

1− cosx

x2
=

1

2
.

Spočtěte následuj́ıćı limity:

1. lim
x→1

x100 − 2x+ 1

x50 − 2x+ 1
, 2. lim

x→2

( 1

x(x− 2)2
− 1

x2 − 3x+ 2

)
,

3. lim
x→0

(1 +mx)n − (1 + nx)m

x2
pro m,n ∈ N, 4. lim

x→∞

ln(1 + 2x)

x
,

5. lim
x→0

x2√
1 + x sinx−

√
cosx

, 6. lim
x→−2

3
√
x− 6 + 2

x3 + 8
.

Výsledky a návody:

1.
49

24
; = lim

x→1

(x− 1)(x99 + x98 + · · ·+ x2 + x− 1)

(x− 1)(x49 + x48 + · · ·+ x2 + x− 1)

2.∞; = lim
x→2

( 1

x(x− 2)2
− 1

(x− 1)(x− 2))

)
= lim
x→2

(x− 1)− (x(x− 2))

x(x− 2)2(x− 1)
= lim
x→2

−x2 + 3x− 1

x(x− 2)2(x− 1)
.

3.
nm

2
(n−m); Použijeme binomickou větu. Členy s xk pro k > 2 jdou k nule.

=

(
n
0

)
1n +

(
n
1

)
mx+

(
n
2

)
(mx)2 + · · ·

x2
−
(
m
0

)
1m +

(
m
1

)
nx+

(
m
2

)
(nx)2 + · · ·

x2
.

4. ln(2); ln 2 =
ln 2x

x
≤ ln(1 + 2x)

x
≤ ln(2 · 2x)

x
=

ln 2 + x ln 2

x

x→∞→ ln 2.

5.
4

3
;

x2√
1 + x sinx−

√
cosx

√
1 + x sinx+

√
cosx√

1 + x sinx+
√

cosx
=

√
1 + x sinx+

√
cosx

sin x
x + 1−cos x

x2

x→0→ 2

1 + 1
2

.

6.
1

144
; lim
x→−2

3
√
x− 6− (−2)

x3 + 8

3
√

(x− 6)2 + (−2) 3
√
x− 6 + (−2)2

3
√

(x− 6)2 + (−2) 3
√
x− 6 + (−2)2

=

= lim
x→−2

x− 6− (−2)3

(x+ 2)(x2 − 2x+ 4)
· 1

3
√

(x− 6)2 + (−2) 3
√
x− 6 + (−2)2

=
1
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1

4 + 4 + 4
.

7. Necht’ f, g : R → R jsou funkce. Rozhodněte o platnosti následuj́ıćıch imp-
likaćı.

A) f, g jsou omezené ⇒ f · g je omezená.

B) f, g jsou shora omezené ⇒ f · g je shora omezená.

C) f, g jsou rostoućı ⇒ f · g je rostoućı.

8. Dokažte, že Riemannova funkce

D(x) =

{
1
q pro x ∈ Q, x = p

q pro p ∈ Z, q ∈ N nesoudělná

0 pro x ∈ R \Q

je spojitá na R \Q.

9. Dokažte si větu, že jedna děleno ”kladná nula” je ∞. Necht’ limx→a g(x) = 0
a existuje δ > 0 tak, že g(x) > 0 na P (a, δ). Pak limx→a

1
g(x) =∞.


