
Appendix A2: Něco málo z teorie mı́ry a integrálu

A2.1 Nezáporná mı́ra, abstraktńı Lebesgue̊uv integrál

Necht’ Ω je nějaká množina a Σ je nějaký systém podmnožin Ω. Σ je σ-algebra, pokud
plat́ı

(a) ∅ ∈ Σ;
(b) A ∈ Σ ⇒ Ω \ A ∈ Σ;
(c) je-li (An) posloupnost prvk̊u Σ, pak

⋃∞
n=1An ∈ Σ.

Necht’ Ω je nějaká množina a Σ nějaká σ-algebra podmnožin Σ. Pak dvojici (Ω,Σ)
ř́ıkáme mě̌ritelný prostor. Ḿırou na (Ω,Σ) rozumı́me každou funkci µ : Σ → [0,∞] splňuj́ıćı
podmı́nky:

(a) µ(∅) = 0;
(b) je-li (An) posloupnost po dvou disjunktńıch prvk̊u Σ, pak µ(

⋃∞
n=1An) =

∑∞
n=1 µ(An).

Mı́ra µ se nazývá

• konečná, pokud µ(Ω) < ∞;
• σ-konečná, pokud existuje posloupnost (An) prvk̊u Σ taková, že Ω =

⋃∞
n=1An a

µ(An) < ∞ pro každé n;
• úplná, pokud pro každou A ∈ Σ splňuj́ıćı µ(A) = 0 je každá jej́ı podmnožina
měřitelná (tj. patř́ı do Σ).

Neńı-li µ úplná, dá se zúplnit. Jej́ı zúplněńı je mı́ra µ̃ definovaná na σ-algebře Σ̃, kde

Σ̃ = {A ⊂ Ω;∃B,C ∈ Σ : B ⊂ A ⊂ C & µ(C \B) = 0}
a µ̃(A) = µ(B)(= µ(C)), kde B,C jsou jako výše.
Funkce f : Ω → F se nazývá

• mě̌ritelná, pokud f−1(U) ∈ Σ pro každou U otevřenou;
• jednoduchá, nabývá-li jen konečně mnoha hodnot;

• µ-mě̌ritelná, pokud f−1(U) ∈ Σ̃ pro každou U otevřenou.

Necht’ f : Ω → F je měřitelná. Jej́ı integrál podle µ se definuje postupně takto:

• Je-li f jednoduchá a nezáporná, pak f lze napsat ve tvaru f =
∑n

j=1 cjχAj
, kde

cj ≥ 0 a Aj ∈ Σ jsou po dvou disjunktńı množiny. Pak definujeme∫
Ω

f dµ =
n∑

j=1

cjµ(Aj),

přičemž použ́ıváme konvenci 0 · (+∞) = 0.
• Je-li f nezáporná, definujeme∫

Ω

f dµ = sup{
∫
Ω

s dµ; 0 ≤ s ≤ f, s jednoduchá měřitelná}.

Hodnota tohoto integrálu může být cokoli z intervalu [0,∞].
• Je-li f reálná, definujeme∫

Ω

f dµ =

∫
Ω

f+ dµ−
∫
Ω

f− dµ,

pokud rozd́ıl má smysl. Hodnota může být cokoli z intervalu [−∞,∞], smysl nemá
rozd́ıl ∞−∞. Pokud integrál existuje a jeho hodnota je reálné č́ıslo, f se nazývá
integrovatelná.

• Je-li f komplexńı, definujeme∫
Ω

f dµ =

∫
Ω

Re f dµ+ i

∫
Ω

Im f dµ,

pokud oba integrály vpravo jsou konečné.



Poznámka: Je-li f µ-měřitelná, pak integrálem
∫
Ω
f dµ rozumı́me integrál

∫
Ω
f dµ̃. Pro

takovou f také existuje měřitelná g, která je rovna f µ̃-skoro všude.

A2.2 Záměna limity a integrálu

Zachováváńı měřitelnosti. Necht’ (Ω,Σ, µ) je prostor s mı́rou a necht’ (fn) je po-
sloupnost měřitelných funkćı na Ω.

• Jestliže posloupnost (fn) bodově konverguje k nějaké funkci f , pak je funkce f
měřitelná.

• Jestliže posloupnost (fn) konverguje skoro všude k nějaké funkci f (tj. existuje-li
množina N ⊂ Ω mı́ry nula taková, že na Ω\N posloupnost (fn) bodově konverguje
k f), pak je funkce f µ-měřitelná.

Léviho věta o monotónńı konvergenci. Necht’ (Ω,Σ, µ) je prostor s mı́rou. Necht’

(fn) je neklesaj́ıćı posloupnost nezáporných měřitelných funkćı na Ω. Pak∫
Ω

lim
n

fn dµ = lim
n

∫
Ω

fn dµ.

Poznámka. Předpoklad nezápornosti lze nahradit předpokladem
∫
f1 dµ > −∞.

Lebesgueova věta o dominované konvergenci. Necht’ (Ω,Σ, µ) je prostor s mı́rou.
Necht’ (fn) je posloupnost (komplexńıch) měřitelných funkćı na Ω. Předpokládejme, že
plat́ı následuj́ıćı dvě podmı́nky:

• Posloupnost (fn) skoro všude konverguje k nějaké funkci f .
• Existuje nezáporná integrovatelná funkce g taková, že pro každé n ∈ N plat́ı
|fn| ≤ g skoro všude na Ω.

Pak

lim
n

∫
Ω

fn dµ =

∫
f dµ.

A2.3 Integrály závislé na parametru

Věta o spojitosti integrálu v závislosti na parametru. Necht’ (Ω,Σ, µ) je prostor
s mı́rou a necht’ (M,d) je metrický prostor. Předpokládejme, že funkce f : Ω ×M → C
splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

• Pro každé x ∈ M je funkce ω 7→ f(ω, x) měřitelná.
• Pro skoro všechna ω ∈ Ω je funkce x 7→ f(ω, x) spojitá na M .
• Existuje nezáporná integrovatelná funkce g na Ω, pro kterou plat́ı |f(ω, x)| ≤ g(ω)
na Ω×M .

Pak je funkce F (x) =

∫
Ω

f(ω, x) dµ(ω) spojitá na M .

Poznámka: Protože spojitost je lokálńı vlastnost, je možné v předchoźı větě třet́ı podmı́nku
nahradit jej́ı následuj́ıćı slabš́ı verźı:

Pro každé y ∈ M existuje okoĺı U bodu y a nezáporná integrovatelná funkce g na Ω,
pro kterou plat́ı |f(ω, x)| ≤ g(ω) na Ω× U .



Věta o derivaci integrálu v závislosti na parametru. Necht’ (Ω,Σ, µ) je prostor
s mı́rou a necht’ I ⊂ R je otevřený interval. Předpokládejme, že funkce f : Ω × I → C
splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

• Pro každé t ∈ I je funkce ω 7→ f(ω, t) měřitelná.
• Pro skoro všechna ω ∈ Ω má funkce t 7→ f(ω, t) vlastńı derivaci v každém bodě
intervalu I. (Tuto derivaci znač́ıme ∂f

∂t
(ω, t).)

• Existuje t0 ∈ I, pro které je funkce ω 7→ f(ω, t0) integrovatelná,
• Existuje nezáporná integrovatelná funkce g na Ω, pro kterou plat́ı

∣∣∂f
∂t
(ω, t)

∣∣ ≤ g(ω)
na Ω× I

Pak je funkce F (t) =
∫
Ω
f(ω, t) dµ(ω) definovaná na celém intervalu I, má v každém bodě

tohoto intervalu vlastńı derivaci a plat́ı

F ′(t) =

∫
∂f

∂t
(ω, t) dµ(ω), t ∈ I.

Poznámka: Protože derivace je lokálńı pojem, je možné v předchoźı větě čtvrtou podmı́nku
nahradit jej́ı následuj́ıćı slabš́ı verźı:

Pro každé s ∈ I existuje okoĺı U bodu s a nezáporná integrovatelná funkce g na Ω, pro
kterou plat́ı

∣∣∂f
∂t
(ω, t)

∣∣ ≤ g(ω) na Ω× U .

A2.4 Lebesgueova mı́ra a integrál na Rn

Konstrukce Lebesgueovy mı́ry. Necht’ n ∈ N.
• Necht’ I1, . . . , In jsou omezené intervaly v R. Jejich kartézský součin I1 × · · · × In
nazýváme zobecněným intervalem v Rn. Objem zobecněného intervalu I1 × · · · × In
definujeme vzorcem

vol(I1 × · · · × In) = |I1| · · · |In| ,

kde |Ij| znač́ı délku intervalu Ij.
• Pro A ⊂ Rn definujeme vněǰśı Lebesgueovu ḿıru množiny A předpisem

λ∗
n(A) = inf

{
∞∑
k=1

vol(Jk); Jk jsou zobecněné intervaly splňuj́ıćı A ⊂
∞⋃
k=1

Jk

}
.

• Necht’ Bn znač́ı borelovskou σ-algebru v Rn, tj. nejmenš́ı σ-algebru obsahuj́ıćı
otevřené množiny. Pak λ∗

n|Bn je σ-aditivńı mı́ra.
• Je-li J zobecněný interval, pak λ∗

n(J) = vol(J).
• Lebesgueovou ḿırou na Rn rozumı́me zúplněńı mı́ry λ∗

n|Bn . Znač́ıme ji λn. Množiny
z př́ıslušné σ-algebry se nazývaj́ı lebesgueovsky mě̌ritelné.

Jiná verze konstrukce.

• Každá otevřená množina U ⊂ Rn je sjednoceńım disjunktńı posloupnosti zo-
becněných interval̊u (polouzavřených). Mı́ru množiny U (znač́ıme λn(U) a) de-
finujeme jako součet objem̊u takových zobecněných interval̊u. Výsledek nezáviśı
na konkrétńı volbě oné posloupnosti zobecněných interval̊u.

• Je-li F ⊂ Rn uzavřená, definujeme λn(F ) = inf{λn(U);U ⊃ F otevřená}.
• Je-li B ⊂ Rn borelovská, pak

inf{λn(U);U ⊃ B otevřená} = sup{λn(F );F ⊂ B uzavřená}.
Společnou hodnotu nazveme λn(B).

• Takto definovaná množinová funkce λn je σ-aditivńı mı́ra na Bn. Jej́ım zúplněńım
je Lebesgueova mı́ra.



Vztah k Riemannovu integrálu. Necht’ (a, b) ⊂ R je otevřený interval a necht’ f je
spojitá nezáporná funkce na (a, b). Pak∫

(a,b)

f dλ1 = (ZR)

∫ b

a

f = lim
u→a+

lim
v→b−

(R)

∫ v

u

f,

kde (R) znač́ı Riemann̊uv integrál a (ZR) zobecněný Riemann̊uv integrál. Tento integrál
lze tedy poč́ıtat pomoćı primitivńı funkce s využit́ım Newton-Leibnizovy formule.

Fubiniova věta v Rn. Necht’ k, l ∈ N a f : Rk+l → C je lebesgueovsky měřitelná
funkce. Předpokládejme, že plat́ı aspoň jedna z podmı́nek

• f ≥ 0;
• f je integrovatelná na Rk+l.

Pak plat́ı∫
Rk+l

f dλk+l =

∫
Rk

(∫
Rl

f(x, y) dλl(y)

)
dλk(x) =

∫
Rl

(∫
Rk

f(x, y) dλk(x)

)
dλl(y),

kde prvky Rk+l ṕı̌seme ve tvaru (x, y), kde x ∈ Rk a y ∈ Rl.

Poznámky:
(1) Fubiniovu větu lze použ́ıt i na funkce, které nejsou definované na celém Rk+l, ale

jen na nějaké měřitelné množině A ⊂ Rk+l. V takovém př́ıpadě funkci rozš́ı̌ŕıme na Rk+l

tak, že ji mimo množinu A dodefinujeme hodnotou nula.
(2) Přepoklady Fubiniovy věty (ve verzi z předchoźıho bodu) jsou splněny např́ıklad,

pokud A ⊂ Rk+l je omezená měřitelná množina a f : A → C je omezená měřitelná funkce.
Tedy speciálně v př́ıpadě, že A je kompaktńı a f je spojitá na A.


