ArprENDIX A2: Néco malo z teorie miry a integralu

A2.1 Nezaporna mira, abstraktni Lebesguetiv integral

Necht € je néjakd mnozina a X je n&jaky systém podmnozin Q. ¥ je o-algebra, pokud
plati
(a) 0 e X
(b) AcX=Q\AeX;
(c) je-li (A,) posloupnost prvku X, pak | J -, 4, € .

Necht Q je néjakd mnoZina a 3 néjakd o-algebra podmnozin . Pak dvojici (€,Y)
fikame méfitelny prostor. Mirou na (€2, ) rozumime kazdou funkeci p : ¥ — [0, 0o] spliaujici
podminky:

(a) p(0) = 0;
(b) je-li (A,) posloupnost po dvou disjunktnich prvku X, pak p(| )2, An) = > 0 1(A,).

Mira @ se nazyva

e konetnd, pokud () < oo;
e o-konetnd, pokud existuje posloupnost (A4,) prvku X takova, ze Q = |J 2, 4, a
w(A,) < oo pro kazdé n;
e uplna, pokud pro kazdou A € ¥ spliujici u(A) = 0 je kazdd jeji podmnozina
méfitelnd (tj. patii do X).
Neni-li 4 uplné, da se zuplnit. Jeji ziplnéni je mira ;i definovana na o-algebte i kde
S={ACcQ3IB,Cev:BCAcCC & u(C\B)=0}

a (A) = u(B)(= u(C)), kde B, C jsou jako vyse.
Funkce f: Q — F se nazyva
e méfitelnd, pokud f~}(U) € ¥ pro kazdou U otevienou;
e jednoducha, nabyva-li jen konecné mnoha hodnot;
o -méfitelnd, pokud f~1(U) € 3> pro kazdou U otevienou.
Necht f:Q — F je méfitelna. Jeji integral podle u se definuje postupné takto:
e Je-li f jednoducha a nezdpornd, pak f lze napsat ve tvaru f = Z?Zl ciXxa;, kde
c; > 0a A; € ¥ jsou po dvou disjunktni mnoziny. Pak definujeme
/ fdu=2"cn(4y),
Q g
pficemz pouzivame konvenci 0 - (+00) = 0.
e Je-li f nezdpornd, definujeme

/ fdu= sup{/ sdp; 0 < s < f, s jednoduchd méritelna}.
Q Q

Hodnota tohoto integralu muze byt cokoli z intervalu [0, oo].
e Je-li f realnd, definujeme

/Qfdu:/ﬂﬁdu—/ﬂf‘du,

pokud rozdil ma smysl. Hodnota muze byt cokoli z intervalu [—oo, oo], smysl nemé&
rozdil oo — oo. Pokud integral existuje a jeho hodnota je redlné cislo, f se nazyva
integrovatelna.

e Je-li f komplexni, definujeme

/Qfdu:/QRefduﬂ/ﬂlmfdu,

pokud oba integraly vpravo jsou konecné.



Poznamka: Je-li f p-méritelnd, pak integralem fQ f dp rozumime integral fQ fdu. Pro
takovou f také existuje méritelna g, kterd je rovna f ji-skoro vsude.
A2.2 Zaména limity a integralu
Zachovavani méritelnosti. Necht (,%, ) je prostor s mirou a necht (f,) je po-
sloupnost méritelnych funkci na €.
e Jestlize posloupnost (f,) bodové konverguje k néjaké funkci f, pak je funkce f
meéritelna.
e Jestlize posloupnost (f,) konverguje skoro viude k néjaké funkci f (tj. existuje-li
mnozina N C Q miry nula takovd, ze na Q\ N posloupnost ( f,,) bodové konverguje
k f), pak je funkce f p-méritelna.

Léviho véta o monoténni konvergenci. Necht (2,2, i) je prostor s mirou. Necht
(fn) je neklesajici posloupnost nezapornych méritelnych funkci na ). Pak

/limfnduzlim/fn dge.
Q" moJo

Poznamka. Predpoklad nezdpornosti lze nahradit predpokladem [ fi du > —oo.

Lebesgueova véta o dominované konvergenci.  Necht (2,3, 1) je prostor s mirou.
Necht (f,) je posloupnost (komplexnich) méfitelnych funkci na €. Predpoklddejme, Ze
plati nasledujici dvé podminky:
e Posloupnost (f,) skoro vsude konverguje k néjaké funkci f.
e Existuje nezaporna integrovatelna funkce g takova, ze pro kazdé n € N plati
| fn| < g skoro vsude na ).

liin/andu:/fdu.

A2.3 Integraly zavislé na parametru

Pak

Véta o spojitosti integralu v zdvislosti na parametru.  Necht (2, X, i) je prostor
s mirou a necht (M,d) je metricky prostor. Predpoklddejme, Ze funkce f : Q2 x M — C
splinuje nasledujici podminky:
e Pro kazdé x € M je funkce w v+ f(w,x) méritelnd.
e Pro skoro vsechna w € ) je funkce x — f(w,z) spojita na M.
e Existuje nezapornd integrovatelna funkce g na €, pro kterou plati | f(w, z)| < g(w)
na 2 x M.

Pak je funkce F(zx) = / f(w,z)dp(w) spojita na M.
Q
Poznamka: Protoze spojitost je lokdlni vlastnost, je mozné v predchozi vété treti podminku
nahradit jeji nasledujici slabsi verzi:
Pro kazdé y € M existuje okoli U bodu y a nezaporna integrovatelna funkce g na 2,
pro kterou plati |f(w,z)| < g(w) na Q x U.



Véta o derivaci integralu v zdvislosti na parametru. Necht (Q,%, ) je prostor
s mirou a necht I C R je otevieny interval. Piedpoklddejme, Ze funkce f : Q@ x I — C
splnuje nasledujici podminky:

e Pro kazdét € I je funkce w — f(w,t) méritelna.

e Pro skoro vsechna w € 2 md funkce t — f(w,t) vlastni derivaci v kazdém bodé
intervalu I. (Tuto derivaci znac¢ime 88{ (w,t).)

e Existuje tg € I, pro které je funkce w — f(w,ty) integrovatelna,

e [Existuje nezapornd integrovatelna funkce g na 2, pro kterou plat1 (w )| < g(w)
na Q x [

Pak je funkce F(t) = [, f(w,t) du(w) definovand na celém intervalu I, ma v kazdém bodeé
tohoto mtervalu Vlastm derivaci a plati

F'(t) = /gf(w t)dp(w), tel.

Poznamka: Protoze derivace je lokalni pojem, je mozné v predchozi vété ctvrtou podminku
nahradit jeji nasledujici slabsi verzi:

Pro kazdé s E I existuje okoli U bodu s a nezaporna integrovatelna funkce g na €1, pro
kterou p]at1 (w t)| < g(w) naQ x U.

A2.4 Lebesgueova mira a integral na R"
Konstrukce Lebesgueovy miry. Necht n € N.

e Necht I, ..., 1, jsou omezené intervaly v R. Jejich kartézsky soucin I X -+ x I,
nazyvame zobecnénym intervalem v R". Objem zobecnéného intervalu I; x --- X I,
definujeme vzorcem

vol(Iy X -+ x I,) = |I1| - |I,| ,

kde |I;| znaci délku intervalu I;.
e Pro A C R" definujeme vnéjsi Lebesgueovu miru mnoziny A predpisem

A (A) = inf {Zvol(Jk); Jy jsou zobecnéné intervaly spliujici A C U Jk} :

k=1 k=1

e Necht B, znaci borelovskou o-algebru v R", tj. nejmensi o-algebru obsahujici
oteviené mnoziny. Pak \}!|g, je o-aditivni mira.

e Je-li J zobecnény interval, pak X (J) = vol(J).

e Lebesgueovou mirou na R™ rozumime ziplnéni miry \!|g,. Znacime ji A,,. Mnoziny
z prislusné o-algebry se nazyvaji lebesgueovsky méfitelné.

Jina verze konstrukce.

e Kazda oteviena mnozina U C R"™ je sjednocenim disjunktni posloupnosti zo-
becnénych intervali (polouzavienych). Miru mnoziny U (znacime \,(U) a) de-
finujeme jako soucet objemu takovych zobecnénych intervali. Vysledek nezavisi
na konkrétni volbé oné posloupnosti zobecnénych intervalil.

e Je-li F C R" uzaviend, definujeme \,(F) = inf{\,(U);U D F oteviend}.

e Je-li B C R"™ borelovska, pak

inf{\,(U);U D B oteviena} = sup{\,(F); F C B uzavien4}.
Spolecnou hodnotu nazveme A\, (B).

e Takto definovana mnozinova funkce A, je o-aditivni mira na B,,. Jejim ziiplnénim

je Lebesgueova mira.



Vztah k Riemannovu integralu. Necht (a,b) C R je otevieny interval a necht f je
spojita nezaporna funkce na (a,b). Pak

b v
Fd\ = (ZR) / f— lim lim (R) / f

(a,b) u—a+ v—b—

kde (R) zna¢i Riemannuv integral a (ZR) zobecnény Riemannuv integral. Tento integral
Ize tedy pocitat pomoci primitivni funkce s vyuzitim Newton-Leibnizovy formule.

Fubiniova véta v R®. Nechf k,l € N a f : R — C je lebesgueovsky méritelns
funkce. Predpokladejme, ze plati aspor jedna z podminek

o [=0;

e f je integrovatelnd na RF*.
Pak plati

[ s [ ([ reonm) awew = [ ([ o ) ave),

kde prvky R¥*! piseme ve tvaru (z,y), kde x € RF ay € RL
Poznamky:

(1) Fubiniovu vétu lze pouzit i na funkce, které nejsou definované na celém R¥* ale
jen na néjaké méfitelné mnozing A C R¥*!. V takovém pifpadé funkei roz&fifme na RF*!
tak, ze ji mimo mnozinu A dodefinujeme hodnotou nula.

(2) Piepoklady Fubiniovy véty (ve verzi z predchoziho bodu) jsou splnény napiiklad,
pokud A C R*¥* je omezend méfitelnd mnozina a f : A — C je omezend méfitelns funkee.
Tedy specialné v ptipadé, ze A je kompaktni a f je spojitd na A.



