
Appendix A1: Stejnoměrná a lokálně stejnoměrná konvergence

Definice. Necht’ M je množina a (fn) je posloupnost komplexńıch funkćı
na M .

• Ř́ıkáme, že posloupnost (fn) na množiněM bodově konverguje k funkci
f (ṕı̌seme fn → f na M), pokud

∀x ∈ M : fn(x) → f(x),

tj.

∀x ∈ M ∀ε > 0∃n0 ∈ N∀n ≥ n0 : |fn(x)− f(x)| < ε.

• Ř́ıkáme, že posloupnost (fn) na množině M stejnoměrně konverguje
k funkci f (ṕı̌seme fn ⇒ f na M), pokud

∀ε > 0∃n0 ∈ N∀n ≥ n0 ∀x ∈ M : |fn(x)− f(x)| < ε,

neboli

sup
x∈M

|fn(x)− f(x)| n→∞−→ 0.

Poznámky.

• Tytéž pojmy lze definovat a použ́ıvat pro reálné funkce, protože
reálné funkce jsou speciálńım př́ıpadem komplexńıch funkćı. Ob-
dobně lze tyto pojmy definovat i pro funkce s hodnotami v nějakém
metrickém prostoru, ale toto zobecněńı potřebovat nebudeme.

• Pokud fn ⇒ f na M , pak fn → f na M .
• Může se stát, že fn → f na M , ale fn ̸⇒ f na M . Jako př́ıklad lze
zvolit M = U(0, 1) (v R nebo v C), fn(x) = xn a f = 0.

Definice. Necht’M je metrický prostor a (fn) je posloupnost komplexńıch
funkćı na M . Ř́ıkáme, že posloupnost (fn) lokálně stejnoměrně konverguje
k funkci f (ṕı̌seme fn ⇒loc f na M), pokud

∀x ∈ M ∃U okoĺı bodu x : fn ⇒ f na U.

Poznámky. Necht’ M je metrický prostor a (fn) je posloupnost kom-
plexńıch funkćı na M .

• Pokud fn ⇒ f na M , pak fn ⇒loc f na M . Pokud fn ⇒loc f na M ,
pak fn → f na M .

• Obrácené implikace neplat́ı. Pro prvńı o tom svědč́ı výše uvedený
př́ıklad (funkce x 7→ xn na U(0, 1)). Pro druhou implikaci to lze
ilustrovat na př́ıkladu

M = [0, 1], fn(x) =

{
(n+ 1)x, x ∈ [0, 1

n+1 ],

(1 + 1
n)(1− x), x ∈ [ 1n , 1],

, f = 0.



• Pokud fn ⇒loc f na M , pak pro každou kompaktńı podmnožinu
K ⊂ M plat́ı fn ⇒ f na K. Obrácená implikace plat́ı v př́ıpadě, že
M je lokálně kompaktńı (tedy např́ıklad M je otevřená podmnožina
C). Máme tedy následuj́ıćı ekvivalenci:
Necht’ U ⊂ C je otevřená. Pak

fn ⇒loc f na U ⇐⇒ ∀K ⊂ U kompaktńı : fn ⇒ f na K.

Věta o zachováváńı spojitosti. Necht’ M je metrický prostor a (fn)
je posloupnost spojitých funkćı na M . Pokud fn ⇒loc f na M , pak f je
spojitá na M .

Moore-Osgoodova věta o záměně limit. Necht’ M je metrický pro-
stor, A ⊂ M a x ∈ M je hromadný bod množiny A. Předpokládejme, že
(fn) je posloupnost komplexńıch funkćı definovaných na množině A. Necht’

jsou dále splněny následuj́ıćı dvě podmı́nky:

(1) Pro každé n ∈ N existuje limita an = lim
y→x,y∈A

fn(y) ∈ C;

(2) fn ⇒ f na A.

Pak
lim

y→x,y∈A
f(y) = limn→∞ an,

tj. obě limity existuj́ı a rovnaj́ı se.

Věta o záměně limity a derivace. Necht’ I ⊂ R je otevřený interval
a necht’ (fn) je poslouponost (reálných či komplexńıch) funkćı na intervalu
I. Předpokládejme, že plat́ı následuj́ıćı tři podmı́nky:

• Funkce fn maj́ı v každém bodě intervalu I vlastńı derivaci.
• f ′

n ⇒loc g na I.
• Existuje takový bod x0 ∈ I, že posloupnost (fn(x0)) konverguje.

Pak posloupnost (fn) na intervalu I lokálně stejnoměrně konverguje k nějaké
funkci f . Nav́ıc f ′ = g.

Definice. Necht’ M je množina a (un) je posloupnost komplexńıch funkćı
na M . Ř́ıkáme, že řada

∑∞
n=1 un na množině M konverguje bodově (stej-

noměrně), pokud př́ıslušným zp̊usobem konverguje posloupnost částečných
součt̊u (tj. posloupnost (u1+· · ·+un)n. Analogicky pro lokálně stejnoměrnou
konvergenci.

Weierstrassovo kritérium stejnoměrné konvergence. Necht’ M je
množina a (un) je posloupnost komplexńıch funkćı na M . Předpokládejme,
že existuje posloupnost nezáporných č́ısel (cn) splňuj́ıćı následuj́ıćı dvě
podmı́nky:

• Pro každé n ∈ N plat́ı |un| ≤ cn na M ;
• řada

∑∞
n=1 cn konverguje.

Pak řada
∑∞

n=1 un konverguje (absolutně a) stejnoměrně na M .


