APPENDIX Al: Stejnomérna a lokalné stejnomérna konvergence

Definice. Necht M je mnozina a (f,) je posloupnost komplexnich funkef
na M.

e Rikdme, Ze posloupnost (f,) na mnoziné M bodové konverguje k funkci
f (piseme f,, — f na M), pokud

Ve e M: f,(x) — f(x),

Ve € MVe > 03dny € NVn > ng: |fulz) — f(2)] <e.

e Rikdme, ze posloupnost (f,) na mnoziné M stejnomérné konverguje
k funkci f (piseme f, = f na M), pokud

Ve > 0dny € NVn > noVe € M: |f.(x) — f(x)| <e,

neboli

sup | fu(z) — f(x)] == 0.
zeM

Poznamky.

e Tytéz pojmy Ize definovat a pouzivat pro realné funkce, protoze
realné funkce jsou specialnim pripadem komplexnich funkci. Ob-
dobné Ize tyto pojmy definovat i pro funkce s hodnotami v néjakém
metrickém prostoru, ale toto zobecnéni potirebovat nebudeme.

e Pokud f, = f na M, pak f, — f na M.

e Muze se stat, ze f, — f na M, ale f, &2 f na M. Jako priklad Ize
zvolit M = U(0,1) (vR nebo v C), f,(x) =a" a f=0.

Definice. Necht M je metricky prostor a (f,,) je posloupnost komplexnich
funkci na M. Rikdme, Zze posloupnost (f,,) lokalné stejnomérné konverguje
k funkci f (piseme f, =¢ f na M), pokud

Vo € M 3U okoli bodu z: f, = f na U.

Poznamky. Necht M je metricky prostor a (f,) je posloupnost kom-
plexnich funkci na M.

e Pokud f, = f na M, pak f, ='"¢ f na M. Pokud f, ='°° f na M,
pak f, — f na M.

e Obracené implikace neplati. Pro prvni o tom svédci vyse uvedeny
priklad (funkce x — " na U(0,1)). Pro druhou implikaci to Ize
ilustrovat na prikladu

(n+ 1)z, r € [0, ],
1+H1-2), zei ), ~’

M = 10,1], fu(z) = {



e Pokud f, = f na M, pak pro kazdou kompaktni podmnozinu
K C M plati f, = f na K. Obracena implikace plati v pripadé, ze
M je lokalné kompaktni (tedy napriklad M je oteviena podmnozina
C). Mame tedy nasledujici ekvivalenci:

Necht U C C je oteviend. Pak

fn =2 f na U <= VK C U kompaktni: f, = f na K.

Véta o zachovavani spojitosti. Necht M je metricky prostor a (f,)
je posloupnost spojitych funkei na M. Pokud f, ='° f na M, pak f je
spojita na M.

Moore-Osgoodova véta o zaméné limit. Necht M je metricky pro-
stor, A C M ax € M je hromadny bod mnoziny A. Predpokladejme, zZe
(fn) je posloupnost komplexnich funkci definovanych na mnoziné A. Necht
jsou dale splnény nasledujici dvé podminky:

(1) Pro kazdé n € N existuje limita a, = lim f,(y) € C;

y—z,yeA
(2) fo= f na A
Pak

lim  f(y) = lim,, o0 ap,
y—x,yeA

tj. obé limity existuji a rovnaji se.

Véta o zaméné limity a derivace. Necht I C R je otevieny interval
a necht (f,,) je poslouponost (redlnych ¢i komplexnich) funkcf na intervalu
1. Predpokladejme, Ze plati nasledujici tri podminky:

e Funkce f, maji v kazdém bodé intervalu I vlastni derivaci.

o f/ =l¢gnal.

e Existuje takovy bod xy € I, Ze posloupnost ( f,(xy)) konverguje.
Pak posloupnost ( f,,) na intervalu I lokalné stejnomérné konverguje k néjaké
funkci f. Navic ' = g.

Definice. Necht M je mnozina a (u,,) je posloupnost komplexnich funkef
na M. Rikdme, ze fada Y °° | u, na mnoziné M konverguje bodové (stej-
nomeérneé), pokud piislusnym zpusobem konverguje posloupnost ¢astecnych
souctu (tj. posloupnost (u3+- - -+uy,),. Analogicky pro lokdlné stejnomérnou
konvergenci.

Weierstrassovo kritérium stejnomeérné konvergence. Necht M je
mnozina a (u,) je posloupnost komplexnich funkei na M. Predpokladejme,
Ze existuje posloupnost nezapornych cisel (c,) spliujici nasledujici dvé
podminky:

e Pro kazdé n € N platf |u,| < ¢, na M;

e fada Y -, ¢, konverguje.
Pak rada )"~ u, konverguje (absolutné a) stejnomérné na M.



