II1.3 Spojité vétve logaritmu, index bodu ke krivce
Véta 8. Necht ¢ : [a,b] — C je krivka a f : (¢) — C je spojitd funkce, ktera na (y)
nenabyvd hodnoty 0. Pak existuje spojita funkce L : [a,b] — C takova, Ze f(p(t)) = eF®
prot € [a,bl]. Jsou-li Ly a Ly dvé takové funkce, pak eXistuje k € Z, ze Ly(t)— Lo(t) = 2kmi
pro t € [a,b]. Je-li navic ¢ cesta, f je holomorfni na { a f’ spojita na (), Ize volit

L(t) = log(f /f/ '(s)ds.

Definice. Necht ¢, f a L jsou jako ve Vété 8. Pak prlrﬁstkem logaritmu funkce f podél

kfivky ¢ rozumime c¢islo
A, log(f) = L<b> ~ L(a).

Véticka 9. Je-li ¢ cesta, f holomorfni na (p) a f’ spojita na (p), pak
Ay log(f f

Poznamka. Pozdéji dokazeme, ze je-li f holomorfnl, je f' automaticky spojita.
Definice. Necht ¢ je uzaviend cesta a a € C\ (). Pak index bodu a vzhledem ke kfivce

v je definovan vzorcem
1 1

211 pZ—a

dz.

ind,a =

Pozndmka. Je-li ¢ uzaviend cesta a a € C\ (p), pak ind,a = 3=A, log(z — a).
Véta 10. Necht Q2 C C je oteviend. Pak mnozinu ) Ize vyjadrit ve tvaru

Q=)o
jeJ
kde J je (nejvyse) spocetna mnozina a €);, j € J jsou po dvou disjunktnf oblasti. Mnoziny
Qj,j € J jsou urcené jednoznacné (az na preindexovani) a nazyvaji se komponenty €2.

Véta 11 (vlastnosti funkce ind, a).  Necht ¢ je uzaviend cesta. Pro a € C\ () polozme
t(a) = ind, a.

(1) Funkce ¢ nabyva jen celo¢iselnych hodnot.

(2) Funkce ¢ je konstantni na kazdé komponenté mnoziny C\ (¢).

(3) Funkce ¢ je rovna nule na neomezené komponenté mnoziny C\ ().

Poznamky. (1) Je-li ¢ kladné orientovand kruznice o stfedu a a poloméru r, pak

nd. s — 1 Pro'zEU(a,T),
0, jeli|z—a|l>r.

(2) Plati Jordanova véta: Je-li ¢ : [a,b] — C uzaviend cesta takovd, ze ¢ je prostd na
[a,b), pak mnozina C\ (¢) ma pravé dvé komponenty — jednu neomezenou (na ni je index
roven nule) a jednu omezenou (na nf je index roven bud 1 nebo —1).

(3) Plat{ nédsledujici propichovaci véta: Necht ¢ je uzaviend cesta, a,b € C takova, ze
b — a > 0, usecka spojujici body a, b protind () v jediném bodé z, ten je ruzny od a, b,
existuje jediné ty, pro které ¢(ty) = 2o, a Im ¢'(ty) # 0. Pak

ind, a — ind, b = sgnIm ¢’ (o).

(4) Index bodu vzhledem ke kiivce se v angli¢tiné nékdy nazyvéa winding number. To
vyjadiuje skutecnost, ze je roven ,poctu obéhu kfivky kolem bodu v kladném smyslu®,
coz je v souladu s vyse uvedenym vztahem k prirustku logaritmu.

(5) Index bodu vzhledem ke kfivce je specidlnim piipadem topologického stupné: Necht

¢ : [0,1] = C je uzaviena cesta. Necht f : U(0,1) — C je spojité zobrazeni takové, ze
pro kazdé ¢ € [0, 1] plati p(t) = f(e*™*). (Tento vzorec definuje zobrazeni f na jednotkové
kruznici, pak se libovolné spojité rozsiii na cely kruh.) Pro kazdé z € C\ (p) je pak ind,, 2
roven topologickému stupni prislusnému trojici (f, U(0,1), 2).



