II1.1 Krivky a krivkovy integral v C
Definice. Kfivkou v C rozumime spojité zobrazeni uzavieného intervalu do C, tj. spojitou
funkei ¢ : [a,b] — C, kde a < b jsou redlnd ¢isla. Je-li ¢ : [a,b] — C kiivka, pak
e obrazem kfivky ¢ rozumime jeji obor hodnot, tj. mnozinu

(0) = @(la, b)) = {(t) : t € [a, 0]};

e potatetnim bodem kiivky ¢ rozumime bod ¢(a), koncovym bodem bod ¢(b);
e kiivku ¢ nazyvame uzavienou, pokud ¢(a) = ¢(b);
e opatnou kfivkou k ¢ rozumime kiivku = ¢ : [-b,—a] — C definovanou vzorcem

= (t) = o(=1);
e je-li navic ¢ : [c,d] — C kiivka, pro kterou 1(c) = p(b), pak jejich spojenim ¢ + 1)

rozumime kiivku definovanou na intervalu [a,b + d — ¢| vzorcem

. (), t € la,bl,
(pF+9)) = {¢(t—b+c), t€b,b+d—cl;

e délkou kiivky ¢ rozumime

V(p) = sup {Z?Zl lo(t;) —p(tji—1)|neNa=ty<t; <---<t,= b} .
Kiivku p(t) = a+re', t € [0,2n], kde a € C ar > 0, nazyvame kladn& orientovana kruZnice
o stfedu a a poloméru . Opacnou kiivku nazyvame zaporné orientovana kruZznice.
Krivku ¢(t) = a+t(b—a), t € [0,1], kde a,b € C, nazyvame orientovana tsetka [a, b|.
Cestou neboli po &astech hladkou kfivkou v C rozumime kiivku ¢ : [a,b] — C, pro kterou
existuje takové déleni a = sg < 51 < --- < s, = b, ze pro kazdé j = 1,...,n je funkce ¢
ttidy C' na [s;_1,s;] (tj. derivace ¢’ je spojitd na (s;_1,s;) a ma v krajnich bodech s;_;
a s; vlastni jednostranné limity).
Poznamka: Je-li ¢ : [a,b] — C cesta, pak ¢/(t) existuje pro vSechna t € (a,b) az na
konecné mnoho vyjimek a navic je ¢’ omezena na svém definiénim oboru.
Je-li navic f : (¢) — C spojitd funkce, definujeme integrdl funkce f podél cesty ¢ vzorcem
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kde integral na pravé strané je Zobecnény Riemannuv, tj. roven

Z S0t

Sj—1
Na tento integral lze pohlizet i Jako na Lebesgueuv, coz budeme casto délat.
Poznamky.

(1) Je-li ¢ : [a,b] — C cesta, pak V(¢ f |/ (t |dt
(2) Prave definovany kiivkovy mtegral uzce souvisi s kiivkovym integralem druhého
druhu. Pokud ztotoznime C s R? a pouZijeme znaceni ~z Véty 1.3, pak plati:

e Re fw f je rovna integralu druhého druhu funkce f podél kiivky ¢,

e Im fso f je rovna integralu druhého druhu funkce if podél kiivky ¢.

(3) Dalsi vztah vyse definovaného kiivkového integralu ke kiivkovému integralu z redlné
analyzy je nasledujici: Necht ¢ : [a,b] — C je cesta, pficemz |, je prostd a
¢'(t) # 0 az na konecné mnoho vyjimek. Pro z € (p) zvolme ¢ € [a,b) spliujici
©(t) = z a oznacme v(z) = \cp’(t) (Im ¢'(t), —Re ¢'(t)), pokud je vyraz definovan.

€ (p) je v(z) definovano a je to normélovy vektor ke

H

)+ ¢7<z),y<z)> dH(2).

Pak pro H!'-skoro vsechna z
kiivce ¢. Navic fwf = f(@ <



Véticka 1. Necht ¢ : [a,b] — C je cesta.
(1) Necht h je rostouci zobrazeni intervalu [c,d] na interval [a,b], které je tridy C*.
Pak

/ f= /f pro kazdou spojitou f : (p) — C.
poh ¥

(2) / f=- / f pro kazdou spojitou f : (p) — C.
(3) Je—lfw e, d] ¢—> C cesta spliiujici ¢ (c) = ¢(b), pak

/W_rwf = /@f%—/wf pro kazdou spojitou f : (¢) U (¢)) — C.

(4)

/f‘ <V(p) - m?)§ |f(2)] pro kazdou spojitou f : (¢) — C.
0 ze(p

Véticka 2. Necht f je komplexni funkce komplexni proménné spojitd na okoli bodu
a € C. Pak

Definice. Necht G C C je oteviend a f : G — C je funkce. Funkci F' : G — C nazyvame
primitivni funkci k f na G, pokud F’(z) = f(z) pro kazdé z € G.

Véticka 3. Necht G C C je oteviend, f : G — C je spojita funkce a F je primitivni
funkce k f na G. Pak pro kazdou cestu ¢ : |a,b] — G plati / f=F(p) — F(e(a)).

%)

Specialné, je-li ¢ uzaviena cesta v G, pak / f=0.
®

Véta 4 (charakterizace oblasti).  Necht Q C C je oteviend. Pak ndsledujici podminky
jsou ekvivalentni.

(a) Q jesouvisla (tj. pro kazdou neprazdnou G C §2 takovou, ze G i 2\ G jsou oteviené
mnoziny, plati G = ).

(b) Q je kfivkové souvisld (tj. pro kazdé dva body z,w € () existuje spojité zobrazeni
¢ :10,1] = Q, pro které p(0) =z a p(1) = w).

(¢) Kazdé dva body v 2 Ize spojit lomenou ¢drou v §2 (tj. pro kazdé dva body z,w € Q
existuje konecna posloupnost bodu z = ug,uq,...,u, = w takova, ze pro kazdé
j=1,...,n dsecka spojujici u;_1 a u; lezi celd v Q).

Poznamka: Analogie Véty 4 plati i pro Q2 C R".
Definice. Otevienou souvislou podmnozinu C nazyvame oblast.

Véta 5 (primitivni funkce a kiivkovy integral).  Necht 2 C C je oblast a f : Q — C je
spojita funkce. Pak nasledujici podminky jsou ekvivalentni.
(i) f ma v Q primitivnf funkci.

(ii) Krivkovy integral v (2 nezavisi na cesté, tj. kdykoli ¢ : [a,b] — Q a1 : [¢,d] — Q
jsou dvé cesty spliiujici p(a) = 1(c) a (b) = ¥(d), pak / f= / f-
® P

(iii) Pro kazdou uzavienou cestu ¢ : [a,b] — Q je / f=0.

©

Poznamka: Véta 5 je variantou hlavni véty teorie pole.



