I1.2 Elementarni celé funkce

Definice. Pro z € C definujme
0 Zn
exp(z) = Z prt
n=0
Funkci exp nazyvame exponencialni funkce, kratce exponenciala. Dale oznacme
e = exp(1).

Véta 4 (vlastnosti exponencidlni funkce).  Plati:

(E1) Funkce exp je definovand na C, je na C holomorfni a plati exp'(z) =
exp(z) pro z € C.

(
(z +w) = exp(z) - exp(w) pro z,w € C.
xp(z) # 0 pro z € C.

exp(z) = exp(Z) pro z € C.

Funkce exp zobrazuje R na interval (0, +00), je na R rostouct a (ryze)
konvexni.

(E7) |exp(z)| = exp(Re z) pro z € C.

Definice. Pro z e C poloime

o cos(z) = SRUE +eXp( 2 (funkce kosinus);
o sin(z) = 220 eXp( %) (funkce sinus);
o cosh(z) = 22 eXp =) (funkee hyperbolicky kosinus):

e sinh(z) = w (funkce hyperbolicky sinus);

Véta 5 (vlastnosti goniometrickych a hyperbolickych funkef).
(1) Funkce cos, sin, cosh, sinh jsou definovany na C, pricemz funkce cos
a cosh jsou sudé a funkce sin a sinh jsou liché.
(2) cos(0) = cosh(0) = 1, sin(0) = sinh(0) = 0.
(3) Funkce cos, sin, cosh, sinh jsou holomorfni na C a pro kazdé z € C
plati:
cos'(z) = —sin(z)  cosh’(z) = sinh(z)
sin’(z) = cos(z) sinh’(z) = cosh(z)
(4) Pro kazdé z € C plati
cosh(iz) = cos(z), sinh(iz) =isin(z), exp(iz) = cos(z) + isin(z).

(5) Pro kazdé z € C plati:

0 -1 nZQn o ZQn
cos(z) = nz% ( (221)! cosh(z) = nZ% o)

o ( 1)nz2n—|—1 ' B X 2l
sin(z) = nz_% Gt 1) sinh(z) = nz_:o CrE]



(6) Funkce cos, sin, cosh a sinh nabyvaji na R realnych hodnot.
(7) Pro kazda z,w € C plati
cos(z + w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w)
cosh(z + w) = cosh(z) cosh(w) + sinh(z) sinh(w)
sin(z + w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w)
sinh(z + w) = sinh(z) cosh(w) + cosh(z) sinh(w)
(8) Pro kazdé = € C plati
cos?(z) + sin®(z) = 1, cosh?(z) — sinh?(2) = 1.
(9) cos(2) < 0, a tedy muzeme definovat
7 =2-min{zx > 0: cos(x) = 0}.

Pak plati m < 4.

(10) Na intervalu [0, 5] je funkce sin rostouci a konkdvni, funkce cos kle-
sajici a konkavni; sin(3) = 1.

(11) cos(m) = —1, sm( ) = O

(12) Pro kazdé z € C plati cos(z + m) = — cos(z), sin(z + 7) = —sin(z).

(13) Funkce sin a cos jsou periodické s periodou 27; funkce cosh, sinh a
exp jsou periodické s periodou 2mi.

(14) Necht z,w € C. Pak exp(z) = exp(w), pravé kdyz z—w je celociselny
nasobek 2.

(15) Necht z € C. Pak sin(z) = 0, prdvé kdyz z je celociselny ndsobek .

(16) Funkce exp zobrazuje C na C\ {0}.



