
II.2 Elementárńı celé funkce
Definice. Pro z ∈ C definujme

exp(z) =
∞∑
n=0

zn

n!
.

Funkci exp nazýváme exponenciálńı funkce, krátce exponenciála. Dále označme
e = exp(1).

Věta 4 (vlastnosti exponenciálńı funkce). Plat́ı:

(E1) Funkce exp je definovaná na C, je na C holomorfńı a plat́ı exp′(z) =
exp(z) pro z ∈ C.

(E2) exp(0) = 1.
(E3) exp(z + w) = exp(z) · exp(w) pro z, w ∈ C.
(E4) exp(z) ̸= 0 pro z ∈ C.
(E5) exp(z) = exp(z) pro z ∈ C.
(E6) Funkce exp zobrazuje R na interval (0,+∞), je na R rostoućı a (ryze)

konvexńı.
(E7) | exp(z)| = exp(Re z) pro z ∈ C.

Definice. Pro z ∈ C položme

• cos(z) = exp(iz)+exp(−iz)
2 (funkce kosinus);

• sin(z) = exp(iz)−exp(−iz)
2i (funkce sinus);

• cosh(z) = exp(z)+exp(−z)
2 (funkce hyperbolický kosinus);

• sinh(z) = exp(z)−exp(−z)
2 (funkce hyperbolický sinus);

Věta 5 (vlastnosti goniometrických a hyperbolických funkćı).

(1) Funkce cos, sin, cosh, sinh jsou definovány na C, přičemž funkce cos
a cosh jsou sudé a funkce sin a sinh jsou liché.

(2) cos(0) = cosh(0) = 1, sin(0) = sinh(0) = 0.
(3) Funkce cos, sin, cosh, sinh jsou holomorfńı na C a pro každé z ∈ C

plat́ı:
cos′(z) = − sin(z) cosh′(z) = sinh(z)

sin′(z) = cos(z) sinh′(z) = cosh(z)

(4) Pro každé z ∈ C plat́ı

cosh(iz) = cos(z), sinh(iz) = i sin(z), exp(iz) = cos(z) + i sin(z).

(5) Pro každé z ∈ C plat́ı:

cos(z) =
∞∑
n=0

(−1)nz2n

(2n)!
cosh(z) =

∞∑
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z2n

(2n)!

sin(z) =
∞∑
n=0

(−1)nz2n+1

(2n+ 1)!
sinh(z) =

∞∑
n=0

z2n+1

(2n+ 1)!



(6) Funkce cos, sin, cosh a sinh nabývaj́ı na R reálných hodnot.
(7) Pro každá z, w ∈ C plat́ı

cos(z + w) = cos(z) cos(w)− sin(z) sin(w)

cosh(z + w) = cosh(z) cosh(w) + sinh(z) sinh(w)

sin(z + w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w)

sinh(z + w) = sinh(z) cosh(w) + cosh(z) sinh(w)

(8) Pro každé z ∈ C plat́ı

cos2(z) + sin2(z) = 1, cosh2(z)− sinh2(z) = 1.

(9) cos(2) < 0, a tedy m̊užeme definovat

π = 2 ·min{x > 0 : cos(x) = 0}.
Pak plat́ı π < 4.

(10) Na intervalu [0, π2 ] je funkce sin rostoućı a konkávńı, funkce cos kle-
saj́ıćı a konkávńı; sin(π2 ) = 1.

(11) cos(π) = −1, sin(π) = 0.
(12) Pro každé z ∈ C plat́ı cos(z + π) = − cos(z), sin(z + π) = − sin(z).
(13) Funkce sin a cos jsou periodické s periodou 2π; funkce cosh, sinh a

exp jsou periodické s periodou 2πi.
(14) Necht’ z, w ∈ C. Pak exp(z) = exp(w), právě když z−w je celoč́ıselný

násobek 2πi.
(15) Necht’ z ∈ C. Pak sin(z) = 0, právě když z je celoč́ıselný násobek π.
(16) Funkce exp zobrazuje C na C \ {0}.


