V.2 Globalni vlastnosti holomorfnich funkci
Véta 2 (globdlni Cauchyova véta a Cauchyuv vzorec). Necht Q C C je
oteviena mnozina, I' cykl takovy, ze (I') C Q a pro kazdé a € C\ Q) je
indr a = 0. Pak pro kazdou funkci f holomorfni na §) plati

fi

f(z)-indr z = 271m' /F g(iu)z dw, z € Q\ (D).

Poznamky:
(1) Pokud [, f = 0 pro kazdou f holomorfni v ©, pak indra = 0 pro
kazdé a € C\ Q.
(2) Je-li C\ Q je souvisld, jsou piedpoklady Véty 2 splnény pro kazdy
cykl v €.

Véta 3 (obecnd reziduovd véta).  Necht Q0 C C je oteviend mnozina, T
cykl takovy, ze (I') C Q a pro kazdé a € C\ Q) jeindra = 0. Necht M C Q
je izolovana v Q, M N(T') =0 a f je funkce holomorfni v Q\ M. Pak plati:

f=2m indr a - res, f.
J o =iy

aeM

V sumé na pravé strané pritom je jen konecné mnoho nenulovych scitancii.

Véta 4 (princip argumentu).  Necht Q C C je oblast, I' cykl takovy, ze
(T'Y € Q a pro kazdé a € C\ Q je indra = 0. Necht f je funkce holomorfn{
na 2, kterda na (I') nenabyva hodnoty 0. Je-li a € ) korenem funkce f,
oznacme Ny(a) jeho ndsobnost. Pak plati:

E N¢(a) -indra = 1/f/— 1Alof
-in =— [ == — .
A ra 2mi Jr f 2m o8

ae, f(a)=0

Lemma 5. Necht ¢, : [a,b] — C jsou dvé uzavrené cesty. Necht
z € C spliuje nerovnost |p(t) — ¥ (t)| < |p(t) — 2| pro kazdé t € [a,b]. Pak
z€ C\ ({(¢p) U (¥)) a plati ind, z = indy 2.



Véta 6 (Rouchéova véta). Necht Q C C je oblast, T’ cykl takovy, ze
('Y C Q a pro kazdé a € C\ Q je indra = 0. Necht f a g jsou holomorfni
na ) a pro kazdé z € (I') plati

[f(2) = g(2)] <[f(2)].

Pak (pri znaceni z Véty 4)

Z Nf() indra = Z Ny(a) - indr a.

aeQ, f(a a€,g(a)=0

Véta 7 (Rouchéova véta pro kompakt). Necht K C C je kompaktni
mnozina a € = Int K. Necht f, g jsou spojité funkce definované na K s

hodnotami v C, které jsou holomorfni na ). Predpokladejme, ze pro kazdé
z € OK plati |f(z) — g(2)| < |f(2)|. Pak (pfi znaceni z Véty 4)

ZNf):ZN

aeQ, f(a a€,g(a)=0

Veéta 8. Necht f je holomorfni na U(a,R), b = f(a) a funkce f — b
m4d v bodé a koren ndsobnosti p € N (tj. f nabyva své hodnoty v bodé a
p-nasobné). Pak existuje r € (0,R) a p > 0 tak, Ze pro kazdé w € P(b, p)
funkce f nabyva hodnoty w v pravé p ruznych bodech z U(a,r).

Véta 9 (véta o otevieném zobrazeni). Necht Q C C je oblast a f je
nekonstantni holomorfni funkce na ). Pak f je oteviené zobrazeni, tj. f(G)
je oteviena podmnozina C pro kazdou G C €2 otevrenou.

Véta 10 (véta o lokdln{ existenci inverzni funkce).  Necht f je funkce ho-
lomorfni na okoli bodu a € C a f'(a) # 0. Pak existuje r > 0 s ndsledujicimi
vlastnostmi:
(i) f je prosta na U(a,r);
(ii) G = f(U(a,r)) je oteviend mnozina;
(iii) inverzni funkce f~1 je holomorfni na G a pro kazdé » € G plati

1
%) = ——o—.
R TTRIE)
Véta 11. Necht f je funkce holomorfni a prostd na oteviené mnoziné
Q) C C. Pak pro kazdé z € Q je f'(z) # 0 a inverzni funkce k f je holomorfni

na f(£2).



