IV.4 Laurentovy rady a funkce holomorfni v mezikruzi

Poznamka. Jméno Laurent se cte francouzsky, tj. ptiblizné Loran.
Definice. Laurentovou fadou o stfedu a € C rozumime symbol

Z an(z —a)", (*)

kde a,, € C pro kazdé n € Z. Regularni &sti fady (*) rozumime mocninnou fadu

[e.e]
Z an(z —a)"
n=0

hlavni ¢asti rady (*) rozumime symbol
—1
Z an(z —a)". (xx)
n=-—00
Rikéme, ze hlavni &ast fady (*) konverguje (v bod& z, absolutng, stejnomérné na mnozing 1,
lokdlné stejnomé&rné na mnoziné )M, atp.), pokud piislusnou vlastnost mé fada

Z a_n(z—a)™.

Soucet této fady nazveme souttem hlavni €asti fady (*) a znacime jej rovnéz (xx).
Rikéme, 7e fada (*) konverguje (v bod& z, absolutng, stejnomé&rné na mnozing ), lokalné

stejnomérné na mnoziné€ M, atp.), pokud prislusnou vlastnost ma regularni i hlavni ¢ast.

Souttem fady (x) rozumime soucet souctu reguldrni ¢asti a souctu hlavni ¢ésti, t;.

o0
E an(z —a)" Eanz—a E an(z —a)"

n=—oo n=—0oo

Definice. Necht 0 <7 < R < 400 a a € C. Pak ozna¢me
P(a,m,R)={2€C:r<|z—a|] < R}.
Tuto mnozinu nazveme mezikruzim o stfedu a, vnitfnim poloméru r a vnéj$im poloméru R.
Poznamka. V definici mezikruzi se ptipousti i hodnoty » = 0 ¢i R = +o00. V téchto
specialnich piipadech plati
e P(a,0,R) = P(a,R) pro R € (0, +00);
e P(a,r,+00) =C\ U(a,r) pro r € (0,+00);
e P(a,0,+00) =C\ {a}.
Véticka 8.  Méjme Laurentovu radu (x). Pak existuji r, R € [0, +00], pro kterd plati:
e Regularni cast rady (x) konverguje absolutné a lokdlné stejnomérné na
{zeC:|z—a|l <R}
a diverguje pro |z — a| > R.
e Hlavni ¢ast rady (%) konverguje absolutné a lokdlné stejnomérné na
{zeC:|z—a|>r}
a diverguje pro |z —a| <.

Je-li v < R, pak rada (%) konverguje absolutné a lokdlné stejnomeérné na mezikruzi
P(a,r, R) a jeji soucet je na tomto mezikruzi holomorfni. Toto mezikruzi pak nazyvame
mezikruZim konvergence fady (x).



Véticka 9. Necht a € C,0<r < R< +o0 af € [0,2r). Necht
G = Pla,r,R)\ {a+te" :t € (0,+00)}.
Pak pro mnozinu G plati Cauchyova véta, tj., pro kazdou f holomorfni na G a kazdou
uzavienou cestu ¢ v G plati fw f=0.
Poznamka: V piipadé, ze r = 0, je mnozina G z Véticky 9 hvézdovitd (viz pozndmku

za definici rezidua). V obecném piipadé se nékolikrat pouzije pozndmka o nalepovéni za
Vétou II1.13.

Véta 10. Necht f je holomorfni funkce na mezikruzi P(a,r, R), kde a € C ar < R.
Pro p € (r, R) oznacme ¢, kladné orientovanou kruznici o stfedu a a poloméru p. Pak
plati:

(a) f% f nezavisi na p, tj. nabyva stejné hodnoty pro kazdé p € (r, R).

(b) (Cauchyuv vzorec pro mezikruzi) Necht z € P(a,r,R) ar < p; < |z—a| < p2 < R.

o f@):%(/%%dw—/%%dw).

Véta 11.  Necht f je holomorfni funkce v mezikruzi P(a,r, R), kde a € C ar < R. Pak
f je v P(a,r, R) souc¢tem Laurentovy rady

Z an(z —a)"

n=—0oo

o stredu a, ktera na P(a,r, R) konverguje. Jeji koeficienty jsou urceny jednoznacné a plati

pro ne
1
Ay = —— L dZ,
2mi ), (2 —a)"tt
kde p € (r, R) je libovolné a ¢, je jako ve Vété 10.
Véta 12.  Necht f je holomorfni funkce v P(a, R) = P(a,0,R), kde a € C a R > 0.
Necht 3> a,(z — a)" je Laurentova fada funkce f v P(a, R). Pak plati:
(1) f ma v bodé a odstranitelnou singularitu, pravé kdyz a, = 0 pro kazdé n < 0.
(2) f ma v bodeé a pdl nasobnosti p, pravé kdyz a_, # 0 a a, = 0 pro kazdé n < —p.
V tom pripadé a_q, ..., a_, jsou koeficenty z Véty 2(2).
(3) f md v bodé a podstatnou singularitu, pravé kdyz a, # 0 pro nekonecné mnoho
n < 0.
Navic ve vsech pripadech plati res, f = a_1.

n € 7,

Véta 13 (reziduové véta — druhd verze).  Necht Q C C je oteviend mnozina, M C )
kone¢nd mnozina a ¢ : [a,b] — Q\ M je uzavrena cesta. Predpokladejme, Ze pro 2 a ¢
plati Cauchyova véta, tj. fso g = 0 pro kazdou funkci g holomorfni na 2. Pak pro kazdou
f holomorfni na Q\ M plati

/f = 27 Z res, f -ind, a.
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