
IV.4 Laurentovy řady a funkce holomorfńı v mezikruž́ı

Poznámka. Jméno Laurent se čte francouzsky, tj. přibližně Lorán.
Definice. Laurentovou řadou o sťredu a ∈ C rozumı́me symbol

∞∑
n=−∞

an(z − a)n, (∗)

kde an ∈ C pro každé n ∈ Z. Regulárńı část́ı řady (*) rozumı́me mocninnou řadu
∞∑
n=0

an(z − a)n,

hlavńı část́ı řady (*) rozumı́me symbol

−1∑
n=−∞

an(z − a)n. (∗∗)

Ř́ıkáme, že hlavńı část řady (*) konverguje (v bodě z, absolutně, stejnoměrně na množině M ,
lokálně stejnoměrně na množině M , atp.), pokud př́ıslušnou vlastnost má řada

∞∑
n=1

a−n(z − a)−n.

Součet této řady nazveme součtem hlavńı části řady (*) a znač́ıme jej rovněž (∗∗).
Ř́ıkáme, že řada (∗) konverguje (v bodě z, absolutně, stejnoměrně na množině M , lokálně
stejnoměrně na množině M , atp.), pokud př́ıslušnou vlastnost má regulárńı i hlavńı část.
Součtem řady (∗) rozumı́me součet součtu regulárńı části a součtu hlavńı části, tj.

∞∑
n=−∞

an(z − a)n =
∞∑
n=0

an(z − a)n +
−1∑

n=−∞

an(z − a)n.

Definice. Necht’ 0 ≤ r < R ≤ +∞ a a ∈ C. Pak označme

P (a, r, R) = {z ∈ C : r < |z − a| < R}.
Tuto množinu nazveme mezikruž́ım o sťredu a, vniťrńım poloměru r a vněǰśım poloměru R.

Poznámka. V definici mezikruž́ı se připoušt́ı i hodnoty r = 0 či R = +∞. V těchto
speciálńıch př́ıpadech plat́ı

• P (a, 0, R) = P (a,R) pro R ∈ (0,+∞);

• P (a, r,+∞) = C \ U(a, r) pro r ∈ (0,+∞);
• P (a, 0,+∞) = C \ {a}.

Větička 8. Mějme Laurentovu řadu (∗). Pak existuj́ı r, R ∈ [0,+∞], pro která plat́ı:

• Regulárńı část řady (∗) konverguje absolutně a lokálně stejnoměrně na
{z ∈ C : |z − a| < R}

a diverguje pro |z − a| > R.
• Hlavńı část řady (∗) konverguje absolutně a lokálně stejnoměrně na

{z ∈ C : |z − a| > r}
a diverguje pro |z − a| < r.

Je-li r < R, pak řada (∗) konverguje absolutně a lokálně stejnoměrně na mezikruž́ı
P (a, r, R) a jej́ı součet je na tomto mezikruž́ı holomorfńı. Toto mezikruž́ı pak nazýváme
mezikruž́ım konvergence řady (∗).



Větička 9. Necht’ a ∈ C, 0 ≤ r < R ≤ +∞ a θ ∈ [0, 2π). Necht’

G = P (a, r, R) \ {a+ teiθ : t ∈ (0,+∞)}.
Pak pro množinu G plat́ı Cauchyova věta, tj., pro každou f holomorfńı na G a každou
uzavřenou cestu φ v G plat́ı

∫
φ
f = 0.

Poznámka: V př́ıpadě, že r = 0, je množina G z Větičky 9 hvězdovitá (viz poznámku
za definićı rezidua). V obecném př́ıpadě se několikrát použije poznámka o nalepováńı za
Větou III.13.

Věta 10. Necht’ f je holomorfńı funkce na mezikruž́ı P (a, r, R), kde a ∈ C a r < R.
Pro ρ ∈ (r, R) označme φρ kladně orientovanou kružnici o středu a a poloměru ρ. Pak
plat́ı:

(a)
∫
φρ

f nezáviśı na ρ, tj. nabývá stejné hodnoty pro každé ρ ∈ (r, R).

(b) (Cauchẙuv vzorec pro mezikruž́ı) Necht’ z ∈ P (a, r, R) a r < ρ1 < |z−a| < ρ2 < R.
Pak

f(z) =
1

2πi

(∫
φρ2

f(w)

w − z
dw −

∫
φρ1

f(w)

w − z
dw

)
.

Věta 11. Necht’ f je holomorfńı funkce v mezikruž́ı P (a, r, R), kde a ∈ C a r < R. Pak
f je v P (a, r, R) součtem Laurentovy řady

∞∑
n=−∞

an(z − a)n

o středu a, která na P (a, r, R) konverguje. Jej́ı koeficienty jsou určeny jednoznačně a plat́ı
pro ně

an =
1

2πi

∫
φρ

f(z)

(z − a)n+1
dz, n ∈ Z,

kde ρ ∈ (r, R) je libovolné a φρ je jako ve Větě 10.

Věta 12. Necht’ f je holomorfńı funkce v P (a,R) = P (a, 0, R), kde a ∈ C a R > 0.
Necht’

∑∞
n=−∞ an(z − a)n je Laurentova řada funkce f v P (a,R). Pak plat́ı:

(1) f má v bodě a odstranitelnou singularitu, právě když an = 0 pro každé n < 0.
(2) f má v bodě a pól násobnosti p, právě když a−p ̸= 0 a an = 0 pro každé n < −p.

V tom př́ıpadě a−1, . . . , a−p jsou koeficenty z Věty 2(2).
(3) f má v bodě a podstatnou singularitu, právě když an ̸= 0 pro nekonečně mnoho

n < 0.

Nav́ıc ve všech př́ıpadech plat́ı resa f = a−1.

Věta 13 (reziduová věta – druhá verze). Necht’ Ω ⊂ C je otevřená množina, M ⊂ Ω
konečná množina a φ : [a, b] → Ω \M je uzavřená cesta. Předpokládejme, že pro Ω a φ
plat́ı Cauchyova věta, tj.

∫
φ
g = 0 pro každou funkci g holomorfńı na Ω. Pak pro každou

f holomorfńı na Ω \M plat́ı ∫
φ

f = 2πi
∑
a∈M

resa f · indφ a.


