I1.2 Podprostory a kvocienty

Tvrzeni 10 (kvocient normovaného linedrniho prostoru).  Necht X je normo-
vany linearni prostor a Z je jeho uzavieny podprostor. Definujme na X ekviva-
lenci ~ vztahem x ~ y <& x —y € Z. Pro x € X ozna¢me symbolem [z] tFidu
ekvivalence obsahujici bod x, tj.

z]={yeX;y—xeZ}=a+Z

Dale polozme
X/Z ={[z];x € X}

a definujme na X/Z operace
[z]+ [yl =[z+vy], A-[z]=[\r] proxz,ye X a)eTF.
Dale pro x € X polozme

Ilz]llx/z = mf{l[yll;y  [2]}.

Pak plati:

(a) Operace na X/Z jsou dobre definovany a X/Z s témito operacemi tvori
vektorovy prostor.

(b) Pro kazdé x € X plati ||[z]|| x,, = dist(0, [z]) = dist(z, Z).

() "l x,z je normana X/Z, (X/Z, ||| x,7) je tedy normovany linedrni pro-
stor.

(d) Je-li X dplny, je i (X/Z,||||x,,) dplny.

Poznamka: Prostor (X/Z, ||| x,7) se nazyva kvocient X podle Z nebo téz fak-
torprostor X podle Z. Obvykle piSeme jen X/Z misto (X/Z, ||| x,,). Zobrazeni
q : © — [x] nazyvame kanonické kvocientové zobrazeni X na X/Z.

Véticka 11.  Necht q je kanonické kvocientové zobrazeni X na X/Z. Pak q je
linedrni a spliuje q(Ux ) = Ux/z. Specidlné, ||q|| < 1.
Tvrzeni 12 (faktorizace linedrniho operatoru). Necht X a 'Y jsou normované
linearni prostory a T € L(X,Y).
(a) Necht Z CC kerT je uzavieny podprostor. Pak existuje pravé jedno
T € L(X/Z,Y) takové, ze T = Tgq, kde q je kanonické kvocientové
zobrazeni X na X/Z. Zobrazeni T splauje ||T'|| = ||T|-
(b) Je-li Z =XkerT, je zobrazeni T z bodu (a) navic prosté.



Poznamka: Pokud je operator T' z Tvrzeni 12(b) izometrie X/kerT na Y,
pak se operator T' obvykle nazyva kvocientovy. Z Véticky 11 pak plyne, ze T
je kvocientovy, pravé kdyz T (Ux) = Uy. Pokud plati T(Bx) = By, plati i
T(Ux) = Uy, a tedy operator T je kvocientovy. Na druhou stranu, kvocientovy
operator nemusi spliiovat T'(Bx) = By

Véticka 13 (kvocient Hilbertova prostoru).  Necht H je Hilbertiiv prostor a Z
jeho uzavieny podprostor. Pak H/Z je rovnéz Hilbertiiv prostor. Navic, pokud

q je kanonické kvocientové zobrazeni, pak q zobrazuje ortogonalni doplnék Z+
izometricky na H/Z.

Znaceni: Necht X je normovany linedrni prostor.

e Je-li A C X, oznacme
At ={feX*Vxc A: f(z) = 0}.
e Je-li B C X*, oznaCme

B, ={x e X;VfeB: f(x) =0}

Poznamka: Je-li X prostor se skalarnim sou¢inem, pak symbolem A1 se miize
znacit bud ortogonalni doplnék (jde tedy o podprostor X) nebo podprostor X*
dle vyse uvedené definice. Kterou moznost mame na mysli, vyplyne z kontextu.
O vztahu mezi témito dvéma moznostmi vice viz oddil II.4.

Véta 14 (dualita podprostoru a kvocienttl).  Necht X je normovany linearni
prostor a Z jeho uzavieny podprostor.

(a) Necht q : X — X/Z je kanonické kvocientové zobrazeni. Pak zobrazeni
T:(X/Z)" — X* definované vzorcem T(f) = f o q je izometrie (X/Z)*
na Z+.

(b) Zobrazeni R : f — f|z je kvocientové zobrazeni X* na Z*, jehoz jadro
je Z1. Tedy zobrazeni R z Tvrzeni 12(b) je izometrie X*/Z+ na Z*.

Véta 15 (univerzalita ¢>°(T) a £}(T)).

(a) Kazdy Banachuv prostor je izometricky uzavienému podprostoru £°°(I")
pro vhodnou mnozinu I'. Separabilni Banachiiv prostor je izometricky
podprostoru £°°.

(b) Kazdy Banachiiv prostor je izometricky néjakému kvocientu prostoru
¢1(T") pro vhodnou mnozinu I'. Separabilni Banachiiv prostor je izomet-
ricky néjakému kvocientu prostoru ¢*.



