I1.2 Dual k H(G), Rungeho véta a jeji aplikace

Definice. Necht M C C je libovolnd mnozina. Symbolem H (M) zna¢ime
mnozinu vsech funkei holomorfnich na M (tj. holomorfnich na néjaké
oteviené mnoziné obsahujici M).

Véta 5 (Rieszova véta o reprezentaci).  Necht K je kompaktni Haus-
dorffiv prostor (napriklad K je kompaktni podmnozina C). Necht C(K)
znaci Banachiiv prostor vsech spojitych komplexnich funkci na K opatreny
supremovou normou. Necht L : C(K) — C je linearni funkcional. Nésle-
dujici podminky jsou ekvivalentni.
(1) L je spojité.
(2) Existuje konecna nezaporna regularni borelovska mira pu na K a
borelovska funkce h : K — C splnujici |h(x)| = 1 pro kazdé x € K
tak, ze L(f) = [, fhdp pro f € C(K).
(3) Existuje komplexni reguldrni borelovska mira v na K, ze L(f) =

[ fdv pro f € C(K).

Véta 6 (popis dudlu k H(G)).  Necht G C C je oteviend mnozina
a L : H(G) — C je linearni zobrazeni. Pak nasledujici podminky jsou
ekvivalentni:
(1) L je spojité.
(2) Existuje K C G kompaktni a C' > 0 takové, ze pro kazdé f €
H(G) je |L(f)| < Cox(f).
(3) Existuje K C G kompaktni, konecna nezaporna regularni borelovska
mira pu na K a borelovska funkce h : K — C spliujici |h(z)| = 1
pro kazdé x € K tak, ze L(f) = [, fhdu pro f € H(G).
(4) Existuje takova g € H(C \ G), pro kterou g(oco) = 0, a takova
kompaktni mnozina K C G, ze pro kazdy cykl I' splnujici pod-
minky z Véty 1.8 plati L(f) = 5 Jr fg pro f € H(G).
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Poznamky.

(a) Mnozina K vyskytujici se v bodé (2) a (3) se nazyva nosi¢ funkcionédlu
L. Hodnota L(f) zavisi jen na hodnotach f na tomto K.
(b) Funkce g z bodu (4) spliiuje vzorec

o) = 1 /Fg(w) duw
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na néjaké oteviené mnoziné obsahujici C \ G. Je tedy urcena
jednoznac¢né v tom smyslu, ze pokud g1, g2 jsou dvé takové funkce,
pak existuje oteviend mnozina U D C\ G, ze g1 = g2 na U.



Véta 7 (Runge). Necht K C C je kompaktni mnozina a M C C\ K
je mnozina obsahujici z kazdé komponenty mnoziny C\ K alespori jeden
bod. Pak pro kazdou f € H(K) existuje posloupnost R, racionalnich

funkci s poly pouze v mnoziné M, ktera konverguje k f stejnomérné na
K.

Dusledek. Je-li K C C takova kompaktni mnozina, ze C \ K je
souvisla, pak pro kazdou f € H(K) existuje posloupnost polynomi kon-
vergujici k f stejnomérné na K.

Poznamka. Predchozi dusledek neplati pro zadnou kompaktni K C C,
pro niz neni C \ K souvisla.

Véta 7' (Runge). Necht G C C je oteviend a M C C\ G je mnoZina
obsahujici z kazdé komponenty mnoziny C \ G alesporn jeden bod. Pak

mnozina vSech racionalnich funkci, které maji poly jen v bodech mnoziny
M, je husta v H(G).

Duisledek. Je-li G C C takové oteviend mnozina, ze C\ G je souvisla,
pak polynomy jsou husté v H(G).

Poznamka. Predchozi disledek neplati pro zadnou otevienou G C C,
pro niz neni C \ G souvisla.

Véta 7" (Runge). Necht G C C je oteviena, M C C\ G ac: M —
{1, 00}. Predpokliadejme, ze kazda komponenta mnoziny C\ M obsahuje
bud hromadny bod mnoziny M nebo takové m € M, pro které je c(m) =
00. Necht' Y je mnozina vSech racionalnich funkci s pdly jen v bodech
mnoziny M ; pricemz, je-li ¢(m) = 1, je ndsobnost pélu v bodé m nejvyse
1. Pak Y je husta v H(G).

Véta 8 (Mittag-Leffler).  Necht G C C je oteviend mnozina, A C G
mnozina izolovana v G a pro kazdé a € A necht P, je polynom spliujici
P,(0) = 0. Pak existuje f € M(G), ktera ma pdly pravé v bodech
mnoziny A, a hlavni ¢ast Laurentova rozvoje funkce f v prstencovém

okoli bodu a € A je P,(--).
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Véta 9 (Osgood). Necht G C C je oteviena mnozina a (f,) je takova
posloupnost funkci z H(G), ze posloupnost (f,(z)) konverguje pro kazdé
z € (G. Pak existuje takova oteviena husta podmnozina U C G, ze funkce
fn konverguji lokalné stejnomérné na U (a limita je holomorfni na U ).

Véta 10. Necht D = U(0,1). Oznac¢me
M ={f e HD): Va € R)({f(re®) :r € (0,1)} je husta v C)}.

Pak H(D) \ M je prvni kategorie v H(D).



