Matematika III — vzorové piiklady pro teoreticky test
Resent 1loh

1. Primitivni funkce existuje na takovych otevienych podintervalech in-
tervalu I, na nichz funkce f nenabyva hodnoty 1, tj. na otevienych
intervalech obsazenych v mnoziné {z € I: f(z) # 1}.

Na kazdém z téchto intervalu je primitivn{ funkei funkce —log |1 — f].
(Plyne to z prvni substituéni metody nebo z véty o derivaci slozené
funkce.)

Jiny zépis téhoz: Primitivni funkei je funkce — log(1— f) na otevienych
intervalech obsazenych v mnoziné {z € I: f(x) < 1} a déle funkce
—log(f — 1) na otevienych intervalech obsazenych v mnoziné

{rel: f(z)>1}.

2. Primitivn{ funkce m4 tvar £ F(2?), a to na intervalu (1,v/2) a na inter-
valu (—v/2, —1).
(Lze pouzit prvni ¢ druhou substituéni metodu, piipadné vétu o derivaci

slozené funkce. Intervaly ziskame jako oteviené intervaly obsazené v
mnoziné {z € R: 2% € (1,2)}.)

3. Plati )
- 2 —4dx 35
2
Postup: funkce p(z) = % je klesajici a zobrazuje R na R. Dale
zobrazuje interval (—%, —2) na interval (2,4). Kromé toho ¢/(z) = —3,
tedy
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podle véty o substituci pro zobecnény Riemannuv integral.

4. Integral je roven

38412+ (-3 4+ (-1 (24-8-2-4)=1



5. Zobrazeni ¢ : R? — R? definované vzorcem o(x,y) = [z+y, y?] je tiidy
C" a Jacobiho matice je J,(z,y) = (i Qoy) je regularni pro y # 0, tedy

viude mimo osu x. ¢ je prosté na polorovinach H = {[z,y]: y > 0} a
D = {[z,y]: y < 0}. ¢ déle kazdou z téchto polorovin zobrazuje na H.

Podle véty o substituci plati pro kazdou méritelnou mnozinu B C H

/fz/ f(x+y,y2)-!2y\dwdy=/ fla+y,y%)|2y| dz dy.
B e~ 1 (B)NH »~1(B)ND

Pro B = (1,2) x (2,4) je

e 'B)NH ={[z,y) e R*: y e (vV2,2),z€ 1—y,2—y)}
e (B)ND={[z,y] e Ry e (-2,—V2),z€ (1-y,2—y)}

Plati tedy

5
/ yf(:v+y,y2)dl“dy=§
{[w’y]€R2: ye(\/i2),a:€(l—y,2—y)}

5
/ yf(x+y,y2)dl‘dy=—§-
{[z,y]eR?: ye(—2,—V2),z€(1-y,2—y)}

6. Podle Fubiniovy véty plati

/ flx+2y+32)dedydz
{[z,y,2)€R3: y2+22<2}

—/ (/ f(a:+2y+32)dx) dy dz
{ly,z]eR2: y2+22<2} R

/ S5dy dz
{ly.2]€R?: y2+22<2}

=5\ ({[y, 2] € R%: 9% 4 2% < 2}) = 57(v/2)? = 10m.

(Fubiniovu vétu lze pouzit, protoze piislusna funkce je integrovatelna,
coz lze ovérit vypoctem integralu z absolutni hodnoty — ten vyjde

21 Jg 1f1)



7. Protoze dimR* = 4, stac¢i pridat dva vektory, aby vyslednd ¢tvefice
byla linedrné nezavisla (Veéticka 1X.4).

Napiiklad lze ptidat vektory [0,0,1,1] a [0, 0,0, 1], tedy béze je tvorena
vektory

,1,1,1],[1,2,3,4],[0,0,1,1],[0,0,0, 1].
Ze jde o linedrné nezavislé vektory, plyne z prevodu matice s témito

radky na schodovitou matici, ktery je velmi snadny.

8. Napiiklad 1,z + 222, 323. Tyto funkce jsou linedrné nezavislé, kazda z
nich patii do uvedeného podprostoru a vsechny c¢tyii funkce ze zadani
lze vyjadrit jako linearni kombinace téchto tii.

Jind moznost: 1 — 2 — 222, 1 + 2 + 22,1 — 2 — 222 + 323, tj. prvni
tfi z uvedenych funkci. Je snadno vidét, ze jsou linearné nezavislé a
posledni funkce je jejich linearni kombinaci.

9. Zobrazeni a,c,d jsou linearni; zobrazeni b,e nikoli.

Pozitivni c¢ast plyne snadno z definice, zobrazeni b,e nezobrazuji nulu
na nulu.

10. ker L = {{c-2"}22,: c € R}.
11. Napriklad L(f)(z) = f(z) — f(0) = (f(1) = f(0))z.
12. Pro f € V plati f(x) = ag + a1z + - - + azx”, tedy

L(f)(z) = f(z)=2f(z) = apta;(1—3)z+az(1—2) 2z +az(1—3) 2+ - -+a7(1—-

Z toho je videt, ze ker L = {cz®: ¢ € R}.
Specialné, dimker L = 1, tedy

dimImL =dimV —dimker L =8 -1 =7.

13. Matice muze byt pozitivné definitni, pozitivné semidefinitni nebo in-
definitni. Nemuze byt negativné semidefinitni (a tedy ani negativné
definitni).

14. Pro x € (—4,4). (Napiiklad 1ze pouzit Sylvestrovo pravidlo.)
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15.

16.

17.

Naptiklad (_23 _12) (Vlastni cisla jsou kofeny charakteristického
polynomu.)
4 3 2
Naptiklad | =3 4 1
2 1 4
1 4
Pouzijeme definici — chceme, aby A | —2 | = | —8 |. Tedy prvni fadek
3 12
1
matice zvolime tak, aby po vynéasobeni [ —2 | vyslo 4, atd.
3

Podle véty o zbytku v Peanové tvaru na okoli nuly plati

flz) =1+422+ 32> +wi(2)2?, g(z) =132 + wy(w)a?

kde w; a ws maji v nule limitu 0.

Protoze ¢g(0) = 1 # 0, mé funkce £ v bodé 0 vlastni druhou derivaci,
a tedy jeji Tayloruv polynom fadu 2 v bodé 0 je definova. Pokud
T;/g’o(a:) = a + bz + ca?, pak podle véty o zbytku v Peanové tvaru na
okoli nuly plati

@) = a+ b + cx® + ws(x)r?,
g(x)
kde w3z ma v nule limitu 0.
Pokud tuto rovnost vynasobime g(z) a dosadime za f(z) a g(z) vyse
uvedena vyjadreni, dostaneme
1427 + 322 + wi(2)2® = (a + br + cr® + ws(2)2?) (1 — 3% + wy(z)2?).

Pravpi stranu roznasobime a dostaneme

1427 + 32 + wi(2)2* = a + bz + cx® — 3az® — 3bx® — 3ca
+ (1 = 32H)ws(2)2® + wy(x)2?(a + bx + ca? + ws(w)z?)

=a+bx + (c — 3a)z® + wy(z)2?,

kde wys méa v nule limitu 0.



18.

19.

Protoa =1,b=2ac—3a =3, tedy ¢ = 6. Hledany Tayloruv polynom
je 1+ 2x + 622

Kdybychom hledali T: Qf 90 byl by postup jednodussi:

Vynéasobime-li vyjadieni f(x) a g(x), dostaneme

f(z)g(x) = 14+22—62° —92* 4+ (1—322)w, (z) 2 ws (2) f (1) = 1+22+ws(z)2?,
kde ws(z) mé v nule limitu 0.

Proto TY9°(z) = 1 + 2.

Vime, Ze na okoli nuly plati

. IL‘3 + 1'5 + 1'7 + ( ) 8

smMmr =xr — — —_— wilx)x
6 ' 120 ' 5040 ' ’
2 4 6

cosr =1-— % + §—4 — %0 + wy(2) 27,

kde w; a we maji v nule limitu 0. Tedy

sinz —zcosz = (—2 4+ 1)2” + (s — 51)2° + (— 555 + 725)2 " +ws(@)2®,

kde w3 ma v nule limitu 0.
Odtud je videét, ze

1 - 1 1 -4 1
6 2 3 1200 24 120 30

a limita pak je
1 1 6 1

5040 720 5040 840"

Bod [1, 1] je staciondrni. Hessova matice mé na diagondle kladn4 ¢isla,
muze byt tedy pozitivné semidefinitni, pozitivné definitni ¢i indefinitni.
Urcité neni negativné semidefinitni. Tedy v bodé [1, 1] muze byt lok&ln{
minimum (ostré ¢i neostré) nebo sedlovy bod. Lokélni maximum tam
byt nemuze.



20. Napiiklad f(x,y) = (z — 1)*(z — 2)(y — 1).
Tato funkce je v bodech [1,2] i [2, 1] rovna 0 a oba body jsou stacionérni.

Ptitom libovolné blizko bodu [2,1] existuji body, kde f ma kladnou
hodnotu (body [24 6,1+ 6] pro § € (0,1)) i body, kde f ma zadpornou
hodnotu (body [2—4, 14 0] pro d € (0,1)). Proto je bod [2, 1] sedlovym
bodem.

Déle, na okoli bodu [1, 2] plati f < 0, tedy v tomto bodé je lokdlni max-
imum. Protoze f = 0 na celé primce x = 1, je toto lokalni maximum
neostré.

Poznamka: Jsou uvedena i zduvodnéni, aby bylo vidét, jak odpoved
najit. V testu neni tfeba podrobnd zduvodnéni a vypocty psat, staci vysledek
¢ odpoved. Jen u otevienych otdzek na to, jaké moznosti mohou nas-
tat, je vhodné uvést struéné zduvodnéni (zde by se to tykalo hlavné tlohy
19) — usnadni to hodnoceni. Pokud bude tloha formulovana jako uzaviend
(vysledkem je ¢islo ¢i je tfeba zaskrtnout spravné moznosti), zduvodnéni se
pochopitelné neuvadi.



