IX.1 Vektorové prostory
Umluva. Symbol K znaéf R nebo C.

Definice. Vektorovym prostorem nad K rozumime trojici (V,+, ), kde V
je neprazdnd mnozina, + je operace z V X V do V a - je operace z K x V
do V', pokud tyto operace maji nasledujici vlastnosti.
(i) Vu,v € V: u+ v = v + u (komutativita s¢itani),
(ii) Vu,v,w € V: (u+v) +w = u + (v + w) (asociativita s¢itani),
(iii) mnozina V obsahuje prvek, ktery znac¢ime o, spliujici
Vv € V: 0+ v = v (existence nulového prvku),
(iv) pro kazdy prvek v € V existuje prvek, ktery znac¢ime —v a
nazyvame prvkem opaénym k v, spliujici v 4+ (—v) = o,
) Va,be KVveV:a-(b-v)=(ad)- v,
(vi) Va,b e KVveV:(a+b)-v=a-v+b-v,
i) Vae KVu,veV:a - (u+v)=a-u+a-v,
yVwveV:1.-v=nw.

Véticka 1. Necht (V,+,-) je vektorovy prostor nad K. Potom plati:
(i) Vo e V: 0-v = o,
(ii) Vve V: (1) v = —w.

Definice. Necht (V,+,-) je vektorovy prostor nad K a necht U C V,
U # (. Rekneme, ze U je vektorovy podprostor prostoru (V,+, ), jestlize
plati:

(i) Vu,veU:u+veU,

(ii) Voe KVu e U:a-u e U.

Misto vektorovy podprostor casto rikame strucnéji podprostor.

Poznamky.

(1) Je-li U podprostor (V,+,-), pak o € U a —u € U, kdykoli u € U.

(2) Je-li U vektorovy podprostor (V,+,-), muzeme zuzit defini¢ni
obor operace + (resp. -) na mnozinu U X U (resp. K x U) a
tim dostat zobrazeni U x U do U (resp. K x U do U). Pak U s
témito novymi operacemi tvoii vektorovy prostor nad K.

Definice. Necht V je vektorovy prostor nad K. Necht m € N, uy,...,u,, €
Vaay,...,an € K. Vyraz

a1uUl + Uy + -+ + QU

nazyvame linearni kombinaci vektora w,...,u,, s koeficienty aq, ..., ay,.
Pokud je alespon jedno z c¢isel aq,...,a,, ruzné od nuly, mluvime o
netrivialni linearni kombinaci, v opacném pripadé jde o trivialni linearni kom-
binaci.



Definice. Necht V je vektorovy prostor nad K a vy,...,vx € V.

Symbolem ling{vi,...,v;} oznacujeme mnozinu vSech prvkia V', které
lze vyjadrit jako linearni kombinaci vektora vq,...,vg. Tuto mnozinu
nazyvame vektorovym podprostorem generovanym vektory vq, ..., v.

Véta 2. Necht V je vektorovy prostor nad K a vy,...,vx € V. Pak je
mnozina ling{v1,...,vx} podprostorem V.

Poznamka. Podobné lze definovat ling M, je-li M podmnozina vek-
torového prostoru V', jako mnozinu vSech vektori, které lze zapsat jako
linearni kombinaci néjakych prvka M. I tato mnozina je podprostorem V.

Definice. Necht V je vektorovy prostor nad K. Rekneme, ze vek-

tory uy,...,U, z V (m € N) jsou linedrné zavislé, pokud existuje jejich
netrividlni linedrni kombinace, jez je rovna nulovému vektoru. Pokud vek-
tory uq,...,u,, nejsou linedrné zavislé, rikdme, ze jsou linearné nezavislé.

Rekneme, ze mnozina M C V je linearné nezavisla, jestlize pro kazdé m €
N je libovolna m-tice po dvou ruznych vektori z M linedrné nezavisla;

tj. kdykoli m € N a uq,...,u,, jsou prvky M, které jsou po dvou rtzné
(to znamena, Ze se mezi nimi zadny vektor nevyskytuje dvakrat), pak
vektory wq,...,u,, jsou linedrné nezavislé.

Definice. Budiz V vektorovy prostor nad K. Rekneme, ze mnozina
B C V je baze prostoru V, jestlize
(i) B je linedrné nezavisla,
(ii) kazdy vektor z V' lze vyjadrit jako linedrni kombinaci vektoru z B,
tj.
YVvoeVdneNduy,...,u,, € Bday,...,a,, E K:v=01u1+ -+ at,,.

Poznamka. (1) Podminku (ii) 1ze zapsat ve tvaru ling B = V.
(2) Je-li B béze, je vyjadieni kazdého vektoru v z podminky (ii) jed-
noznacné.

Véta 3. (i) Kazdy vektorovy prostor ma bazi. Dokonce kazdou linearné
nezavislou mnozinu Ize doplnit na bazi.

(ii) Pocet prvku baze vektorového prostoru je jednoznacné urcen. (T.j.
vSechny baze daného vektorového prostoru maji tyz pocet prvki.)

Definice. Pocet prvka baze vektorového prostoru V' se nazyva dimenze
V a znaci se dim V.
Poznamka. dim V mize byt bud 0 (je-li V' = {0}) nebo pfirozené ¢islo
nebo +oo.
Véticka 4. Necht V' je vektorovy prostor nad K, dimV = n (kde
neN)awvy,...,v, €V.

(i) Jsou-li vy, ..., v, linearné nezavislé, tvoii bazi.

(ii) Pokud ling{vy,...,v,} =V, je {v1,...,v,} bdze.



