I. BANACHOVY ALGEBRY
[.1. Pojem Banachovy algebry s jednotkou a grupa invertibilnich prvk.

Definice. Banachovou algebrou rozumime komplexni algebru A, na niz je definovana uplna
norma splnujici ||z - y|| < ||z|| - ||y|| pro vSechna x,y € A.

Poznamka. Pokud Banachova algebra A nemé jednotku, lze k ni jednotku ptidat. Presnéji,
pak existuje Banachova algebra B s jednotkou a jeji podalgebra kodimenze jedna, ktera je
izometricky izomorfni s A (izomorfismus uvazujeme ve smyslu algeber, zachovava tedy i
nasobeni). Déle budeme uvazovat pouze Banachovy algebry s jednotkou (nebude-li fe¢eno
jinak).

Tvrzeni 1 (dalsf vlastnosti Banachovych algeber). Necht (A, | -||) je Banachova algebra
s jednotkou e. Pak plati

z-0=0-2=0.

A = {0}, prdvé kdyz e = 0.

Jednotka je uréena jednoznacné a ||e|| > 1, je-li A netrividlni (riznd od {0}).
Je-li A netrividlni, existuje ekvivalentni norma || - ||1 na A tak, Ze (A, || - 1) je
Banachova algebra a ||e]|; = 1.

Poznamka. Bez Ujmy na obecnosti déale predpoklddame, ze A netrividlni Banachova
algebra s jednotkou e, pro kterou plati |le|| = 1.

Definice. Necht A je Banachova algebra.
e Prvek x € A se nazyva invertibilni, jestlize existuje y € A splnujici zy = yx = e.
e Mnozinu vsech invertibilnich prvki A znac¢ime G(A).

Poznamka. Nechf A je Banachova algebra a z € A. Pokud y € A spliiuje zy = e,
nazyvame jej pravou inverzi prvku x; spliuje-li yxr = e, nazyvame jej levou inverzi. Prvek z
muze mit vice ruznych pravych inverzi, stejné tak muze mit vice ruznych levych inverzi.
Pokud vsak ma pravou inverzi i levou inverzi, pak je invertibilni. Jeho inverzni prvek je
jednoznacné urcen a je zaroven jedinou pravou inverzi a jedinou levou inverzi.

Tvrzeni 2 (o ndsoben{ invertibilnich prvku). Necht A je Banachova algebra.
e G(A) s operaci ndsobeni je grupa.

o Pokudxy,...,x, komutuji (po dvou), pak xy-- - --x, € G(A), pravé kdyz{z1,...,x,} C

G(A).

Lemma 3 (”Neumannova geometrickd fada”). Necht (A, | - |) je Banachova algebra s

jednotkou e.
o Je-li||z|]| <1 prox € A, plati (e —x)~' =37 2" (Fada konverguje absolutné) a
”(6 - "L‘)il - 6” < 1!10&”-

o Jeliz € G(A), he Aa|h| < i, je

- [Eamlw il
I +hm)~" a7 < g
1= {lz=[{[All
Véta 4 (topologické vlastnosti grupy invertibilnich prvkiu). Necht A je Banachova algebra
s jednotkou. Pak
e GG(A) je oteviend podmnozina A,
e zobrazeni x — x~ ' je homeomorfismus G(A) na sebe,

o je-li x, € G(A) = « ¢ G(A), pak ||x,!|| = oo.



