
VI.4 Normální neomezené operátory

De�ni
e. Hustì de�novaný uzavøený operátor T na Hilbertovì prostoru se

nazývá normální, jestli¾e T ∗T = TT ∗
.

Lemma 19 (o T ∗T ). Ne
h» T je uzavøený a hustì de�novaný operátor na H.

Pak platí:

(a) I + T ∗T je bijek
e D(T ∗T ) na H.

(b) Oznaème B inverzní operátor k I + T ∗T a C = TB. Pak B a C patøí

do L(H) a mají normu nejvý¹ jedna. Naví
, B je nezáporný.

(
) T ∗T je samoadjungovaný a T je uzávìrem T |D(T∗T )

.

Lemma 20. Ne
h» T je normální operátor na H. Pak platí:

(a) D(T ) = D(T ∗
)

(b) Pro x ∈ D(T ) platí ‖Tx‖ = ‖T ∗x‖.
(
) Je-li S ⊃ T normální, pak S = T .

Vìta 21 (spektrální rozklad neomezeného normálního operátoru). Je-li T

normální operátor na H, pak existuje právì jedna abstraktní spektrální míra

E v H, ¾e T =

∫
id dE. Tato míra se získá následují
ím zpùsobem: Ne
h» B

je operátor z Lemmatu 19. Pro j ∈ N ne
h» Pj = ˜χ
(

1

j+1
, 1
j
℄

(B). Pak TPj je

omezený normální operátor, ne
h» Ej
je jeho spektrální míra a Aj pøíslu¹ná

σ-algebra. Pak hledaná míra E je rovna

E(A)x =

∞∑

j=1

Ej
(A)Pjx, x ∈ H,A ∈ A =

⋂

j∈N

Aj .

Dùsledek 22. Ne
h» T je normální operátor na H. Pak T je omezený, právì

kdy¾ σ(T ) je omezená mno¾ina.

Dùsledek 23. Ne
h» E je abstraktní spektrální míra v Hilbertovì prostoru

H de�novaná na σ-algebøe A. Ne
h» f : C → C je A-mìøitelná funk
e a T =∫
f dE. Pak T je normální operátor a jeho spektrální míra (tj. míra z Vìty 21)

je obrazem míry E pøi funk
i f (ve smyslu Lemmatu 16).


