
V.4 Operátory na Hilbertovì prostoru

Úmluva: Dále budeme uva¾ovat pouze operátory na komplexním Hilbertovì prostoru H.

Skalární souèin prvkù x, y ∈ H znaèíme 〈x, y〉.

Poznámka: Je-li H Hilbertùv prostor, pak H ×H je také Hilbertùv prostor, pokud skalární
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) ∈ H ×H.

De�ni
e. Ne
h» T je hustì de�novaný operátor na H.

• Symbolem D(T ∗
) oznaème mno¾inu v¹e
h y ∈ H, pro které je zobrazení

x 7→ 〈Tx, y〉

spojité na D(T ).

• Pro y ∈ D(T ∗
) oznaème symbolem T ∗y jediný prvek H, který splòuje rovnost

〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉 pro v¹e
hna x ∈ D(T ).

Lemma 21. Ne
h» T je hustì de�novaný operátor na H. Pak D(T ∗
) je lineární podprostor

H a T ∗
je operátor na H s de�nièním oborem D(T ∗

).

Poznámka. Ne
h» T je operátor na H, který není hustì de�novaný. Oznaème K = D(T ). Pak

de�ni
e mno¾iny D(T ∗
) dává smysl. Naví
 pro ka¾dé y ∈ D(T ∗

) existuje právì jedno z ∈ K

splòují
í 〈Tx, y〉 = 〈x, z〉 pro x ∈ D(T ). Bylo by mo¾né tedy de�novat T ∗
jako operátor z H

do K (
o¾ je spe
iální pøípad operátorù na H). Oznaèíme-li naví
 P ortogonální projek
i H na

K, pak PT je hustì de�novaný operátor na K, D((PT )∗) = D(T ∗
) ∩ K a (PT )∗ je zú¾ením

operátoru T ∗
z pøed
hozí vìty na D((PT )∗).

De�ni
e. Operátor T ∗
se nazývá adjungovaný operátor k T .

Tvrzení 22 (základní vlastnosti adjungovaný
h operátorù).

(a) Je-li S hustì de�novaný a S ⊂ T , pak T ∗ ⊂ S∗
.

(b) Je-li S + T hustì de�novaný, platí S∗
+ T ∗ ⊂ (S + T )∗. Je-li naví
 S ∈ L(H), platí

S∗
+ T ∗

= (S + T )∗.

(
) Jsou-li S a ST hustì de�nované, platí T ∗S∗ ⊂ (ST )∗. Je-li naví
 S ∈ L(H), platí

T ∗S∗
= (ST )∗.

Tvrzení 23 (o jádru a obrazu). Pro hustì de�novaný operátor T platí Ker(T ∗
) = R(T )⊥.

Lemma 24 (o transforma
i grafu). De�nujme V : H × H → H × H pøedpisem V (x, y) =

(−y, x). Pak

(a) V je unitární operátor na H ×H,

(b) G(T ∗
) = (V (G(T )))⊥ = V (G(T )⊥) pro hustì de�novaný operátor T na H.

Poznámka: Lemma 24 je velmi u¾iteèný nástroj pro prá
i s adjungovanými operátory. Tvrzení

(b) je struèný zápis ekvivalen
e

z = T ∗y ⇔ (∀x ∈ D(T ) : (y, z) ⊥ (−Tx, x)) ⇔ (∀x ∈ D(T ) : 〈x, z〉 = 〈Tx, y〉).

Lemma 25. Ne
h» T je hustì de�novaný, prostý a R(T ) ne
h» je hustý. Pak (T−1

)

∗
= (T ∗

)

−1

.



Tvrzení 26 (adjungovaný operátor a uzavøenost). Ne
h» T je hustì de�novaný. Pak platí:

(a) Operátor T ∗
je uzavøený.

(b) T má uzavøené roz¹íøení, právì kdy¾ T ∗
je hustì de�novaný (pak T = T ∗∗

).

(
) T je uzavøený, právì kdy¾ T = T ∗∗
(impli
itnì T ∗

je hustì de�novaný).

De�ni
e. Ne
h» T je operátor na H.

• Øekneme, ¾e T je symetri
ký, pokud pro ka¾dé x, y ∈ D(T ) platí 〈Tx, y〉 = 〈x, Ty〉.
• Øekneme, ¾e T je samoadjungovaný, pokud T = T ∗

.

Poznámky.

(1) Symetri
ký operátor nemusí být hustì de�novaný. Je-li T hustì de�novaný, pak T je

symetri
ký, právì kdy¾ T ⊂ T ∗
.

(2) Ne
h» T je operátor na H, který není hustì de�novaný. Oznaème K = D(T ) a ne
h» P

je ortogonální projek
e na K. Pak PT je hustì de�novaný operátor na K. Naví
 T je

symetri
ký, právì kdy¾ PT je symetri
ký.

(3) Samoadjungovaný operátor je v¾dy hustì de�novaný (aby T ∗
byl de�nován) a uzavøený

(díky Tvrzení 15(a)).

Lemma 27. Ne
h» T je samoadjungovaný operátor. Pak T je maximální symetri
ký (tj.

neexistuje vlastní symetri
ké roz¹íøení T ).

Poznámka. Hustì de�novaný maximální symetri
ký operátor nemusí být samoadjungovaný.

To plyne z poznámek na kon
i oddílu V.5.

Tvrzení 28 (dal¹í vlastnosti symetri
ký
h operátorù). Ne
h» T je symetri
ký hustì de�no-

vaný operátor na H. Pak platí:

(a) T je symetri
ký.

(b) Je-li D(T ) = H, pak T je omezený a samoadjungovaný.

(
) Je-li R(T ) hustý, pak T prostý.

(d) Je-li R(T ) = H, pak T je prostý, samoadjungovaný a T−1 ∈ L(H).

(e) Je-li T samoadjungovaný a prostý, pak T−1

je samoadjungovaný (spe
iálnì hustì de�-

novaný).

Lemma 29 (o (α+ iβ)I −S). Ne
h» S je symetri
ký operátor na H a λ ∈ C \R. Pak λI −S

je prostý a jeho inverze je spojitá na R(λI − S). Naví
, S je uzavøený, právì kdy¾ R(λI − S) je

uzavøený.

Vìta 30 (spektrum samoadjungovaného operátoru). Pro ka¾dý samoadjungovaný operátor

T platí ∅ 6= σ(T ) ⊂ R.

Dùsledek 31 (
harakteriza
e samoadjungovanosti mezi symetri
kými operátory). Pro hustì

de�novaný operátor T na H je ekvivalentní:

(i) T je samoadjungovaný;

(ii) T je symetri
ký a σ(T ) ⊂ R;

(iii) T je symetri
ký a existuje λ ∈ C \ R, pro které λ, λ ∈ ρ(T ).


