
VII.3 Kompaktní konvexní mno¾iny

Úmluva: V tomto oddílu uva¾ujeme jen vektorové prostory nad R. Nejde o

¾ádnou újmu, nebo» v¹e
hny de�ni
e i výsledky jsou pou¾itelné i pro komplexní

prostor, proto¾e se pou¾ívá jen struktura jeho reálné verze.

De�ni
e. Ne
h»X je vektorový prostor a A ⊂ X je konvexní mno¾ina. Øekneme,

¾e bod x ∈ A je extremálním bodem mno¾iny A, jestli¾e není vnitøním bodem

¾ádné úseèky le¾í
í v A, tj. platí-li

∀a, b ∈ A ∀t ∈ (0, 1) : x = ta+ (1− t)b ⇒ a = b = x.

Mno¾inu v¹e
h extremální
h bodù mno¾iny A znaèíme extA.

Poznámka. Bod x ∈ A je extremálním bodem konvexní mno¾iny A, právì

kdy¾ není støedem ¾ádné nedegenerované úseèky v A, tj. právì kdy¾

∀a, b ∈ A : x =

1

2

(a+ b) ⇒ a = b = x.

Pøíklady 16. Ne
h» X = R2

. Pak platí:

(1) Je-li A ⊂ R2

konvexní mnohoúhelník, pak jeho extremálními body jsou

právì jeho vr
holy.

(2) Je-liA ⊂ R2

uzavøený kruh, pak mno¾inou extA je jeho hranièní kru¾ni
e.

(3) Je-li A ⊂ R2

otevøený kruh, pak extA = ∅.

De�ni
e. Ne
h» X je vektorový prostor a A ⊂ X je konvexní mno¾ina. Podm-

no¾inu F ⊂ A nazveme hranoumno¾inyA, pokud platí následují
í dvì podmínky:

◦ F je neprázdná konvexní podmno¾ina A;

◦ ∀a, b ∈ A :

1

2

(a+ b) ∈ F ⇒ a ∈ F & b ∈ F.

Lemma 17 (vlastnosti hran). Ne
h» X je vektorový prostor a A ⊂ X je

konvexní mno¾ina.

(a) x ∈ A je extremálním bodem mno¾iny A, právì kdy¾ {x} je hranou

mno¾iny A.

(b) Je-li F
1

⊂ A hrana mno¾iny A a F
2

⊂ F
1

je hrana mno¾iny F
1

, pak F
2

je hranou mno¾iny A.

(
) Pokud naví
 X je HLCS a A je kompaktní mno¾ina obsahují
í alespoò

dva body, pak existuje uzavøená hrana F $ A.

Vìta 18 (Krein-Milman). Ne
h» X je HLCS a K ⊂ X je konvexní kompaktní

mno¾ina. Pak

K = 
o extK.

Spe
iálnì, je-li K neprázdná, pak extK 6= ∅.



Tvrzení 19 (Minkowski-Carathéodory). Ne
h» X je HLCS dimenze n ∈ N
a K ⊂ X je neprázdná kompaktní konvexní mno¾ina. Pak K = 
o extK.

Dokon
e platí, ¾e ka¾dý bod K lze vyjádøit jako konvexní kombina
i nejvý¹e

n+ 1 extremální
h bodù K a tyto body lze volit a�nnì nezávislé.

Pøíklad 20. Ne
h» K je kompaktní Hausdor�ùv prostor a P (K) je mno¾ina

Radonový
h pravdìpodobností na K uva¾ovaná jako podmno¾ina (C(K)

∗, w∗
).

Pak P (K) je kompaktní konvexní mno¾ina a její extremální body jsou právì

Dira
ovy míry.

Tvrzení 21 (Milman). Ne
h» X je HLCS a K ⊂ X je konvexní kompaktní

mno¾ina. Pokud A ⊂ K splòuje K = 
oA, pak extK ⊂ A.

Tvrzení 22 (o tì¾i¹ti míry). Ne
h» X je HLCS a K ⊂ X je kompaktní

konvexní mno¾ina.

(a) Pro ka¾dou µ ∈ P (K) existuje právì jeden bod x ∈ K splòují
í

∀f : K → R spojitou a�nní : f(x) =

∫
f dµ.

Toto x se nazývá tì¾i¹tì µ a znaèí se r(µ).

(b) Zobrazení r : µ 7→ r(µ) je spojité a�nní zobrazení P (K) na K.

Vìta 23 (Krein-Milmanova vìta o integrální reprezenta
i). Ne
h» X je HLCS

a K ⊂ X je kompaktní konvexní mno¾ina. Pak pro ka¾dé x ∈ K existuje

µ ∈ P (K) splòují
í µ(extK) = 1 a x = r(µ).

Tvrzení 24. Ne
h» X je HLCS a K ⊂ X je kompaktní konvexní mno¾ina.

(a) Je-li K metrizovatelný, pak extK je Gδ podmno¾ina K.

(b) Pokud dimX ≤ 2, pak extK je uzavøená podmno¾ina K.

Poznámka. Existuje kompaktní konvexní mno¾inaK ⊂ R3

, pro kterou mno¾ina

extK není uzavøená.

Poznámka. Platí následují
í Choquetova vìta zesilují
í Vìtu 23 v pøípadì

metrizovatelného K:

Ne
h» X je HLCS a K ⊂ X je metrizovatelná kompaktní konvexní mno¾ina.

Pak pro ka¾dé x ∈ K existuje µ ∈ P (K) splòují
í µ(extK) = 1 a x = r(µ).

Existuje verze této vìty i pro nemetrizovatelné K, její formula
e je v¹ak

slo¾itìj¹í.


