I. Nerovnosti, indukce { opakování

1. Øeźte následující nerovnosti v R: x − 2 2x − 8 ≥ 1, log 1_3 (x^2 − 3x + 3) ≥ 0, x + 2 x + 3 > 2x + 3 x + 6 . 2. Nakreslete graf funkce: f(x) = ||||x| − 1| − 1| − 1|. 3. Doka¿te následující formulky: (1 + x)^n ≥ 1 + nx, x > −1, n∑ k=1 k^2 = n(n + 1)(2n + 1) 6 , n∑ k=1 k^3 = (1 + 2 + 3 + · · · + n)^2.

4. Vyjádøete cos 5x (resp. sin 5x) pouze pomocí funkcí cos x a sin x. 5. Doka¿te pro a, b ∈ R: |a + b| ≤ |a| + |b|, ||a| − |b|| ≤ |a − b|. 6. Pro vźechna n ∈ N, n ≠ 3 platí n^2 ≤ 2^n . Doka¿te!

7. Øeźte rovnice: sin 2x = sin x, 2 sin x + cos x = 1, log(x^2 + 1) = 2 log(3 − x).

{ { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

II. Logika a suprema 1. Rozhodnìte o správnosti následujících výroku a napiźte jejich negace. (1) ∀x ∈ N ∃y ∈ N ∀z ∈ N (z > x ⇒ y < z) (2) ∀a ∈ R ∃ε > 0 ∃α ∈ R ∀x ∈ R (x ∈ (a, a + ε) ⇔ |x − α| < 1) (3) ∃a ∈ R ∀ε > 0 ∀α ∈ R ∃x ∈ R (x ∈ (a, a + ε) ⇔ |x − α| < 1) 2. Hádanky z ostrova poctivcu a padouchu:

(i) Jdete kolem tøí obyvatel ostrova a zeptáte se:þKolik je mezi vámi poctivcu?ß A odpoví nezøetelnì a tak se zeptáte obyvatele B: þCo øíkal A?ß B odpoví: þA øíkal,¿e mezi námi je jediný poctivec.ß Nato øekne C: þNevìøte B, ten l¿e!ß Co jsou B a C?

(ii) Dejme tomu, ¿e A øekne: þBuï já jsem padouch nebo B je poctivec.ß Co jsou A a B? (iii) Dejme tomu, ¿e A øekne: þJá jsem padouch, ale B ne.ß Co jsou A a B? (iv) A øekne: þB a C mají stejnou povahu.ß Nato se nìkdo zeptá C: þMají A a B stejnou povahu?ß Co C odpoví?

3. Naleznìte suprema a in˛ma následujících mno¿in (pokud existují): (i) A = {p/(p + q); p ∈ N, q ∈ N}, (ii) B = {sin x; x ∈ ⟨0, 2π⟩}, (iii) C = {n^2 − m^2; n ∈ N, m ∈ N}, (iv) D = {2^{−n} + 3^{−n}; n ∈ N}, (v) E = {5^{(−1)j 3k} ; i ∈ Z, k ∈ Z}.

*4. Seètìte: sin x + · · · + sin nx.

{ { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

III. Spoètìte následující limity posloupností 1. lim_{n→∞}^{2n2+n−3}_{n3−1} 2. lim_{n→∞}^{2n3+6n}_{n3−7n+7} 3. lim_{n→∞}^{2n5+3n−2}_{n5−3n3+1} 4. lim_{n→∞} (√ n + 1 − √ n ) 5. lim_{n→∞}

(_3√

n + 11 −^3 √ n ) 6. lim_{n→∞}(−1)^n √ n( √ n + 1 − √ n) 7. lim_{n→∞}^{3n+n5}_{n6+n!} 8. lim_{n→∞}^{1+2+···+n}_{n2}

9. lim_{n→∞} (_{1+2+···+n} n+2 −^n_2 ) 10. lim_{n→∞}^{12+22+···+n2}_{n3} 11. lim_{n→∞}^{13+23+···+n3}_{n4} 12. lim_{n→∞}^n √ a, (a ≥ 0) 13. lim_{n→∞}^n √ n 14. lim_{n→∞}^n ∑ k=1 1 k(k+1) 15. limn→∞ n 2^n 16. limn→∞

2^n n! Výsledky a návody. 1. 0 2. 2 3. 2 4. 0 5. 0 6. Nemá limitu. 7. 0 8.^1_2 9.^1_2 10.^1_6 11.^1_4 12. 1 pro a > 0, 0 pro a = 0 13. 1 14. 1 15. 0 16. 0

IV. Spoètìte limity posloupností

1. lim_{n→∞}^n √ A^n + B^n + C^n, (A, B, C > 0) 2. lim_{n→∞} nP_{k=1[kx]} n^2 , x ∈ R 3. limn→∞ n√ n! 4. lim_{n→∞}^n ∑ k=1 1 √ n^2+k 5. limn→∞ n+[^3 √ n]^3 n−[ √ n+9] 6. limn→∞ i n (_{1+i√} 2 )_n 7. lim_{n→∞} a_n, kde a_1 = √ 2, a_{n+1} = √ 2 + a_n 8. lim_{n→∞} a_n, kde a_1 = √ 2, a_{n+1} = √ 2 − a_n 9. Pro která x ∈ R existuje lim_{n→∞} sin nx ? Toté¿ pro lim_{n→∞} cos nx.

Výsledky a návody. 1. max(A, B, C) 2.^1_2 3. +∞ 4. 1 5. 2 6. 0 7. 2 (doka¿te,

¿e a_n je rostoucí a omezená, a tedy má limitu, a pak, ¿e limita musí být 2) 8. 1 (doka¿te, ¿e posloupnost lichých i posloupnost sudých èlenu jsou monotónní a omezené, a ¿e obì musí mít limitu 1) 9. lim_{n→∞} sin nx = 0, x = kπ, jinak limita neexistuje, lim_{n→∞} cos nx = 1, x = 2kπ, jinak limita

neexistuje. (Pou¿ijte, ¿e lim_{n→∞}(sin(n + 2)x − sin nx) = 0, existuje-li limita lim_{n→∞} sin nx.) { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

V. Vyźetøete konvergenci následujících øad: 1.^∞ ∑ k=1 (−1)^{k 2k2+3k+4}

2k^2+4 2. ∞∑ k=1 (−1)^{k 2k2+3k+4}_{2k3} 3.^∞ ∑ k=1 (−1)^{k 2k2+3k+4}

2k^4+3 4. ∞∑ k=1 2^k

k! 5.^∞ ∑ k=1 (k!)^2 (2k)!

6.^∞ ∑ k=1 (−1)^k

(_{2k+100}

3k+1 )_k 7.^∞ ∑ k=1 sin k 8.^∞ ∑ k=2 (−1)^k 2k+(−1)^k 9. ∞∑ k=2 (−1)^k k+(−1)^k 10. ∞∑ k=1 k^{ln x}, x ∈ R

11.^∞ ∑ k=2 √ k+2− √ k−2 k^α , α ∈ R 12. ∞∑ k=1 x^k 1+x^{2k} , x ∈ R 13. ∞∑ k=0 x^{k2} 2^k , x ∈ R 14. ∞∑ k=1 sin ( π √ k^2 + 1 ) Výsledky a návody. 1. Diverguje. 2. Konverguje neabsolutnì. 3. Konverguje absolutnì. 4. Konverguje absolutnì. 5. Konverguje absolutnì. 6. Konverguje absolutnì. 7. Diverguje. 8. Konverguje neabsolutnì. 9. Konverguje neabsolutnì. 10. Pro 0 < x <^1_e konverguje absolutnì, jinak diverguje (pro x ≤ 0 nemá smysl). 11. Pro α >^1_2 konverguje absolutnì, jinak diverguje. 12. Konverguje absolutnì pro x ≠ ±1, diverguje pro x = ±1. 13. Konverguje absolutnì pro |x| ≤ 1, jinak diverguje. 14. Konverguje neabsolutnì.

{ { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

VI. Vyźetøete konvergenci následujících øad 1.^∞ ∑ k=1 k^7 2^k+3^k 2. ∞∑ k=1 3√ k^2+7−^3 √ k^2+3 4√ k 3.^∞ ∑ k=1 cos(k^2π) (√ k + 11 − √ k + 2 ) 4.^∞ ∑ k=1 (−1)^k

(_k√_{k2}

k^2+1 − 1 ) 5.^∞ ∑ k=1 k^4x^n, x ∈ R 6.^∞ ∑ k=1 (−1)^{k+1}x^k

k 7.^∞ ∑ k=1 x^k k^2 8. ∞∑ k=1 (−1)^k x^{2k+1} 2k+1 9. ∞∑ k=1 cos(kπ)^{2−cos(kπ)}_{4k}

Výsledky a návody. 1. Konverguje absolutnì. 2. Konverguje absolutnì. 3. Konverguje

(neabsolutnì). 4. Konverguje. 5. Konverguje absolutnì pro |x| < 1, diverguje pro |x| ≥ 1. 6. Konverguje absolutnì pro |x| < 1, diverguje pro |x| > 1, pro x = 1 konverguje neabsolutnì, pro x = −1 diverguje. 7. Konverguje absolutnì pro |x| ≤ 1, diverguje pro |x| > 1. 8. Konverguje absolutnì pro |x| < 1, diverguje pro |x| > 1, konverguje neabsolutnì pro |x| = 1. 9. Diverguje. { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

VII. Spoètìte limity nebo doka¿te, ¿e neexistují 1. lim_{x→0}^{(1+x)(1+2x)(1+3x)−1} x 2. lim_{x→3}^{x2−5x+6}_{x2−8x+15} 3. lim_{x→0}^{1−cos x}_{x2} 4. lim_{x→0}^{tg x}_x 5. lim_{x→ π3}^{sin}(^{x− π3} )_{1−2 cos x}

6. lim_{x→0}^{sin 5x−sin 3x}

sin x 7. limx→0 sin αx sin βx 8. limx→0

1+sin x−cos x 1−sin x−cos x 9. limx→ π_6

2 sin^2 x+sin x−1 2 sin^2 x−3 sin x+1 10. lim_{x→0}^{√1+x−√1−x} 3√ 1+x−^3 √ 1−x 11. lim_{x→7}^{√x+2− 3√x+20} 4√ x+9−2 12. limx→0 (1+mx)^n−(1+nx)^m x^2 , (m, n ∈ N) 13. lim_{x→1}^{x+x2 +···+xn−n} x−1 , (n ∈ N) 14. lim_{x→0}^{n√1+x−1}_x 15. lim_{x→0}^{m√1+ax− n√1+bx}_x , (m, n ∈ N, a, b ∈ R) 16. lim_{x→1}^{xm−1}_{xn−1} , (m, n ∈ N) 17. lim_{x→1}([x] − x) 18. lim_{x→0} x · [^1_x ] 19. lim_{x→0}^{x2}√_{1+x sin x−}√_{cos x}

20. lim_{x→0}^{√cos x− 3√cos x}

sin^2 x 21. limx→0 log(cos αx) log(cos βx)

Výsledky a návody. 1. 6 2. −^1_2 3.^1_2 4. 1 5.^{√3}_3 6. 2 7.^α_β , pokud β ≠ 0. 8.

−1 9. −3 10.^3_2 11.^{112}_{27} 12.^1_2 mn(n − m) 13.^1_2 n(n + 1) 14.^1_n 15.^{an−bm}_{mn} 16. m n 17. Limita neexistuje (zleva 1, zprava 0). 18. 1 19.^4_3 20. −^1_{12} 21.^{α2}_{β2} { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

Test èíslo 1

1. Spoètìte limitu lim_{n→∞} 3√ n^2 + 7n −^3 √ n^2 + n 3√ n^2 + 6n −^3 √ n^2 + n

. (25 bodu)

Øeźení. Výraz, jeho¿ limitu poèítáme, si upravíme: 3√ n^2 + 7n −^3 √ n^2 + n 3√ n^2 + 6n −^3 √ n^2 + n = 3√ n^2 + 7n −^3 √ n^2 + n 3√ n^2 + 6n −^3 √ n^2 + n · (_3√

n^2 + 7n )2 +^3 √ n^2 + 7n ·^3 √ n^2 + n +

(_3√

n^2 + n )2 (_3√

n^2 + 7n )2 +^3 √ n^2 + 7n ·^3 √ n^2 + n +

(_3√

n^2 + n )2

· (_3√

n^2 + 6n )2 +^3 √ n^2 + 6n ·^3 √ n^2 + n +

(_3√

n^2 + n )2 (_3√

n^2 + 6n )2 +^3 √ n^2 + 6n ·^3 √ n^2 + n +

(_3√

n^2 + n )2 = n^2 + 7n − (n^2 + n) n^2 + 6n − (n^2 + n) ·

(_3√

n^2 + 6n )2 +^3 √ n^2 + 6n ·^3 √ n^2 + n +

(_3√

n^2 + n )2 (_3√

n^2 + 7n )2 +^3 √ n^2 + 7n ·^3 √ n^2 + n +

(_3√

n^2 + n )2

= 6n 5n · n^43 ((_3√ 1 + 6n )2 +^3 √ 1 + 6n ·^3 √ 1 + 1n +

(_3√ 1 + 1n )2) n^43 ((_3√ 1 + 7n )2 +^3 √ 1 + 7n ·^3 √ 1 + 1n +

(_3√ 1 + 1n )2)

= 6 5 · (_3√ 1 + 6n )2 +^3 √ 1 + 6n ·^3 √ 1 + 1n +

(_3√ 1 + 1n )2 (_3√ 1 + 7n )2 +^3 √ 1 + 7n ·^3 √ 1 + 1n +

(_3√ 1 + 1n

)2 ;

co¿ má zøejmì limitu^6_5 .

2. Spoètìte limitu lim_{n→∞}^n √ 2^n · n + 3^n · n^7. (25 bodu)

Øeźení. Vźimnìme si, ¿e platí nerovnosti n√ 3^n · n^7 ≤^n √ 2^n · n + 3^n · n^7 ≤^n √ 2 · 3^n · n^7.

Pøitom levá strana se rovná 3^n √ n^7, co¿ má limitu 3, neboż lim_{n→∞}^n √ n = 1, a tedy i lim_{n→∞}^n √ n^7 =

lim_{n→∞} (^n √ n)^7 = 1. Pravá strana se rovná 3 ·^n √ 2 ·^n √ n^7, co¿ má rovnì¿ limitu 3 (pou¿ijme navíc, ¿e lim_{n→∞}^n √ 2 = 1). A tedy, dle vìty o dvou policajtech, má i posloupnost ze zadání limitu 3.

3. Zjistìte, zda konverguje øada ∞∑ k=1 (−1)^k k^{100} 2^k

. (25 bodu)

Øeźení. Pou¿ijme Cauchyho odmocninové kritérium:

lim_{k→∞}^k √| | |(−1)k k^{100} 2^k | | | = lim_{k→∞} (_k√ k )_{100} 2 = 1 2 < 1, a tedy naźe øada konverguje dokonce absolutnì.

4. Zjistìte, zda konverguje øada ∞∑ k=1 √ k^2 + k − k √ k^4 + 2k^3 − √ k^4 + k

. (25 bodu)

Øeźení. Upravme si k-tý èlen øady:

a_k = √ k^2 + k − k √ k^4 + 2k^3 − √ k^4 + k = √ k^2 + k − k √ k^4 + 2k^3 − √ k^4 + k · √ k^2 + k + k √ k^2 + k + k · √ k^4 + 2k^3 + √ k^4 + k √ k^4 + 2k^3 + √ k^4 + k = k^2 + k − k^2

k^4 + 2k^3 − (k^4 + k) · √ k^4 + 2k^3 + √ k^4 + k √ k^2 + k + k = k 2k^3 − k · k^2 (√ 1 +^2_k + √ 1 +^1_{k3} )

k (√ 1 +^1_k + 1 )

= k 2k^2 − 1 · √ 1 +^2_k + √ 1 +^1_{k3} √ 1 +^1_k + 1 = 1 k · 1 2 −^1_{k2} · √ 1 +^2_k + √ 1 +^1_{k3} √ 1 +^1_k + 1 .

Odtud vidíme, ¿e vźechny èleny øady jsou kladné, a navíc lim_{k→∞} a_k 1 k = 1 2 > 0,

a tedy, podle srovnávacího kritéria, øada diverguje (proto¿e^∞ ∑ k=1 1 k diverguje).

{ { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

VIII. Spoètìte následující limity:

1. lim_{x→0}^{log cos x}_{x2} 2. lim_{x→∞}

(_{x+2}

2x+1

)_x2

3. lim_{x→∞}

(_{x2+1}

x^2−2

)_x2

4. lim_{x→0} ( 1 + x^2

)_{cotg}2_x

5. lim_{x→0}

(_{1+tg x}

1+sin x

) 1_{sin2 x}

6. lim_{x→∞}^{log}(^{x2−x+1})

log(x^{10}+x+1) 7. limx→0 x · √| |cos^1_x | | 8. lim_{x→∞}^{log}(^{1+√x+ 3√x}) log(1+^{3√}x+^{4√}x)

9. lim_{x→ π4} tg x^{tg 2x} 10. lim_{x→ π4}^{sin x−cos x}(_{x− π4} )2 11. lim_{x→ π4}^{sin x−cos x}(_{x− π4} )3 12. lim_{x→0} (_{1+x·2x} 1+x·3^x ) 1_{x2}

13. lim_{x→+∞} log(1+2^x)·log ( 1 +^3_x ) 14. lim_{x→0}^{sin(sin(sin x))} cos(^π_2 cos x) ·x^k 15. limx→∞ ( cos √ x + 1 − cos √ x − 1 ) , 16. lim_{x→ π4} tg 2x · tg (_π 4 − x ) 17. Najdìte a, b ∈ R, aby platilo lim_{x→−∞} (√ x^2 − x + 1 − ax − b ) = 0.

Výsledky a návody. 1. −^1_2 2. 0 3. e^3 4. e 5. e 6. 1 7.^1_5 8. 0 9.^3_2 10.^1_e 11. limita neexistuje. 12. +∞ 13.^2_3 14. 3 log 2 15. 0 pro k > 1,^1_π pro k = 1, +∞ pro k < 1 liché, neexistuje pro k < 1 sudé. 16. 0 17.^1_2 18. a = −1, b =^1_2 { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

IX. Spoètìte limity

1. lim_{x→0}^{arcsin x}_x 2. lim_{x→0}^{arcsin x}_{sin(sin x)} 3. lim_{x→1−}^{arccos x}_{(1−x)α} 4. lim_{x→1}^{sin2(π·2x)}_{log cos(π·4x)} 5. lim_{x→0+}^{arccos 1}

�x^2_{1+x2}

sin x

6. lim_{x→0}^{(cos x)x −}

√_{1+sin3 x}

x^3 7. limx→1 x^x�^1+^3 √ cos πx log^2 x 8. limx→0+ (e

x − 1)^{(tg x)} 2 xα Výsledky a návody. 1. 1 2. 1 3. 0 pro α <^1_2 , √ 2 pro α =^1_2 , +∞ pro α >^1_2 4. −^1_8

5. 2 6. −1 7. 1 +^{π2}_6 8. 1 pro α < 2, 0 pro α ≥ 2 { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

X. Vyźetøete spojitost a najdìte derivaci funkcí 1. x^x 2.

(_1 x ) 1_x 3. (sin x)^{cos x} 4. arcsin(sin x), 5. log arccos x

6. x arcsin √_x x+1 + arctg √ x − √ x 7. arctg e^x − log √_{e2x} e^{2x}+1 8. arctg √ x^2 − 1 −^{log x√}_{x2−1}

9. (arctg x)^{arcsin x} 10. f(x) = e^{1ln} j^xj

11. Spoètìte limity a) lim_{x→a}^{xx−aa}_{x−a} , (a > 0), b) lim_{x→0} (x + e^x)^{1x} .

Test èíslo 2

1. Spoètìte limitu lim_{x→+∞} log (_{√x+1−√x−1} √ x+2− √ x ) √ x + 1 − √ x − 1 . (40 bodu)

Øeźení. Nejprve si uvìdomme, ¿e lim x→+∞ √ x + 1 − √ x − 1 √ x + 2 − √ x = lim_{x→+∞}

(x + 1) − (x − 1)

(x + 2) − x · √ x + 2 + √ x √ x + 1 + √ x − 1 = lim_{x→+∞} √ 1 +^2_x + 1 √ 1 +^1_x + √ 1 −^1_x

= 1.

Dále si vźimnìme, ¿e výraz^{√x+1−√x−1} √ x+2− √ x na nìjakém okolí +∞ nenabývá hodnoty 1. Kdyby toti¿ √ x + 1− √ x − 1 = √ x + 2− √ x, pak po umocnìní dostaneme 2x−2 √ x^2 − 1 = 2x+2−2 √ x^2 + 2x,

tedy √ x^2 + 2x = √ x^2 − 1 + 1. Znovu umocníme a dostaneme x^2 + 2x = x^2 − 1 + 2 √ x^2 − 1 + 1,

èili x = √ x^2 − 1, tedy x^2 = x^2 − 1, co¿ nenastane dokonce nikdy.

Proto mu¿eme pou¿ít vìtu o limitì slo¿ené funkce spolu se vzoreèkem lim_{y→1}^{log y}_{y−1} = 1, a z toho

dostaneme

lim x→+∞ log (_{√x+1−√x−1} √ x+2− √ x ) √ x+1− √ x−1 √ x+2− √ x − 1 = 1,

a tedy nám staèí vypoèítat limitu

lim x→+∞

√ x+1− √ x−1 √ x+2− √ x − 1 √ x + 1 − √ x − 1 . K tomuto úèelu si provedeme nìkolik úprav. √ x+1− √ x−1 √ x+2− √ x − 1 √ x + 1 − √ x − 1 = √ x+1− √ x−1 √ x+2− √ x − 1 √ x + 1 − √ x − 1 · √ x + 1 + √ x − 1 √ x + 1 + √ x − 1 = 2 √ x+2− √ x − ( √ x + 1 + √ x − 1) 2 = 2 √ x+2− √ x · √ x+2+ √ x √ x+2+ √ x − ( √ x + 1 + √ x − 1) 2 = √ x + 2 + √ x − ( √ x + 1 + √ x − 1) 2 = 1 2 ( ( √ x + 2 − √ x + 1) + ( √ x − √ x − 1) ) . Nyní si vzpomeòme, ¿e lim_{x→+∞}( √ x + 1 − √ x) = lim_{x→+∞}^{1√}_{x+1+}√_x = 0, a tedy i naźe limita vyjde 0.

2. Vyźetøete spojitost a najdìte derivaci (vèetnì jednostranné spojitosti a jednostranných derivací) funkce f(x) = | |x^2 − 1 | | + [x]. (30 bodu)

Øeźení. Piźme f(x) = g(x)+h(x), kde g(x) = | |x^2 − 1 | | a h(x) = [x]. Funkce g je spojitá na celém R (ze spojitosti základních funkcí a z vìty o spojitosti a operacích a vìty o spojitosti slo¿ené funkce). Funkce h je rovna k na intervalu [k, k + 1), kde k ∈ Z, a tedy je spojitá v ka¿dém bodì x ∈ R \ Z. Pokud x ∈ Z, pak h je v bodì x spojitá zprava, ale ne zleva. (Je-li x ∈ Z, je lim_{y→x+}[y] = x = [x] a lim y→x−[ y] = x − 1 ≠ [x].)

Tedy z vìty o spojitosti souètu (a rozdílu) dostáváme, ¿e f je spojitá v x pro ka¿dé x ∈ R \ Z, a v ka¿dém x ∈ Z je spojitá zprava a nikoli zleva.

Nyní se vìnujme derivaci. Nejprve zderivujme g. Proto¿e zøejmì (|x|)^′ = sgn x kdykoli x ≠ 0, máme z vìty o derivaci slo¿ené funkce g^′(x) = sgn(x^2 − 1) · 2x, pokud x ≠ ±1. V bodech ±1 existují jednostranné derivace, které lze spoèítat jako limity g^′, proto¿e g je spojitá. Tedy

g^′_+(1) = lim_{x→1+} g^′(x) = 2, g^′_−(1) = lim_{x→1−} g^′(x) = −2

g^′_+(−1) = lim_{x→−1+} g^′(x) = −2, g^′_−(−1) = lim_{x→−1−} g^′(x) = 2.

Dále zderivujme h. Pokud x ∈ R \Z, pak h je na okolí x konstantní, a tedy h^′(x) = 0. Pokud x ∈ Z, pak h^′_+(x) = 0, proto¿e h je spojitá v x zprava, a tak h^′_+(x) = lim_{x→x+} h^′(x) = 0. V bodì x zleva

funkce h není spojitá, a proto nemá vlastní derivaci. Z de˛nice derivace lze zjistit, ¿e h^′_−(x) = +∞. Nyní pou¿ijme vìtu o derivaci souètu a shròme výsledky:

f^′(x) =sgn(x^2 − 1) · 2x x ∈ R \ Z f^′_+(x) =sgn(x^2 − 1) · 2x x ∈ Z \ {−1, 1} f^′_+(1) =2 f^′_+(−1) =−2 f^′_−(x) =+∞ x ∈ Z

3. Vyźetøete spojitost a najdìte derivaci funkce f(x) = sin(cos(sin(cos x))) (30 bodu) Øeźení. Funkce sin a cos jsou de˛nované a spojité na celém R, a tak podle vìty o spojitosti slo¿ené funkce je i f spojitá na R. Navíc sin a cos mají v ka¿dém bodì vlastní derivaci, a tak podle vìty o derivaci slo¿ené funkce platí

f^′(x) = cos(cos(sin(cos x))) · (− sin(sin(cos x))) · cos(cos x) · (− sin x) = cos(cos(sin(cos x))) · sin(sin(cos x)) · cos(cos x) · sin x.

{ { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { { {

XI. Pøíklady na prubìh funkcí 1. f(x) =^{2x}_{1−x2} 2. f(x) = x √ 1 − x^2 3. f(x) =^3 √ x^3 − x^2 − x + 1 4. f(x) =^3 √ x^2 −^{2√}_x

5. f(x) =^3 √ x^2 −^3 √ x^2 + 1 6. f(x) =^{x4+8}_{x3+1} 7. f(x) = (x + 1)^{23} + (x − 1)^{23} 8. f(x) =^{|x+1|} 3 2 √ x 9. f(x) = 1 − x + √_{x3} 3+x 10. f(x) = sin x + cos^2 x 11. f(x) = | sin x| + cos 2x 12. f(x) = exp(−x^2 + 3x − 7) 13. f(x) = arcsin(cos^2 x)

Výsledky a návody.

1. 2.

3.