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Zakladni algebraické objekty

1. OBORY INTEGRITY

1.1. Definice a priklady.

Ze zakladni a stfedni skoly znate zakladni koncepty tykajici se délitelnosti prirozenych ¢i-
sel: algoritmus déleni se zbytkem, prvocisla, prvociselné rozklady, pojem nejvétsiho spole¢ného
délitele (NSD) a nejmensiho spole¢ného nasobku. Nicméné piirozena ¢isla nejsou jedinym obo-
rem, pro ktery méa smysl tyto pojmy studovat: napiiklad algoritmus déleni se zbytkem mozné
znate i pro polynomy a ostatni uvedené koncepty lze snadno zobecnit. Délitelnost lze studovat
v mnohem Sirsim kontextu tak zvanych obori integrity, mezi néz patii obor celych cisel, obory
polynomu, ale také rtizna rozsifeni celych ¢isel, napf. Gaussova celd ¢isla (komplexni ¢isla s
celociselnymi koeficienty).

V riiznych oborech pak plati rtizné silné tvrzeni. Napiiklad existence a jednoznac¢nost prvoci-
selnych rozkladt plati nejen pro cela ¢isla, ale také pro celociselné polynomy ¢i pro Gaussova
celd ¢isla; presto existuji ¢iselné obory, kde jednoznac¢nost neplati. Eukleidiv algoritmus na vy-
pocet NSD zaloZeny na déleni se zbytkem funguje v oboru celych ¢isel, pro polynomy jedné
proménné nad télesy, ale napiiklad pro polynomy vice proménnych nastava s délenim problém.
V kapitole II si udélame v uvedenych vlastnostech poirddek. Nyni, v kapitole tvodni, si piesné
definujeme matematické struktury, se kterymi budeme dale pracovat.

Abychom mohli studovat vSechny zminéné obory naraz, zavadi se obecna struktura nazyvana
komutationi okruh, jejiz axiomy vystihuji zédkladni aritmetické vlastnosti s¢itani a nasobeni.

Definice. Okruhem R rozumime pétici (R, +,—,-,0), kde R je neprazdnd mnozina, na které
jsou definovany binérni operace +, - (tj. zobrazeni R x R — R), undrni operace — (tj. zobrazeni
R — R) a prvek 0 € R spliwujici pro kazdé a, b, c € R nasledujici podminky:

a+(b+c)=(a+b)+ec a+b=>b+a, a+0=a,

a+ (—a) =0,
a-(b-c)=(a-b)-c,

a-(b+c)=(a-b)+ (a-c), (b+c)-a=(b-a)+(c-a).

Okruh nazveme komutativni, pokud je komutativni také operace nasobeni, tj. a - b = b - a pro

vSechna a,b € R. Okruhem s jednotkou pak rozumime okruh, ve kterém existuje prvek 1 € R
spliujici a - 1 = a pro kazdé a € R.

e Plati-li navic podminka 0 # 1 a
pokud a,b # 0, pak a-b # 0,

nazyvame R obor integrity.
e Plati-li navic podminka 0 # 1 a

pro kazdé a # 0 existuje b spliujici a - b = 1,

nazjvame R téleso. Z Tvrzeni[l.2)(5) plyne, Ze takové b je jednozna¢né uréeno, a znacime
1

jej a= .
V zapise zpravidla vynechadvame zavorky, nasobeni mé vyssi prioritu nez s¢itani. Misto a +
(—b) piseme a — b. Formalné odlisujeme mezi mnozinou R, tzv. nosnou mnoZinou, a pétici
R = (R,+,—,-,0), kterd navic obsahuje informaci o algebraické struktufe definované na R.
Nebude-li vyslovné uvedeno jinak, zapisem R rozumime takto oznacenou pétici.
2



OBRAZEK 1. Podokruh S okruhu R.

Priiklad. Zakladni ¢iselné obory Z, Q, R, C jsou komutativni okruhy vzhledem k standardnim
operacim sc¢itani, od¢itani a ndsobeni. Okruh Z je oborem integrity (ale nikoliv télesem), okruhy
Q, R, C jsou télesa. Dalsi zajimavé piiklady obort integrity a téles se nachazeji mezi obory 7Z
a C, resp. mezi télesy Q a C, viz nize.

Piiklad. Dilezitymi ptiklady jsou konecné komutativni okruhy
Zp = ({0,...,n — 1}, 4+ mod ns — mod ns * mod ns 0)
s operacemi modulo n. VSimnéte si, zZe
Zy, je téleso < Z, je obor integrity < n je prvocislo.

Prvni implikace plyne z Tvrzeni kazdé téleso je oborem integrity. Druha implikace: pokud
by n = k - [ bylo slozené ¢islo, k,l > 1, pak by v Z,, platilo k-1 =n mod n = 0, ¢ili by to nebyl
obor integrity. A je-li n prvodislo, pak je a” 2 mod n inverznim prvkem pro a # 0, coz plyne
ihned z malé Fermatovy véty (alternativné, inverzni prvek je koeficientem u z Bézoutovy
rovnosti 1 = ua + vp, viz Tvrzeni [4.4).

Priklad. Koneénych komutativnich okruht je spousta, ale koneénych téles mnoho neni. Véta
26.3| fika, Ze vSechna konecna té€lesa maji velikost mocniny prvocisla a pro kazdou mocninu
prvocisla p* existuje pravé jedno koneéné téleso s p* prvky (pravé jedno az na izomorfismus).
Konstrukce bude popsana v sekci

Priklad. StéZejni roli hraji v algebfe obory polynomu R|z], tj. formalnich vyrazi tvaru ag +
a1z + ... + apx™, kde koeficienty bereme z jistého komutativniho okruhu R. Formalni definici
se dozvite v sekci 2l

V prednasce se budeme zabyvat pouze komutativnimi okruhy. Ptresto, néktera tvrzeni pfed-
poklad komutativity nevyzaduji a proto je dobré mit na paméti néjaky priklad.

Priklad. Zékladnim piikladem nekomutativnich okruht jsou okruhy matic M, (T) sestavajici
z ¢tvercovych matic n X n nad télesem T se standardnimi operacemi maticového s¢itani a
nésobeni.

K popisu obort a téles mezi Z a C se hodi pojem podokruhu a podtélesa.

Definice. Bud R komutativni okruh a S C R podmnozina takové, ze 0 € S a kdykoliv a,b € S,
pak také —a € S, a+be€ Saa-be S (fikdme, Ze mnozina S je uzaviend na uvedené operace).
Vezmeme-li na mnoziné S restrikce operaci okruhu R, dostaneme také komutativni okruh, ktery
ozna¢ime S (jsou-li vSechny axiomy splnény na vét$i mnoziné R, pak jisté i na jeji podmnoziné
S). Vysledky této konstrukce nazyvame podokruhy komutativniho okruhu R, zna¢ime S < R.

Je-li R obor integrity a plati-li navic 1 € S, hovofime o podoboru. Je-li R téleso a plati-li
navic podminka 0 # a € S = a~! € S, hovoiime o podtélesu.
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OBRAZEK 2. Gaussova a Eisensteinova cels ¢isla.

Priklad. Obor Z je podoborem télesa Q, které je podtélesem télesa R, které je podtélesem
télesa C.

V algebraické teorii ¢isel se studuji podobory a podtélesa télesa C, ktera vznikaji ,,pfidanim
kone¢né mnoha prvki“ k oboru Z, resp. télesu Q (podrobnéji viz sekce |3)).

Priklad (Gaussova cisla).

e Mnozina Z[i| = {a 4+ bi : a,b € Z} tvoii podobor télesa C, zvany Gaussova celd éisla.
Uzavienost na odc¢itani plyne ze vztahu —(a + bi) = —a — bi, na scitani ze vztahu
(a +bi) + (¢ + di) = (a+ ¢) + (b + d)i a na nasobeni ze vztahu (a + bi)(c + di) =
(ac — bd) + (ad + be)i.

e Mnozina Q(i) = {a+bi: a,b € Q} tvori podtéleso télesa C, zvané Gaussova raciondlni

., o , Yvel v N1 . . 1 _ 1 . a=bi _
¢isla. Je tieba navic oveéiit, Ze (a+bi) ™" € Q(i), coz plyne ze vztahu 4 = 4 - 9= =

2t + gt
Piiklad (Eisensteinova ¢isla).
Mnozina Z[C3] = {a+bCs3 : a,b € Z}, kde (3 = e*™/3 je komplexni tieti odmocnina z jedné, tvoii
podokruh oboru C, zvany FEisensteinova celd ¢isla. VSimnéte si, Ze C:? = —1— (3, ¢ili uzavrenost
na nésoben{ plyne ze vztahu (a+b(3)(c+d(s) = ac+(ad+be)(3+bd(3 = (ac—bd)+(ad+bc—bd)(s.

1.2. Zakladni vlastnosti.

V moderni matematice je zvykem definovat abstraktni struktury pomoci co nejmensi sady
axiomil. V této ¢asti si odvodime nékolik jednoduchych vlastnosti, které plynou z axiomi ko-
mutativnich okruhi a v dalsim textu je budeme zcela automaticky pouzivat.

Tvrzeni 1.1. Bud * asociativni operace na mnoziné X a ai,...,a, € X. Hodnota vyrazu
ail * ...* a, nezdvisi na uzdvorkovdnt.

Dikaz. Tvrzeni dokédZzeme indukci. Pro n = 1,2 neni co dokazovat, pfipad n = 3 je sdm aso-
ciativni zakon. Dale budeme postupovat indukci. Predpokladejme, Ze na uzavorkovani nezavisi
vyrazy s méné nez n ¢leny a uvazujme dva rizné uzavorkované vyrazy, (aix*...xa;)*(a;41%. . .xay)
a (a1 *...xaj)* (aj41%...*ay), kde i < j. Pak
(@1 %...%a;) * (@1 % ... xan) = (a1 % ... % a;) * ((aip1 % ... %aj) * (@jp1%...%ap)) =
= (a1 *...xa;) * (ap1 % ... % aj)) * (@jq1 % ... % ap) =
= (a1 % ... xaj) * (ajq1 % ... *xap),
pri¢emz v prvni a tfeti rovnosti jsme pouzili indukéni predpoklad a v druhé asociativitu pro tii
prvky. O
Tvrzeni 1.2 (zakladni vlastnosti okruht). Bud R okruh, a,b,c € R. Pak
(1) pokud a+c="b+c, pak a ="b;



) .
) —(-a)=a, —(a+b)=—a—b
) —(a-b) = (~a)-b=a-(~b), (~a)-(~b) = ab;

Diikaz. (1) Je-li a + ¢ = b+ ¢, pak také (a + ¢) + (—¢) = (b + ¢) + (—¢). Pouzitim axiomu
dostaneme (a+c¢)+(—c) = a+ (c+(—c)) = a+0 = a a podobné (b+c)+ (—c) = b, tedy a = b.

(2) Pomoci distributivity spocteme 0+a-0=a-0=a-(0+0) =a-0+a-0az (1) dostavame
a-0=0.

(3) Protoze 0 = a + (—a) = —(—a) + (—a), z (1) dostdvdme a = —(—a). Protoze 0 =
(a+b)+ (—(a+10)) azaroven 0 =a+ (—a) + b+ (=b) = (a+b) + (—a —b), z (1) dostavame
—(a+b)=—-a—b.

(4) Protoze a-b+ (—a)-b=(a+(—a))-b=0-b=0=a-b+ (—(a-b)), z (1) dostdvame
—(a - b) = (—a) - b. Druhou rovnost dokdZeme analogicky a uzitim pfedchoziho (—a) - (—=b) =
{0+ (b)) = —(~(a-b)) = a-b.

(5) Protoze a-c=b-c,plati 0 =a-c—b-c= (a—b) - c. Tedy asponi jeden z prvki ¢, a — b
musi byt 0. Protoze predpokladame ¢ # 0, musi byt a — b = 0, tedy a = b. O

7 téchto vlastnosti plynou dva zajimavé dtsledky.
Tvrzeni 1.3. KaZdé téleso je oborem integrity.
Diikaz. Kdyby existovaly a,b # 0 takové, ze a - b = 0, pak
b=(ata)-b=at(a-b)=a1-0=0,
coz je spor. V poslednim kroku jsme pouzili Tvrzeni [1.2)2)! O

V konecném svété plati i opacné tvrzeni: konecéné obory integrity jsou nutné télesa. Tento
fakt je zaloZen na néasledujicim pozorovani.

Lemma 1.4. Bud f : X — Y zobrazeni mezi stejné velkymi konecnymi mnoZinami. Je-li f
proste, pak je bijektivni.

Dikaz. Necht n = | X| = |Y|. Hodnoty, které zobrazeni f pfifadi prvkim mnoziny X, jsou po
dvou riizné, takze obor hodnot zobrazeni f méa pravé n prvkia. Cili to musi byt celé Y. U

Tvrzeni 1.5. Kazdy konecény obor integrity je télesem.

Dikaz. Oznacme tento obor R. Pro nenulové a € R uvazujme zobrazeni
fa:R—= R, xz—a-x.

Podle Tvrzeni [1.2(5) je toto zobrazeni prosté, a protoze jde o zobrazeni na kone¢né mnozing,
podle Lemmatu je to bijekce. Inverznim prvkem k prvku a je tedy f, (1). O

Bud R okruh s jednotkou. Jeho charakteristikou rozumime nejmensi ptirozené ¢islo n, pro
které
1+1+...+1=0.
n
Pokud takové n neexistuje, charakteristiku definujeme 0. Prvek 1 + 1+ ...+ 1 budeme zotoz-

n
novat s ¢islem n a prvek (—1) + (=1) + ...+ (—1) s ¢islem —n.

n

Tvrzeni 1.6. Obor integrity ma charakteristiku 0 nebo prvocislo.
Diikaz. Kdyby byla charakteristika n =k - I, k,l # 1, pak by v tomto oboru platilo

O=1+14.. . +1=(1+1+... +1)-(I+1+...+1).
n k l

Aspon jeden z téchto Cinitelid by musel byt roven 0, coz je spor s minimalitou 7. U
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1.3. Izomorfismus.

Slovem homomorfismus se v matematice oznacuji zobrazeni, ktera zachovavaji zakladni struk-
turu matematickych objektd. Naptiklad v line4drni algebfe to jsou zobrazeni zachovavajici s¢itani
a skalarni nasobeni. V teorii grafi to jsou zobrazeni zachovavajici hrany. Podobné, pro okruhy
to budou zobrazeni zachovavajici zakladni okruhové operace.

Definice. Bud R, S dva okruhy. Zobrazeni ¢ : R — S se nazyva homomorfismem téchto
okruhti, pokud pro kazdé a,b € R plati

pla+b) =pla) + o) a ¢a-b)=ypa)-pb).
Fakt, Ze je zobrazeni mezi okruhy homomorfismem, budeme zapisovat ¢ : R — S.

Vlastnostem obecnych homomorfismi se budeme vénovat pozdéji (sekce , nyni se sou-
stfedime na jeden specialni pfipad: bijektivni homomorfismy se nazyvaji izomorfismy. Na izo-
morfismus je mozné pohlizet jako na ,kopirovani“: mame-li okruh R a bijektivni zobrazeni
¢ : R — S, miZzeme na mnozinu S ,pfekopirovat” obé operace x € {+,-} pfedpisem

axb=p(p (a) ¢ (b))

Vidime, 7e zobrazeni ¢! bude izomorfismem mezi novym okruhem S a starym okruhem R.
Jeden okruh je kopii druhého, doslo pouze k ,,prejmenovani prvkd“ kopirovacim zobrazenim .
Na kazdy izomorfismus lze pohlizet timto zptsobem.

Dva okruhy R, S nazveme izomorfni, pokud existuje izomorfismus R — S, tento fakt znac¢ime
R ~ S. Neformalné, jeden okruh je ,kopii“ druhého, jsou stejné ,az na pfejmenovani prvku*
zobrazenim .

Priiklad. Je snadné nahlédnout, Ze mnozina matic
S:{(_"bg) : a,bER}
tvori podokruh okruhu My (R). Zobrazeni
¢:C—=S, a+bi— (%0
je izomorfismem téchto okruhi, nebot je bijektivni a pro vSechna a,b,c,d € R plati

o((a+bi)+ (c+di)) =p((atc)+ (b+d)i) = ( 4 f;rcl)
(2 0) + (%) = ela+bi) + o(c+ di)

a podobné
w((a+bi)- (c+di)) = p((ac — bd) + (ad + be)i) = ( 9¢;%4 ad+be)
= (_a,,g) . (_cdgl) = p(a + bi) + ¢(c + di).

Tedy téleso C je izomorfni s maticovym okruhem S, oba okruhy jsou ,stejné“ pfi ztotoznéni
¢isla a + bi a odpovidajici matice.

Priklad. Bud R libovolny okruh charakteristiky n > 0. Je snadné nahlédnout, Ze prvky tvaru
1+ ---+ 1 tvofi podokruh P, tzv. prvookruh. Je snadné nahlédnout, Ze zobrazeni

oLy — P, 0—0, k—=1+---+1,
——
k
je izomorfismem téchto okruhti. Pro charakteristiku 0 plati analogické tvrzeni, prvookruh je

izomorfni okruhu Z, uvazovat musime i prvky tvaru —(1 4 --- + 1).
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1.4. Podilova télesa.

Obor celych ¢isel 1ze pfirozené rozsitit do télesa racionélnich ¢isel zpisobem, ktery je znam
jako zlomky. Tuto myslenku lze zobecnit na libovolny obor integrity, vysledkem bude tzv. po-
dilové teleso tohoto oboru. Podilova télesa se hodi v situacich, kdy déleni zjednodusi zadanou
ulohu. Naptiklad, abychom k vypoc¢tu NSD dvou polynomu mohli pouzit Eukleidiav algoritmus.

Bud R obor integrity a M C R tzv. multiplikativni mnoZina, tj. podmnozina neobsahujici 0,
obsahujici 1 a splnujici podminku, ze kdykoliv a,b € M, pak a-b € M. V konstrukci budeme
uvazovat zlomky, jejichz ¢itatel je z R a jmenovatel z M. Pro konstrukci podilového télesa se
pouzivd M = R ~ {0}, ale obecné miizeme uvazovat i mensi multiplikativni mnoziny. Napf. v
oboru Z lze pro libovolné prvoéislo p uvazovat mnozinu M, = {a : pta}, resp. obecné lze tuto
mnozinu uvazovat pro libovolny prvocinitel p v daném oboru (viz sekce @

Konstrukce. Bud R obor integrity a M C R multiplikativni mnozina. Definujeme relaci ~ na
mnoziné R x M predpisem
(a,b) ~ (¢,d) <= ad=bec.

Neni tézké nahlédnout, ze jde o ekvivalenci: reflexivita je zfejmé, symetrie plyne z komutativity
nasobeni a tranzitivitu ziskdme néasledujicim vypoétem: je-li (a,b) ~ ~ (¢,d) ~ (e, f), tedy
ad = bc a c¢f = de. Pak ale adf = bcf = bde, a kracenim prvkem d # 0 dostaneme af = be (ke
kréceni potfebujeme pfedpoklad, Ze R je obor integrity!).

Blok [(a, b)]~ této ekvivalence budeme nazyvat zlomek a znacit jej ¢. Uvazujme mnozinu Q
vSech zlomkt a definujme na ni operace a konstanty

a_i_ciad—l-bc a_ —a a ¢ _ac 0:9 1:1
b d bd b b’ b d bd’ 1’ 1
Jsou tyto operace dobfe definované? Predné, aby jmenovatel souctu a soucinu ztstal v M, potie-
bujeme fakt, ze M je multiplikativni. Dale musime dokazat, Zze pokud zvolime jiné reprezentanty

zlomkt, vysledek operace ziistane stejny. Formalné, pokud ; = ‘g—,/ ag= fl—l,, potfebujeme dokéa-

zat, 7e § + 5 = ‘g—/l + g—l,, a podobné pro od¢itani a nasobeni. Pro séitdni potfebujeme ovérit, ze
adthe — “,dl;/fiffcl, tedy ze (ad + be)(b'd') = (a’d’ + b'¢')(bd). Rozndsobime a vyuzijeme faktu, Ze
abll = a'b a cd’ = /d. Odéitani a nasobeni se ovéii podobné.

Vysledna struktura Q = (Q,+, —,,0) se nazyva lokalizace oboru R podle M a jak si do-
kézeme, jde o obor integrity. V ptipadé M = R ~ {0} pak hovofime o podilovém télese oboru
R.

Tvrzeni 1.7 (vlastnosti lokalizace). Bud R obor integrity, M multiplikativni podmnoZina a Q
vysledek prdvé popsané konstrukce. Pak

(1) Q je obor integrity,

(2) mnoZina {§ : a € R} tvori podobor oboru Q, ktery je izomorfni oboru R,

(3) je-li M = R~ {0}, pak je Q téleso.

Dikaz. (1) Ovéfime postupné vSechny axiomy:

cf+de _ adf+b(cf+de) _ adf+bcfibde _ ad+bc+g _
7= bdf = bdr =="p T7T

2

e Asociativita scitani: §+(g+%) = 5+
(F+2)+ 7

e Komutativita s¢itani:

e Nula: § + % = a1450

o Odéitani: ¢ + 52 = @+l _ 0

e Asociativita a komutativita nasobeni plyne okamzité z tychZ vlastnosti oboru R.

e Jednotka: ¢ - l_ael_a

c _ ad+bc _ cb+da __ ¢
+d_ bd —  db _d+

SIS

1 a1 a’
e Distributivita: ¢ - (§ + ?) = aCJ;Zfade - abCZJ;jd;bde =gy %

e0=9%#1=1 protoze 0-151-1.
e Soucin nenulovych prvki: pokud 0 = 7 - ¢ = 77, pak a = 0 nebo ¢ = 0, protoze R je
obor integrity.
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(2) Vzhledem k tomu, ze %—F% = aT‘H’ af- % = aT'b, zlomky tvaru { tvoii podobor a zobrazeni

a +— { je izomorfismus z R na tento podobor.

(3) Vsimnéte si, ze ;7 =0= % pravé tehdy, kdyz a -1 = b - 0, ¢ili kdyz a = 0. Tedy, pokud
M = R~ {0}, pak pro kazdé § # 0 plati # - 3 = g—fl’ = %, ¢ili Q je téleso. O
Priklad. Téleso raciondlnich ¢isel Q je definovdno jako podilové téleso oboru Z. Volbou M =
My = {a € Z : a je liché} dostaneme obor { : b je liché} < Q, ktery neni télesem (prvek 2
nema inverz).

Priklad. Je-li T téleso, jeho podilové téleso je izomorfni s T: kazdy zlomek je ekvivalentni
né&jakému zlomku se jmenovatelem 1, nebot § = “bl_l pro kazdé a,b € T, b # 0.

Trividlni konstrukei poskytuje také volba M = {1} v libovolném oboru R, ptislusna lokalizace
je izomorfni puvodnimu oboru R.

Priklad. Podilové téleso oboru Z[i] sestava ze zlomku tvaru ZISZ’ kde a,b,¢c,d € Z, c+ di # 0.
Neni tézké dokazat, Ze zobrazeni

a+bi act+bd + bc—ad ;
ct+di c2+d? c24-d?

je izomorfismem z tohoto podilového télesa do télesa Q(7).

—

2. PoLyNnOMY

2.1. Obory polynomui.

Stézejnim objektem v algebfe komutativnich okruhi jsou polynomy. V této sekci si ukazeme
zakladni vlastnosti polynomu tykajici se délitelnosti a kofent. Za¢neme ovsem definici polynomu
a polynomialniho okruhu.

V celé sekci bude R znacit néjaky komutativni okruh s jednotkou.

Definice. Polynomem proménné x nad okruhem R rozumime vyraz
2
ag + a1x + asx” + ... + ax"”,

nebo zkracené
n
g a; 7",
i=0

kde ag,...,a, € R a a, # 0. Prvky ao,...,a, nazyvame koeficienty a symbol x proménnd.
(Implicitné se rozumi se a,, = 0 pro vSechna m > n.) Cislo n nazyvame stuper polynomu,
znacime deg f. Prvek a, se nazyva vedouci koeficient a ag absolutni ¢len. Polynom se nazyva
monicky, pokud je vedouci ¢len 1. Je tfeba specidlné dodefinovat nulovy polynom; pro néj
polozime deg 0 = —1.

Na mnoziné vSech polynomu definujeme operace predpisy

max(m,n) m m

iaiwi + zn:bz-xi = Z (a; + b;)z’, — Zaiwi = Z(—ai)xi,
i=0 i=0 i=0 i=0 i—0
m n m+n
(Z aixi) : (Z bixi) = Z ( Z ajbk)xi.
=0 =0 =0 j+k=i

Jak si nyni ukdzeme, dostaneme opét komutativni okruh, ktery budeme znacit R[z].

Tvrzeni 2.1. Bud R komutativni okruh s jednotkou. Pak

(1) Riz| je komutativni okruh s jednotkou;
(2) je-li R oborem integrity, pak R[z] je také obor integrity a plati deg(fg) = deg f + degg
pro kazdé dva polynomy f,g # 0.

Diikaz. Ozna¢me f = >""" az’, g =Y 0 qbix’, h =" _ iz’ (1) Ovéfime postupné viechny

axiomy:
8



e Axiomy pro séitani jsou oc¢ividné, s¢itaji se nezavisle koeficienty u jednotlivych mocnin,
¢ili rovnosti pro polynomy ihned plynou z rovnosti v R.

e Komutativita nasobeni plyne z toho, Ze vzorec je symetricky vzhledem k prohozeni
pismen a a b.

e Jednotka: z definice soucinu

n

f-lz(Zai:Ei)-(1+0+O+...):Z( Z a;by)’,
=0

i=0 j+k=i

kde vSechny b; kromé by jsou nulové, takze vysledkem je opét polynom f.
e Asociativita nasobeni: z jedné strany, f - (g - h) je rovno

(55e) () () = () (5 (32.))

m-+n—+p

= Z Z ajbkcl mi,

i=0  \j+k+l=i
a je vidét, ze stejné vyjde i vypocet soucinu (f - g) - h.
e Distributivita se provéri podobné, viz cviceni.

(2) Vedoucim koeficientem polynomu f - g je prvek a,,b,, ktery je nenulovy diky tomu, ze R
je oborem integrity. O

Pro libovolné polynomy f, g plati deg(f + ¢g) < max(deg f, deg g), ale rovnost nastat nemusi,
napiiklad pro ¢ = —f. Pokud R neni oborem integrity, stupen soucinu nemusi byt souc¢tem
stupnd, naptiklad v Zg4[x] plati (2z+1)- 2z +1) = 1.

Na zavér vysvétlime, co jsou to polynomy vice promeénngch. Nejjednodussi definice je induk-

tivni: polynomem v proménnych 1, ..., T, se rozumi polynom v proménné x,,, jehoz koeficienty
jsou polynomy v proménnych x1,...,x,—1. Ve zkratce,
Rlz1,...,2m] = Rz, ..., 2;m—1]) [@m].

Nékolikanasobnou aplikaci Tvrzeni dostaneme, ze polynomy vice proménnych nad oborem
integrity tvoii obor integrity. Diky distributivité miizeme libovolny polynom vice proménnych
prepsat pravé jednim zpisobem do tzv. distribuovaného tvaru

n

k k
Z aklr'wkm:vll Ty

1y, m=0

s koeficienty ag, .k, € R. Alternativné bychom mohli definovat okruh R[z1,...,zy,] tak, Ze
jeho prvky jsou vSechny vyrazy uvedeného tvaru, uvést vzorce pro okruhové operace a podobné
jako v Tvrzeni dokazat, ze jde o komutativni okruh, resp. obor integrity. Formalné jde o
ruzné konstrukce, ale intuice veli, Ze vysledkem je ten samy obor; formalné bychom rekli, ze
vysledné okruhy jsou izomorfni. Stejné tak, az na izomorfismus, nezalezi na pofadi proménnych
v induktivni definici.

P¥iklad. Uvazujme polynom zy? + 2y? — 3zy + 222 + 1 € Z[z,y]. Jeho zépis vzhledem k
proménné y bude

(z +2)y* — Bz)y + (2% + 1) € (Z[z])[y],

a vzhledem k proménné z to bude

227 + (1 = 3y)z + (2% + 1) € (Zly))[a].
9



2.2. Hodnota polynomu a polynomialni zobrazeni.
Definice. Bud R < S obory integrity a uvazujme polynom
f=ay+aix+...+apz" € R[z]
a prvek u € S. Hodnota polynomu f po dosazeni u je definovana prepisem
fu)=ap+aru+...+ayu™ €S,
pri¢emz v uvedeném vzorci provadime vSechny operace (mocnéni, ndsobeni i séitani) v oboru
S. Zobrazeni
S — S, u— f(u)
se nazyva polynomidlni zobrazeni dané polynomem f.

Napiiklad pro R=7,S =C, f =22 + 2+ 1 a u = i mame f(i) = i. P¥isluiné polynomilni
zobrazeni je dano predpisem u +— u? +u + 1 pro u € C.

Je tfeba striktné rozliSovat mezi polynomem jako vyrazem (tj. jeho zapisem ve formé ,vzo-
recku”) a odvozenym polynomidlnim zobrazenim, danym hodnotami po dosazeni. Pozor, rizné
polynomy mohou davat stejnad polynomidlni zobrazeni! Napfiklad pro polynom f = 2P € Z,[x]
plati diky malé Fermatové vété f(u) = u pro kazdé u € Z,, a tedy urCuje stejné polynomialni
zobrazeni jako polynom g = x. (Jinak to pro konecné obory byt ani nemuize, protoze existuje
nekone¢né mnoho polynomd, ale pouze koneéné mnoho zobrazeni na koneéné mnoziné.)

2.3. Déleni polynomu se zbytkem.

Bud f,g polynomy z R[z]. Rekneme, Ze g déli f, piseme g | f, pokud existuje polynom
h € R[x] takovy, Zze f = gh. Je-li R obor integrity a g | f # 0, pak degg < deg f diky Tvrzeni
Pokud ¢ nedéli f, ma smysl se ptat po zbytku po déleni.

Tvrzeni 2.2 (déleni polynomu se zbytkem). Bud R obor integrity, Q jeho podilové téleso,
fyg € R[z], g # 0. Pak existuje pravé jedna dvojice q,r € Q[x] spliiujici

f=g9q+r a degr <degg.
Navie, je-li g monicky, pak q,r € R[z].

Diky jednoznac¢nosti mizeme definovat f divg = g a f mod g = r. Je vidét, ze g | f pravé
tehdy, kdyz f mod g = 0.

Dukaz. Existenci dokazeme tak, ze popiSeme algoritmus, ktery podil a zbytek najde. Na zacatku
vezmeme qo = 0, rg = f, a poté definujeme rekurzivné

I(r; A
Titl = 1§ — l((;l)) LgdeBTimdesg . g

l(rl) degr;—degg
q’L+1 - QZ + l(g) X Y

kde I(u) znaé¢i vedouci koeficient polynomu u. Rekurzi pokra¢ujeme do té doby, nez bude degr;
mensi nez deg g. To jisté nékdy nastane, protoze v kazdém kroku zmensime stupen zbytku, tj.
degr;+1 < degr; pro vfechna i. Indukci snadno ovéfime, ze vztah f = gq; + r; plati pro kazdé
1, a tedy posledni dvojice g;, r; je hledanym podilem a zbytkem.

7 algoritmu je vidét, Ze je-li g monicky, zddné zlomky se neobjevi a vysledkem budou poly-
nomy z R[z].

Na zavér dokdzeme jednoznacnost. Kdyby f = gq1 +r1 = gg2 + 72, pak g(q1 — q2) = ro — 11,
tedy g | ro — 1. Pfitom deg(re — r1) < degg, tedy ro —r1 = 0, ¢ili r1 = r9. Z toho ihned plyne
q1 = @2, protoze g # 0 a jsme v oboru integrity. U
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2.4. Koreny a délitelnost.

Definice. Bud R < S obory integrity, f € R[z] a a € S. Rekneme, %e a je koven polynomu f,
pokud f(a) = 0.

Napiiklad i € C je kotenem polynomu z? + 1 € Z[z] v télese C. Ukézeme si, jak existence
kofene souvisi s déliteli daného polynomu.

Tvrzeni 2.3. Bud R obor integrity, f € R[z] a a € R. Pak a je koten polynomu f prdvé tehdy,
kdyzx —a| f.

Diikaz. (<) Predpoklddejme, ze x —a | f. Pak f = (z —a) - g pro néjaké g € R[z] a dosadime-li
do f prvek a, dostaneme

fla) =(a—a)-g(a) =0-g(a) = 0.
(=) Budte ¢, € R|[x] podil a zbytek pii déleni polynomu f polynomem x—a (délime monickym
polynomem, ¢ili nepotiebujeme podilové téleso). Tedy f = (x—a)-q+r adegr < deg(z—a) = 1,
¢ili r je konstantni polynom. Dosadime-li prvek a, dostaneme

0= f(a) = (a—a) - gla) + r(a) = 0~ q(a) + 7 =7,
takzer =0axz —a| f. O
Z dtikazu je vidét jedno dilezité pozorovani: je-li f € R[x] a a € R, pak
fmodz—a= f(a).

Véta 2.4 (pocet kofenti polynomu). Bud R obor integrity, 0 # f € R[z] a deg f = n. Pak md
polynom f nejvyse n korenid v R.

Diikaz. Budeme postupovat indukci podle stupné polynomu f. Je-li deg f = 0, tj. f je nenulovy
konstantni polynom, pak zadné kofeny nemé. Nyni predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vSechny
polynomy stupné nejvyse n. Je-li deg f = n + 1, pak jsou dvé moznosti. Bud polynom f nema4
zadny kofen, v tom pripadé tvrzeni plati. Nebo ma polynom f néjaky kofen a a v tom pripadé
jej lze podle predchoziho lemmatu napsat jako f = (z — a) - g pro néjaky polynom g stupné n.
Je-li b néjaky jiny koten, tj. f(b) = (b —a) - g(b) = 0, pak, protoze jde o obor integrity, musi
byt bud b = a nebo g(b) = 0. Protoze mé polynom g nejvyse n kofent, méa polynom f nejvyse
n + 1 korend. O

Pocet kofent polynomu f samoziejmé muize byt mensi nez deg f: napi. polynom z2 + 1 nemé
nad Z zadny kofen a nad Zs ma jeden.

Poznamka. Véta neplati, neni-li R oborem integrity, ale tfeba jen komutativnim okruhem.
Predpoklad jsme pouzili v posledni fazi dikazu, kdyz z f(b) = (b—a)-g(b) = 0 plynulo b—a =0
nebo g(b) = 0. Naptiklad polynom 2z € Z4[r] ma v Z, dva koteny 0,2 a polynom z%+x € Zg[z]
ma v Zg Ctyfi koteny 0, 2, 3, 5.

Poznamka. Véta neplati ani pro nekomutativni télesa. Napfiklad v kvaternionech mé
polynom z? + 1 Sest kofent, i, +j, +k.

2.5. Vicenasobné koreny a derivace.
Na nésobnost kofene lze pohliZzet dvéma zpusoby: algebraicky a geometricky. Algebraicka
definice vychézi z Tvrzeni které zajistuje, ze kazdy kofen ma néjakou nasobnost.

Definice. Bud f polynom z R[z] a a € R. Rekneme, 7e a je n-ndsobnym korenem polynomu
f, pokud

(@—a)"|f a (z—a)"*'1f.

Jinymi slovy, pokud existuje polynom g € R[x] takovy ze f = (x —a)" - g a g(a) # 0.
11
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OBRAZEK 3. Jednonésobny kofen u a vicendsobny kofen v.

Geometricky pohled vyuziva teény grafu. Kofen a dané realné funkce f se nazyva jednoduchy
(v nasem kontextu: jednonasobny ), pokud kiivka dand funkei f protina osu z ,napiic¢*, tj. pokud
tefna k f v bodé a neni identickd s osou z. Jinymi slovy, pokud f’(a) # 0. Body, ve kterych
se kiivka osy ,,dotyka“, se nazyvaji nasobné. Nasobnost se pak da definovat jako nejmensi n
takové, ze n-ta derivace f( je v bodé a nenulova.

Za chvili si dokdzeme (Véta , ze obé definice nasobnosti jsou ekvivalentni, a to nejen
pro realné polynomy. Nejprve vsak musime definovat derivaci polynomu nad obecnym oborem.
Definice z diferencialniho poc¢tu (te¢na grafu) neni pouzitelna. Jednou moznosti je pouzit znamy
vzorec (viz Lemma, ale elegantnéjsi je zavést derivaci axiomaticky (navic, tento typ definice
déavé smysl v libovolném komutativnim okruhu funkci obsahujicim identitu, byt my se omezime
na polynomy).

Definice. Derivace v R[z] je zobrazeni D : R[z] — R[x] spliujici nésledujici podminky pro
v8echny polynomy f, g € Rlx]:

(1) D(f +9) = D(f) + D(g);

(2) D(fg) = gD(f) + fD(9);

(3) D(z) =1, D(c) = 0 pro kazdy konstantni polynom c.

Lemma 2.5. Bud R komutativni okruh. V okruhu R[z| ezistuje prdvé jedna derivace a plati

n n—1
D <Z aixi> = Z(l + a1z,
=0 i=0
Diikaz. Nejprve si vSimnéte, ze z (2) plyne D(cf) = e¢D(f)+ fD(c) = ¢D(f) pro kazdy polynom
f a kazdy konstantni polynom c. Déle indukeci dokézeme, ze D(2™) = na"~!. P¥ipad n = 1
je pokryt vlastnosti (3) a dale, pomoci (2) a indukéniho predpokladu, D(z") = xD(2""') +
2" 'D(z) = x(n—1)2" 2+ 2" = nz""!. Na zavér pouzijeme (1) a vidime, ze D(} 1 a;z') =
>ico D(aia®) = 31 gaiD(a') = Z;‘:ol (i + Dagpia’. .

Derivaci polynomu zpravidla zna¢ime zkrécené f' = D(f). Derivace vyssich fadt definujeme
induktivné

FO = a pltD) = gy
Lemma 2.6. Bud R obor integrity, f,g € R[x] a n € N. Pak

(1) (f +9)™ = 0 4 g;
(2) (f-9)™ = Do (7) - f® . g("=9 [Leibnizova formule];
3) (f) =n-fr=t-f.
Dukaz je pfimocary vypocet a doporucujeme ¢tenari jej provést samostatné. Nize je uveden
struény navod.

Princip dikazu. (1) Indukeci podle n. Pro n = 1 viz definice. Indukéni krok plyne z vypoctu

(F+ )™ = ((f+ )" D) = (SO + g0 =D) = (FOD) + (g"7D) = fV + g0
12



(2) Indukci podle n. Pro n = 1 viz definice. V indukénim kroku vyuZijte zndmy vzorec
_ (n+l
(7) + (i) = (7))
(3) se dokaze snadno indukei podle n pomoci (2). O
Vztah nasobnosti kofene a hodnot derivaci popisuje nasledujici véta.
Véta 2.7 (ndsobnost kotfene polynomu). Bud R obor integrity, 0 # f € R[x],a € R an €N a
wvazujme ndsledujici podminky:
(1) a je alespori n-ndsobny koten polynomu f;
(2) fOa) = fM(a)=...= f"V(a) = 0.
Podminka (1) implikuje podminku (2). Pokud je charakteristika oboru R bud 0, nebo > n, pak
jsou obé podminky ekvivalentny.
Dikaz. (1) = (2) Je-li a alespon n-nésobny kofen polynomu f, miZzeme napsat
f=@-a)" g
pro néjaky polynom g € R[z]. Pomoci Leibnizovy formule spoéitame k-tou derivaci polynomu
f pro k <n:

L . .
= <,)‘n(n—l)-...-(n—i—l—l)-(fv—a)”1'g(kZ).
i=0
Protoze k < n, v kazdém ¢lenu souctu je ¢len x — a v nenulové mocniné, a tak dostavame

k
)y =Y 0=0.
i=0

(2) = (1) Protoze f(¥)(a) = f(a) = 0, prvek a je kofenem polynomu f. Bud m jeho nasobnost

a pro spor predpokladejme, ze m < n. Napisme
f=@—-a)" g

pro néjaky polynom g € R|x| spliujici g(a) # 0. Pomoci Leibnizovy formule spo¢itdme m-tou
derivaci polynomu f:

m

fm) Zg <T) (= )™ gm0
— (Z) .m!.g(0)+mz_1 (2”) cmm—1) ... (m—it 1) (z—a)" . gm=D

=0

a po dosazeni dostaneme
m—1
Fm @) =1-m!-g(a) + Z 0=m!-g(a).
=0

Podle predpokladu f(™ (a) = 0. Protoze je R obor integrity, musi platit m! = 0 nebo g(a) = 0.
Druhé moznost je ve sporu s volbou g, takze m! =m-(m—1)-...-1 = 0. Tedy néktery z prvka
1,...,m musi byt roven nule, coz je ve sporu s predpokladem na charakteristiku oboru R. [J

Véta umoziuje urcit také presnou nasobnost. Je-li charakteristika 0 nebo > n, pak jsou
ekvivalentni podminky

(1) a je (presné) n-nasobny kofenem polynomu f,

(2) fOa) = fD(a) = ... = f»D(a) = 0 a navic f™(a) # 0.

Divod je jednoduchy: kdyby £ (a) = 0, §lo by o alespoii (n + 1)-nasobny kofen.
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Uloha. Spoététe nasobnost kotene 1 polynomu f = x* + 23 + 22 4+ x 4 1 nad télesem Zs.

Reseni. Nejprve ovéfime, Ze lze pouzit Vétu polynom f mé stupen 4, tedy 1 bude nejvyse
4-ndsobnym kofenem, coz je méné nez charakteristika oboru Zs. Postupné spoéteme f(1) = 0;
=423+ 322 + 22+ 1, tedy f'(1) =0; f" =222 + 2+ 2, tedy (1) = 0; f" = 4z + 1, tedy
f"(1) = 0; a nakonec " = 4. Cili 1 je 4-nésobny koien. (Roznasobenim snadno ovéiime, ze
(x — 1)* = f, coz nas mohlo, ale nemuselo napadnout hned na zacatku.) O

Pozor, v malé charakteristice derivace presnou nasobnost nedetekuji!

Pi¥iklad. Uvazujme polynom f = 2%+ 2% = 23(2 +1) nad télesem Zs3. Pak f’ = 423 + 322 = 23,
f'=322=0,atedy f/ = f" = f" = ... = 0. Pfitom nasobnost kofene je omezena stupném
polynomu. Vidime, Ze derivace detekuji nasobost kofene 2, ale nedetekuji nasobnost kotene 0.

7 Véty plyne dtlezité a vypocetné efektivni kritérium existence vicenadsobného kofene
daného polynomu.

Dusledek 2.8. Bud R obor integrity a f € R[x] stupné > 0. Jsou-li polynomy f, f’ nesoudélné
(viz sekce , pak f memd Zadny vicendsobny koren v R.

Diikaz. Podle Véty je prvek a € R je vicendsobnym kofenem polynomu f pravé tehdy,
kdyz f(a) = f'(a) = 0. (Pro dvojnésobné koreny je podminka na charakteristiku trividlni.)
Tedy, kdyby mél polynom f vicendsobny kofen, oba polynomy f, f’ by byly délitelné néjakym
polynomem x — a, a tedy soudélné. O

2.6. Algebraicka a transcendentni éisla.

Jednim z hlavnich problémt matematiky 18. a 19. stoleti byly nésledujici dvé otazky:

e Je dan polynom. Jak najit jeho kofeny? Lze je vyjadrit vzorci, které by pouzivaly za-
kladni aritmetické operace na koeficientech?

e Je déno ¢islo (redlné ¢i komplexni). Existuje celo¢iselny polynom, jehoz je toto ¢islo
kofenem? Jak jej najit?

Odpovéd na prvni otdzku dava Galoisova véta (Véta , ktera charakterizuje polynomy,
jejichz kofeny lze vyjadrit vzorci. Pro polynomy stupné < 4 existuji tzv. Cardanovy vzorce
(sekce , ale pro nékteré polynomy stupné > 5 z4dné vzorce neexistuji a v praxi se kofeny
hledaji pouze pfiblizné, pomoci numerickych metod. V této podsekci se podivame podrobnéji
na druhou otéazku.

Definice. Komplexni ¢islo a se nazyva algebraicke, pokud existuje nenulovy celo¢iselny polynom
f takovy, ze f(a) = 0. V opacném piipadé se a nazyva transcendentni.

Priklad. Spousta ¢isel ,ze zivota“ je algebraickych.

Raciondlni ¢isla jsou algebraicka, raciondlni ¢islo ¢ je kofenem polynomu bx — a.

Odmocniny jsou algebraické, napiiklad {/s je kofenem polynomu z" — s.

Lecktera iracionélni ¢isla jsou algebraicka, i kdyz to neni na prvni pohled vidét. Napti-
klad v/2 + /3, pifslusnym polynomem je 2* — 1022 + 1.

e Pomoci teorie télesovych rozsiteni si pozdéji dokazeme, Ze soucet, rozdil, soucin a podil
algebraickych ¢isel je algebraické ¢islo (Véta .

Priklad. Jiz Leonhard Euler zfejmé pfedpoklddal, Ze ne kazdé ¢islo je algebraické, ale prvni
prokazatelné transcendetni ¢islo bylo predvedeno mnohem pozdéji.

e V roce 1840 dokazal Joseph Liouville, Ze neracionalni algebraicka ¢isla nelze, v jistém
smyslu, dobfe aproximovat raciondlnimi ¢isly. Z toho divodu nemutze byt algebraické
napiiklad &islo 5%, 107% (tj. ¢&islo, které mé v desetinném rozvoji jedni¢ku pravé na
pozicich tvaru 4!, jinak nuly).

e V roce 1873 dokézal Charles Hermite, Ze ¢islo e je transcendentni, a az v roce 1882 nasel
Ferdinand von Lindemann dtkaz transcendence ¢isla 7.
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e O to vice udivil matematiky v roce 1874 Georg Cantor, kdyz dokazal, ze skoro vsechna
redlnd c¢isla jsou transcendentni (ve smyslu pravdépodobnosti dané rovnomérnym roz-
délenim, tj. ndhodné realné ¢islo je s pravdépodobnosti 1 transcendentni).

Kazdy ze znamych dikazt transcendence konkrétnich ¢isel je pomérné komplikovany. Nikoliv
vsak argument Cantoriiv: pomérné jednoduchym zptsobem dokézal, Zze existuje spousta transce-
dentnich ¢isel, aniz by musel néjaké nalézt. Jeho argument je zaloZen na pocitani: transcedent-
nich ¢isel je mnohem vic (nespocetné) nez téch algebraickych (téch je jen spocetné). Cantortv
dtikaz, ktery byl jednou z hlavnich motivaci vzniku teorie mnozin, nyni ukazeme.

Pripomerime, Ze nekonecnd mnozina se nazyva spocetnd, pokud lze jeji prvky seradit do
posloupnosti indexované pfirozenymi €isly (tj. jde o mnozinu stejné velkou jako N). VSechny
ostatni (tj. vétsi) nekoneéné mnoziny nazyvame nespocetné.

Nejprve s v§imnéte, Ze sjednoceni dvou spocetnych mnozin je spoéetné: je-li A = {a1,aq,...}
a B ={b1,bs,...}, pak AUB = {ay,b1,a9,bs,...}.

Tedy mnozina Z je spocetna (sjednoceni kladnych a zépornych ¢éisel). Dokonce i mnozina Q
je spocetné: sefadte kladné racionélni ¢isla do posloupnosti podle souc¢tu ¢itatele a jmenovatele
(ty se stejnym souctem sefadte libovolné), provedte to samé pro zédporna, vezméte sjednoceni a
pridejte na zacatek nulu.

Tvrzeni 2.9. MnoZina algebraickych cisel je spocetnd.

Dikaz. Definujme index polynomu f = ag+ arx+ ...+ apa™ # 0 jako soucet |ag| + |a1]| + ...+
|an| + n. VSimnéte si, ze existuje jen koneéné mnoho celoéiselnych polynomi daného indexu
(napf. index 1: f = +1; index 2: f = +2, f = +x;index 3: f = 43, f = +2z, f = £ £+ 1,
f = £2?), ¢ili véechny polynomy lze sefadit do posloupnosti podle vzriistajiciho indexu. P¥itom
kazdy nenulovy polynom ma jen konecéné mnoho kofent, tedy nahrazenim polynomu za jeho
koteny ziskame posloupnost obsahujici vSechna algebraicka ¢isla. O

Tvrzeni 2.10. MnoZina redlnych c¢isel je nespoéetnd.

Diikaz. Kdyby byla mnozina reélnych ¢isel spocetnd, byl by jisté spocetny i interval [0,1), a
tudiz bychom mohli sefadit ¢isla z tohoto intervalu do posloupnosti

a; = 0,a11a12013 . ..
ag = 0, a21092a923 . . .

az = 0,az1a32a33 . ..

Nyni definujme ¢islo b = 0,b1b2bs . .. tak, Ze by # ay1, by # as2, atd. Toto Cislo nemuze byt na
seznamu, nebot se od i-tého prvku lisi v i-té pozici rozvoje. Coz je spor s tim, Ze tam méla byt
v8echna ¢isla z intervalu [0,1). (K tomu, aby byl tento argument korektni, je tfeba se vyhnout
rozvojim konéicim samymi devitkami.) O

Kazdé realné cislo je algebraické nebo transcendentni. Téch prvnich je jen spocetné, ¢ili téch
druhych musi byt nespocetné. Tedy, nejen Ze musi transcendentni ¢isla existovat, ale je jich
mnohem vice, nez téch racionalnich.

V sekci dédme do souvislosti algebraicnost daného ¢isla se stupném jistého télesového
rozsifeni a také si fekneme, jak pro algebraicka cisla hledat polynomy, jichz jsou kofenem.

3. CISELNE OBORY

3.1. Okruhova a télesova rozsireni.

Asi nejzajimavejsi vyuziti abstraktni teorie délitelnosti je v teorii ¢isel. Pfedmétem studia
jsou ruzné rozsireni celych ¢isel, jako tfeba Gaussova a Eisensteinova Cisla predstavena v sekci
Jejich teorie je zajimava sama o sobé, ale také se da vyuzit k TeSeni tloh o celych ¢islech,
jak si ukazeme na pfikladu diofantickych rovnic v sekci
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OBRAZEK 4. Rozsifeni Rlay,...,a,] < S.

V této podsekci definujeme obecny pojem rozsiteni a ukazeme, Ze jeho prvky lze vyjadrit
pomoci hodnot polynomu. V dalsi ¢asti se pak budeme vénovat specificky rozsifenim celych
Cisel.

Definice. Bud R < S komutativni okruhy a aq,...,a, € S. Definujeme

e Rlay,...,ay] jako nejmensi podokruh okruhu S obsahujici mnozinu R i prvky aq, ..., an;
fika se mu okruhové rozsireni S o prvky aq, ..., ay.
Jsou-li R, S télesa, pak definujeme
e R(ay,...,a,) jako nejmensi podtéleso télesa S obsahujici mnozinu R i prvky aq, ..., an;
tika se mu telesové rozsiteni S o prvky ay,...,an,.

Priklad (Gaussova ¢isla). Gaussova celd ¢isla lze zapsat jako obor Z[i]: jde o nejmensi podobor
télesa C obsahujici jak cela ¢isla, tak ¢islo i. Analogicky, Gaussova racionalni ¢isla lze zapsat
jako Q[i]: jde o nejmensi podobor télesa C obsahujici jak racionélni ¢isla, tak ¢islo i. Obor Q7]
je télesem, protoze

N1 a . .
(a+bi)” = ~ e € QA

¢ili plati Q[i] = Q(). Pro reélnd ¢isla pak plati R[i] = R(i) = C.

Gaussova ¢isla lze p¥irozené zobecnit dvéma zptisoby: misto i = v/—1 budeme piidévat druhé
odmocniny z jinych ¢&isel, anebo vyssi komplexni odmocniny z jedné.
Priklad (kvadraticka rozsifeni). Pro libovolné celé ¢islo s uvazujme kvadratické rozsirent
ZlVs|={a+b/s: a,beZ} <C,
Q3] = Q5) = {a+bvs : a,b € Q) < C.

Neni tézké nahlédnout, Ze mnozZina na pravé strané je skuteéné podoborem, resp. podtélesem,
télesa C.

Piiklad (cyklotomicka rozsifeni). Pro ¢, = €2™/™ (tzv. primitivni n-t4 odmocnina z jedné)
uvazujme n-té cyklotomickée rozsirent
Z[Gn) = {ao + arGn + a2y + ...+ an1$) ' 1 ag, . an1 € 2} < C,
Q[Cn} = Q(Cn) = {aO + a1y + a2<121 +...+ anflcg_l 1ag,...,0n-1 € Z} <C

Pro n = 3 dostavame Eisensteinova ¢isla, pro n = 4 Gaussova ¢isla. Vyjadfeni na pravé strané
nen{ jednozna¢né, napifklad pro n = 3 je (3 = —1 — (3. Ditkaz, ze Q[¢,] = Q((y), neni zdaleka
tak jednoduchy jako pro kvadraticka rozsifeni. Mnohem pozdéji si ukdzeme obecné Tvrzeni[22.2]
z néhoz tento fakt ihned plyne.

Piiklad. MuZeme uvazovat i rozsifeni o vice prvka, napiiklad

ZIN2,V3] = {a+ V2 + V3 +dV6: a,b,c,d e Z}.
16



Tvrzeni 3.1 (struktura okruhovych rozsiteni). Bud R < S komutativni okruhy a a € R. Pak

Rla] = {f(a) : f € Rz]}

={upt+uwa+...+upa": neN, ug,...,u, € R}.
Jsou-li R < S télesa, pak

R = {29 1.y € Rlal o) 20}

Dikaz. Oznaéme M = {f(a) : f € R[z]}. Je potfeba dokézat, Ze mnozina M

(1) tvoti podokruh okruhu S,
(2) obsahuje RU {a},
(3) je nejmensi podmnozinou okruhu S spliujici tyto podminky.

(1) Mé&jme dva prvky f(a),g(a) € M, kde f,g € R[z]. Jejich soucet f(a)+ g(a) = (f + g)(a)
je také v M, protoze f + g € R[z], a analogicky argument lze pouZit pro souéin i prvek —f(a).
Volbou f = 0 dostaneme 0 € M.

(2) Volbou konstantnich polynomt dostaneme R C M. Volbou f = z dostaneme a € M.

(3) Uvazujme libovolny podokruh U obsahujici R U {a}. Tento podokruh musi obsahovat
vSechny mocniny a’, jejich libovolné nasobky prvky z R, a také soucty téchto nasobki. Cili
musi obsahovat vSechny prvky tvaru ug +uwia+ ...+ u,a”™, kde ug,...,u, € R, atedy M C U.

Vyjadfeni télesovych rozsifeni se dokéze analogicky, navic musime dat pozor na inverzni
prvky. O

Piiklad. Uvazujme kvadraticka rozsifeni Z[,/s]. Vzhledem k tomu, ze /5° = s, v/5° = $1/5,
atd., hodnota libovolného polynomu f € Z[x] na prvku /s bude rovna ¢islu tvaru a + by/s,
a,beZ. Cili Z[\/s| = {f(v/3): f € Z]z]} = {a+b\/s: a,beZL}.

Analogicky, pro cyklotomickd rozsiteni dostaneme vyjadieni Z[(,] = {ao + a1y + ... +
an-1C"" 11 ag,...,an_1 € Z}, protoze (" = 1, (" = ¢, atd.

Pro kazdé téleso T plati T[a] < T(a), protoze v okruhu T(a) navic pozadujeme piitomnost
inverznich prvki. Za jakych podminek plati T[a] = T(a) ? V sekci [22[si ukdZeme, Ze to nastane
praveé tehdy, kdyz je a tzv. algebraicky prvek, tedy kdyz je korenem néjakého nenulového poly-
nomu z T[z] (jde o pfimocaré zobecnéni pojmu algebraického ¢isla z predchozi sekce). Jednu
implikaci si mtzeme dokazat hned.

Tvrzeni 3.2. Bud T < S télesa a a € S prvek, ktery neni kotenem Zddného menulového
polynomu z T[z]. Pak T[a] # T(a).

Diikaz. Podle Tvrzeni[3.1]je T[a] = {f(a) : f € T[z]}. Kdyby se v této mnoziné nachézel prvek
a~!, pak by existoval polynom f € T[] takovy, ze f(a) = a™ %, ¢ili af(a) = 1, a tedy a by bylo
kofenem nenulového polynomu zf — 1 € T'[z], spor. O

3.2. Kvadraticka rozsireni celych cisel.
V této ucebnici se pro jednoduchost soustfedime na kvadratickd rozsiteni typu Z[/s], kde
|s| neni druhou mocninou pfirozeného ¢isla. (Obecnéji bychom mohli studovat tzv. celistva

rozsifeni stupné 2, kam by patfily také nékteré obory Z] 1+2\/g]’ ale nebudeme véci komplikovat.)

Zakladnim nastrojem pro praci v kvadratickych rozsifenich je norma.

Definice. Norma na oboru Z[/s] se definuje jako zobrazeni
v:Z[Vs - NU{0},  a+bysrs |a® — sb?.

(V teorii ¢isel se zavadi norma bez absolutni hodnoty a znaé¢i se N, my se vSak pfidrzime znaceni
kompatibilniho s definici eukleidovské normy v sekei[7.1})

Je dobré mit na paméti, Ze pro s < 0 je v(u) = |u|?, étverec obyéejné absolutni hodnoty
komplexniho ¢éisla, diky cemuz se da casto pouzit geometricky nahled.
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Prvek u komutativniho okruhu R se nazyva invertibilni, pokud existuje v € R takové, ze
wv = 1; toto v znaéime u~!. StéZejnim pozorovanim je fakt, Ze norma je multiplikativni a
identifikuje invertibilni prvky.

Tvrzeni 3.3 (vlastnosti normy kvadratickych rozsifeni). Pro kaZdd u,v € Z[\/s] plati
(1) v(u-v) =wv(u)-v(v),
(2) v(u) =1 prdvé tehdy, kdyz je u invertibilni,
(3) pokud u | v aviu, pak v(u) | v(v) av(u) # v(v).
Diikaz. (1) Oznaéme u = a + by/s a v = ¢ + d4/s. Pak
v(u-v) = v((ac + sbd) + (ad + bc)y/s)
= |a®c® + 2sabed + s*b?d* — s(ad® 4 2abed + b))
= |a?c® + s2b%d? — sa’d?® — sb*c?)|
= |a® — sb?| - |? — sd?| = v(u) - v(v).

(2) (=) Oznaéme u = a + by/s. Pokud v(u) = v(a + by/s) = |a® — sb?| = 1, pak a® — sb? =
(@ + by/s)(a — by/s) = £1, a tedy vt = £(a — by/s). (<) Je-li uv = 1, pak z (1) plyne
1 =v(1) = v(uw) =v(u)r(v), a tedy v(u) = v(v) = 1.

(3) Délitelnost ihned plyne z (1): pokud v = uw, pak v(v) = v(u)v(w), ¢li v(u) | v(v). Pokud
by se normy rovnaly, pak v(w) = 1, ¢ili podle (2) by byl w invertibilni a mohli bychom psat
u=vw !, tedy v | u, spor. O

2

Invertibilni prvky v oboru Z[/s] tedy miizeme hledat jako feSeni diofantické rovnice 2% —sy? =

+1 (kde s € Z je fixni a x,y € Z jsou neznamé). Pro s zadporné je feSeni oéividné.
Piiklad. V oboru Z[i] je v(u) = v(a + bi) = a® + b? = +1 pravé tehdy, kdyz u € {£1,+i}. V
oborech Z[/s] pro s < —1 je v(u) = v(a + by/s) = a® — sb? = &1 pravé tehdy, kdyz u € {£1}.

Pro s kladné jde o velmi zajimavy problém. Diofantické rovnice 22 — sy? = 1 a 22 — sy? = —1

se nazyvaji Pellovy rovnice a matematiky zajimaly z rtiznych divodt uz od starovéku. Prvni
postup na hledani netrividlnich feSeni vymyslel Brahmagupta v 7. stoleti, moderni pfistup
pouziva k Teseni fetézové zlomky. Obecné FeSeni je nad ramec tohoto textu, ale ukadZeme si
jeden konkrétni priklad.
Piiklad. V oboru Z[v2] je v(u) = v(a + bv/2) = |a® — 2b%|. ReSenim rovnice v(u) = 1 je
napt. £1, ale také +1 + /2, +3 + 2v/2, atd. Vsimnéte si, Ze je-li u invertibilni, pak je u* také
invertibilni pro libovolné k& € N: inverznim prvkem bude (u~')*. Obor Z[v/2] tedy obsahuje
nekone¢né mnoho invertibilnich prvka (1 + /2)*, pro libovolné k.
Norma umoznuje definovat déleni se zbytkem: pro danéd u,v hleddme g,r spliiujici rovnici
u = vq + r a pozadavek, Ze zbytek je mensi nez délitel, tj. v(r) < v(v). Délit se zbytkem lze
napiiklad v oborech Z[i], Z[iv/2] nebo Z[v/2]. Dtikaz si ukéZzeme pro obor Z[i], algoritmus déleni
lze vycist z dikazu.
Tvrzeni 3.4 (déleni Gaussovych ¢isel se zbytkem). Pro kaZdd u,v € Z[i], v # 0, existuji
q,r € Z[i] spliugici podminky w = vqg + 1 a v(r) < v(v).
Diikaz. Polozme
U
z=—€C
v
(pfesny podil v C). Bud g nejblizsi prvek Z[i] k prvku z (tj. takovy, pro ktery je |z—¢| minimalni);
je-li takovych vice, zvolme libovolny z nich. Polozme
r=u-—gq.
Pak zfejmé vqg + r = u a zbyva dokazat, ze v(r) < v(v). Jakd je vzdélenost ¢ a 27 V nejhor§im
pifipadé je z uprostied étverce s celo¢iselnymi vrcholy, tedy urcité |z — ¢| < @ < 1. Proto
U
2= =gl = v
v
18
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OBRAZEK 5. Déleni se zbytkem v Z[i].
O
Za pozornost stoji, ze podil a zbytek neni uréen jednoznacné: napiiklad z = % + %z 1ze

zaokrouhlit ¢tyfmi zptisoby, kazdy z nich bude splnovat uvedené podminky.

Pro obor Z[zﬁ} dikaz projde také, protoze stied obdélnika, ve kterém se nachézi presny
podil, ma vzdalenost od vrcholéi méné nez 1. Pro Z[iv/3] uz ditkaz neprojde, protoze stied
obdélnika m4 vzdalenost od vrcholu rovnou 1. V tomto oboru, stejné jako tieba v oboru Z[v/5],
podil a zbytek v uvedeném smyslu neexistuje.
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Abstraktni teorie délitelnosti

4. ELEMENTARNI TEORIE CIiSEL

Cilem této sekce je shrnout zdkladni vlastnosti oboru celych ¢isel z hlediska délitelnosti: pr-
vociselné rozklady, Eukleiduv algoritmus, kongruence, Eulerovu vétu a ¢inskou vétu o zbytcich.
Vétsinu z téchto principti pozdéji zobecnime (napifiklad na polynomy ¢ vétsi ¢iselné obory), ale
presto je dilezité zacit timto specialnim pripadem.

Vétsina teorie této sekce byla v néjaké formé znama jiz ve starovéku a v moderni podobé
byly formulovany Carlem Friedrichem Gaussem v jeho slavné knize Disquisitiones Arithmeticae
z roku 1801, kterd polozila zaklad moderni teorie ¢isel.

Zakladnim objektem v této sekci bude mnozina pfirozenych éisel N = {1,2,3,4,...}, re-
spektive mnozina celych ¢éisel Z ={...,. —2,-1,0,1,2,...}, a standardni aritmetické operace
+,—,- na téchto ¢islech. Je fada zpusobt, jak ¢isla definovat: muzeme je vybudovat v ramci
teorie mnozin, mizeme je zavést axiomaticky (za standardni axiomatizaci se povazuji Peanovy
axiomy, které jsou zaloZeny na principu matematické indukce). Ani jednim z téchto postupt se
zabyvat nebudeme a budeme vychdazet ze zakladnich stfedoskolskych poznatk.

Pokud napiseme ,,¢islo“, myslime v této sekci celé ¢islo.

4.1. Délitelnost a zakladni véta aritmetiky.

Bud a, b cela ¢isla. Rekneme, Ze &islo b déli &islo a, piseme b | a, pokud existuje ¢islo ¢ spliujici
a =b-q. Pro kazdé a plati =1 | a a +a | a; tito délitelé se nazyvaji nevlastni. Pokud b nedéli a,
ma smysl se ptat po zbytku po déleni.

Tvrzeni 4.1 (déleni celych ¢isel se zbytkem). Bud a,b € Z, b # 0. Pak ezistuje pravé jedna
dvojice celych cisel q,r splnujict

a=q-b+r a 0<r<|bl.

Diky jednoznac¢nosti mizeme definovat celociselngy podil a div b = q a zbytek a mod b = r. Je
vidét, ze b | a pravé tehdy, kdyz a mod b = 0.

Diikaz. Pro jednoduchost piedpokladejme a,b > 0, ostatni pfipady se vyfesi analogicky. Bud ¢
nejvétsi cislo splnujici ¢ - b < a a polozme r = a — ¢ - b. Zfejmé 0 < r < b a plati vyse uvedeny
vztah.

Kdyby a = q1b+r1 = qab+72, pak b(q1 —q2) = ro—ri, tedy b | ro—ry, avsak 0 < |ro—71| < |b],
takze jedinou moznosti je pfipad ro — r; = 0. Z toho plyne r1 = r2 i q1 = ¢o. O

Prirozené ¢islo p > 1, které ma pouze nevlastni délitele, se nazyva prvocislo; ostatni pfirozena
¢isla se nazyvaji sloZend. Zcela zdkladnim poznatkem teorie Cisel je fakt, ze kazdé cislo lze
jednoznacné vyjadrit jako soucin prvocisel.

Véta 4.2 (zékladni véta aritmetiky). Pro kaZdé prirozené ¢islo a # 1 ezistugi po dvou riznd

prvocisla p1,p2, ..., Pn @ prirozend cisla ki, ks, ..., Kk, splnujict
k1 ko k
a=pypy’ . D

(tomuto vyjddrent se Tikd prvociselny rozklad ). Tento zdpis je jednoznacny az na poradi ¢initeli.

Tuto ,,samoziejmost® jako prvni dokazal Eukleides v 4. stoleti pf.n.l. a v dnesni dobé ji kazdy
stfedoskolak dobfe znd, nicméné, priznejme si, kde z vas by to umél dokazat? Tedy existenci
rozkladu lze dokézat pomérné snadno indukci.
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Diikaz Veéty[f.3, existence rozkladu. Bud a nejmensi ptirozené ¢islo, pro néjz neexistuje prvoci-
selny rozklad. To nemtize byt prvoéislem, jinak bychom méli rozklad a = a'. Cili a je slozené
a muzeme jej rozlozit jako a = b - ¢ pro néjakd 1 < b,c < a. Podle indukéniho pfedpokladu
existuje prvociselny rozklad jak pro b, tak pro c. Jejich sloZzenim ziskdme rozklad dcisla a. O

Jednoduchym dusledkem existence prvociselnych rozkladu je fakt, Ze existuje nekonecné
mnoho prvocisel. Kdyby jich bylo jenom konecné mnoho, ozna¢me je pi,...,p, a uvazujme
¢islo p1 - pa - ... - py + 1. Toto ¢islo neni délitelné zadnym prvocislem, pfitom musi mit néjaky
prvociselny rozklad. Spor.

S dikazem jednoznacnosti je to slozitéjsi. Nastrojem nadm bude Bézoutova rovnost, ktera
vyjadiuje nejvetsi spolecny délitel jako linedrni kombinaci.

4.2. Eukleiduv algoritmus a Bézoutova rovnost.

Nejvétsi spolecny délitel celych ¢isel a a b je nejvétsi prirozené ¢islo ¢ spliujici zaroven ¢ | a
a c | b, zna¢ime jej NSD(a,b). Cisla a,b nazveme nesoudélnd, pokud NSD(a,b) = 1. Podobné,
nejmensi spolecny nasobek Cisel a a b je nejmensi ¢islo ¢ spliujici zéroven a | ¢ a b | ¢, znacime
jej NSN(a, b). Pouzitim zékladni véty aritmetiky je snadné nahlédnout, ze

NSD(a,b) - NSN(a,b) =a-b

(vzorec nebudeme k ditkazu této véty potfebovat). Vzhledem k tomu, ze NSD(a, b) = NSD(+a, £b),
budeme se dale zabyvat vypoctem NSD pro kladna cisla.

Jeden znamy postup vypocétu NSD je pomoci prvoéiselnych rozkladt: napt. 168 = 23 .3 -7
a 396 = 22 .32 .11, a tak vidime, ze NSD(168,396) = 2% - 3 = 12. Problém je, %e kdybychom
nemeéli jednoznacnost rozkladt, kdyby se napft. ¢islo 396 rozkladalo na soucin tuplné jinych
prvocisel nez 2, 3, 11, dostali bychom z jiného rozkladu jiny vysledek, coZ je problém. Nejsme tedy
schopni dokazat spravnost této metody, aniz bychom dokondili diikaz zakladni véty aritmetiky.
(Skuteénym piikladem, Ze tato metoda v obecnosti nefunguje, je napf. nasledujici situace v
oboru Z[v/5]: zde 4 = 2-2 = (1 4+ /5)(—1 + V/5). Z prvniho rozkladu bychom vydedukovali
NSD(2,4) = 2, z druhého NSD(2,4) = 1. Viz sekce [f} )

Druhym pouzivanym postupem vypoctu NSD je Fukleidiv algoritmus. Ten je zaloZzen na
nasledujicim pozorovani, nezavislém na zakladni vété aritmetiky.

Lemma 4.3. Pro libovolnd celd ¢isla a,b plati
NSD(a,b) = NSD(b,a mod b).
Dikaz. Ozname q = a div b. Pak
a=0b-q+ (amodb),
a tedy dané ¢islo c déli obé é&isla a, b pravé tehdy, kdyz c déli obé &isla b, a mod b. Cili obé& dvojice
maji stejné spolecné délitele, maji tedy stejného i toho nejvétsiho. O

Algoritmus vezme dand ¢isla a > b > 0 a buduje posloupnost tak, ze vidy vezme zbytek
po déleni predposledniho c¢isla poslednim. Odpovédi je posledni nenulova hodnota. Formalné,
inicializujeme ag = a, a; = b a budujeme posloupnost predpisem

a;+1 = a;—1 mod a;.

Pokud vyjde a;+1 = 0, odpovédi je a;. Naptiklad pro NSD(168,396) dostdvame posloupnost
396, 168, 60, 48, 12, 0, a tedy NSD(168,396) = 12. Z Lemmatu [4.3] vidime, Ze

NSD(a, b) = NSD(ag, a1) = NSD(a1,az2) = ... = NSD(ag,0) = ag,

coz je posledni nenulova hodnota v posloupnosti.
Rozsitenim Eukleidova algoritmu lze dokazat nésledujici vlastnost.

Tvrzeni 4.4 (Bézoutova rovnost). Pro kaZdou dvojici celych cisel a,b existuji celd ¢isla u,v
(tzv. Bézoutovy koeficienty) splriugici

NSD(a,b) =u-a+wv-b.
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Dukaz. Eukleidiv algoritmus rozsifime tak, ze v kazdém kroku spocte u;,v; takova, ze a; =
u; - a + v; - b. Inicializujeme (ug,vo) = (1,0) a (uy,v1) = (0,1). Protoze aj+1 = a;—1 mod a; =
a;_1 — g;a;, polozime

(wir1,vit1) = (Wiz1,vi-1) — @i - (Ui, v3),
kde ¢; = a;—1 div a;. Pokud a;+1 = 0, pak u;,v; jsou zfejmé Bézoutovy koeficienty pro a;
NSD(a,b).

Priklad. Pro NSD(168,396) dostavame posloupnosti

o

i | Ui | Y
396 | 1 | 0
168 0 | 1

60 | 1 | -2

48 | =21 5

12 | 3 | =7

0

Tedy NSD(168,396) = 3-396 — 7 - 168.
Pomoci Bézoutovy rovnosti dokazeme jedno pomocné tvrzeni.
Lemma 4.5. Bud p prvocislo a a,b € Z. Plati-lip | a-b, pak p | a nebo p | b.

(Opét, kdybychom méli v ruce jednoznacnost prvoéiselnych rozkladi, bylo by tvrzeni oéi-
vidné. Avsak v oboru Z[v/5] plati 2 | (1 + v/5)(—1 + v/5), piesto 2 { £1 4 1/5; jednoznac¢nost
tedy hraje roli.)

Dikaz. Predpokladejme, ze p 1 a. Pak NSD(a,p) = 1, protoze je p prvocislo, a tedy podle
Tvrzeni [4.4] existuji ¢isla w, v spliujici au 4+ pv = 1. Vynésobenim obou stran rovnosti ¢islem b
dostaneme abu 4 pvb = b. Jelikoz p déli oba sc¢itance na levé strané, déli i b. O

Indukci snadno odvodime néasledujici disledek:

Lemma 4.6. Bud p prvocislo a ay,...,a, celd ¢isla. Plati-li p | ay - ... - ap, pak p | a; pro
alespon jedno i.

Nyni mtiZeme pfistoupit k diikazu jednoznacénosti prvociselnych rozkladt z Véty

Diikaz Veéty[{.3, jednoznacnost rozkladu. Bud a nejmensi pfirozené ¢islo s nejednoznaénym pr-
vociselnym rozkladem a uvazujme dva ruzné rozklady

k k l l
a=p P =q G
Protoze p1 | a = qll1 Ca qf{l, musi existovat i takové, ze p; | ¢;. OvSem g¢; je prvocislo, tedy

p1 = ¢;. Pak ale uvazujme ¢islo b = p%: to ma také dva rtzné rozklady

k-1 k Em _ 1 li—1 En
b=pi'"  py =gt g gy,
ale pfitom b < a, coz je spor s minimalitou a. O

4.3. Kongruence.
Symbol = pro kongruenci, zavedeny Gaussem ve zminované knize Disquisitiones Arithmeti-
cae, usnadnuje zapis pfi pocitani modulo dané ¢islo.

Definice. Bud a, b, m cel4 ¢isla, m # 0. Rekneme, Ze a je kongruentni s b modulo m, a zapisu-
jeme
a=b (modm),

pokud m | a — b.
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Pfedné si vS§imnéte, ze a = b (mod m) pravé tehdy, kdyz a a b davaji stejny zbytek po déleni
m: napiSme si a = mq; +r1; a b = mqy + ro, ¢ili mdme a — b = m(q; — q2) + (r1 — r2) a ihned
vidime, ze m | a — b pravé tehdy, kdyz m | 1 — 7o, ¢ili kdyz jsou zbytky stejné.

7 uvedené interpretace je ziejmé, ze relace ,byti kongruentni modulo m“ je ekvivalence, tj.
ze pro vSechna a, b, c € Z plati

e a =a (mod m);
e pokud a =b (mod m), pak b = a (mod m);
e pokud a =b (mod m), a b= c (mod m), pak a = ¢ (mod m).
Druhou zékladni vlastnosti je invariance vici zdkladnim operacim.
Tvrzeni 4.7 (vlastnosti kongruence). Necht a =b (mod m) a ¢ =d (mod m). Pak plati
a+c=b+d (modm), a—c=b—d (modm), a-c=b-d (modm)

a pro kazZdé prirozené k plati
a* =bv*  (mod m).

Dikaz. Z predpokladu m |a — b a m | ¢ — d plyne

em|(a—0b)+ (¢c—d)==(a+c)— (b+d) a podobné pro operaci —;

em|(a—b)-cam]|(c—d)-b,atedym|(a—0b)-c+ (c—d)-b=ac—bd.
Posledni tvrzeni se snadno dokaze indukei: a'™! =@’ -a = b* - b = b (mod m). O

ODbé vlastnosti lze interpretovat tak, ze symbol = mizZeme pouzivat stejnym zptisobem, jako

rovnitko: reflexivita 7ika, Zze z a = b plyne také a = b, symetrie fika, Ze zapis je platny zleva
doprava i zprava doleva, a tranzitivita riké, ze mame-li sérii po sobé jdoucich kongruenci, pak

je ¢islo tiplné vlevo kongruentni ¢islu iplné vpravo. Invariance vici operacim pak umoznuje ve
vypocétu nahrazovat navzdjem kongruentni ¢isla. Ukézeme si to na jednoduchém ptikladu.

Uloha. Spoététe 7723 4 662! mod 6.

Resend. Protoze 66 =0 a 77 = —1 (mod 6), miizeme psét
7B 1 66% = (—1D)'B + 0% = -14+0=5 (mod 6).
Uvedeny vyraz tedy dava zbytek 5. U

Dalsi dulezitou vlastnosti je, Ze v kongruenci smime kratit ¢islem, které je nesoudélné s modu-
lem m. Naopak, jsou-li vSechna t¥i ¢isla v kongruenci soudélna, cely vyraz mizeme zjednodusit
tim, ze spole¢ny faktor vykratime na obou stranich ¢ v modulu. Forméalné tyto vlastnosti vyja-
dfuje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.8 (vlastnosti kongruence). Bud a,b,c,m celd ¢isla, c,m # 0. Pak

(1) a=b (mod m) < ca=cb (mod cm);
(2) jsou-li ¢, m nesoudélnd, pak a =b (mod m) < ca=cb (mod m).

Dikaz. (1) Leva strana 1k, ze existuje ¢ takové, Ze a — b = mgq. Prava strana fika, ze existuje
q takové, ze ca — cb = c¢(a — b) = mq. Ekvivalence obout tvrzeni je nyni zfejma.

(2) Implikace (=) plyne z Tvrzeni K opac¢né implikaci potiebujeme zakladni vétu arit-
metiky. Necht m | ca — cb = ¢(a —b). Uvazujme libovolnou mocninu p* z prvoéiselného rozkladu
¢isla m. Protoze jsou é&isla ¢, m nesoudélna, musi p* | a — b. Uvahou pies viechny mocniny
dostaneme m | a — b. O

Uloha. Najdéte viechna = € Z splitujici (a) 6z =9 (mod 21), (b) 10z =5 (mod 21).

Reseni. Pouzijeme nékolikrat Tvrzeni

(a) Uzitim (1) dostaneme ekvivalentni podminku 2z = 3 (mod 7), a po pfenasobeni obou
stran ¢islem 4, diky (2), ekvivalentni podminku z = 5 (mod 7). ReSenim jsou viechna x = 5+7k,
ke Z.

(b) Uzitim (2) dostaneme ekvivalentni podminku 2z = 1 (mod 21), a po pfendsobeni obou
stran ¢islem 11, diky (2), ekvivalentni podminku z = 11 (mod 21). ReSenim jsou vsechna x =
11+ 21k, k € Z. 0
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4.4. Eulerova véta a kryptosystém RSA.

Pro motivaci pfipomenme tlohu uvedenou za zakladnimi vlastnostmi kongruenci: feseni bylo
snadné predevsim proto, ze 66 = 0 a 77 = —1, priemz tato ¢isla se snadno umocnuji. Zamyslete
se nad nésledujici tlohou.

Uloha. Zjistéte posledni cifru ¢isla 77123,

Resend. Jinymi slovy, spocététe 77123 mod 10. Mizeme psat 77123 = 712 = (-3)!2 (mod 10),
ale bez dalsi teorie ndm nezbyva, nez mocnit sedmicku nebo trojku. Napi. pro sedmicku dosté-
vime 7' =7,77=49=9,7=7-9=3,7"=7-3=1,7 =7-1= 7 a vidime, Ze posledni
cifry se opakuji s periodou 4. Vzhledem k tomu, Ze 123 mod 4 = 3, dostavame 723 = 73 = 3
(mod 10). O

To, ze zbytky modulo dané ¢islo vykazuji periodu jako v predchozi tloze, neni ndhoda, nybrz
pravidlo, které se nazyva Fulerova véta. Délku periody udava tzv. Eulerova funkce.

Definice. FEulerova funkce ¢(n) zna¢i pro pfirozené ¢islo n pocet ¢isel k € {1,...,n — 1}

nesoudélnych s ¢islem n, tj. spliujicich NSD(k,n) = 1.

Napt. ¢(10) = 4, nebot s desitkou nesoudélna jsou pravé ¢isla 1,3, 7,9. Pro libovolné prvocislo
p plati ¢(p) = p — 1, protoze s nim nesoudélna jsou vSechna mensi ¢isla.

Vypocet Eulerovy funkce pfimo z definice by byl pro vétsi ¢isla pracny. NaStésti existuje
vzorec, pomoci néhoz je snadné spocitat hodnotu ¢(n), pokud zname prvoéiselny rozklad ¢isla
n.

k1

Tvrzeni 4.9. Je-lin=p" ... 'pﬁl’” prvociselny rozklad c¢isla n > 1, pak

p(n) =pi i =1) - (o — 1),
Piiklad. p(4056) = (23 -3 13%) =22.1-3%.2.131 .12 = 1248.

Vzorec se celkem snadno dokize pomoci ¢inské véty o zbytcich, se kterou se seznamime v
pristi éasti. Ted se podivame na samotnou Eulerovu vétu.

Véta 4.10 (Eulerova véta). Jsou-li a, m nesoudélnd ptirozend ¢isla, pak
a?™ =1 (mod m).

Leonhard Euler publikoval tuto vétu v roce 1763. Jiz dfive, v roce 1736, pak dokazal specilni
pfipad, kdy je m prvocislo. Objev tohoto vztahu byva pripisovan Pierre de Fermatovi, objevuje
se v jednom z jeho dopist z roku 1640, a proto byva nazyvan mald Fermatova véta.

Dusledek 4.11 (malad Fermatova véta). Je-li p prvocislo a pta, pak
a?'=1 (mod p).
Oznacme pro ucely této sekce
¢, ={ke{l,...,m—1}: NSD(k,m) = 1}.

Eulerovu funkci pak mizeme zapsat jako p(m) = |®,,|. K dikazu Eulerovy véty se ndm bude
hodit jedno pomocné lemma.

Lemma 4.12. Budte a, m nesoudélnd pFirozend ¢isla a definujme zobrazeni
fa: Py — @y,  x+— ax mod m.
Zobrazent f, je dobfe definované a je to bijekce.

Dikaz. Pfedné je tieba ovérit, ze ax mod m € ®,,. Jsou-li obé ¢isla a, x nesoudélna s m, pak
je s m nesoudélné i ¢islo ax: kdyby existovalo prvocislo p délici m i az, pak by p délilo a nebo
z (Lemma [4.5), spor s nesoudélnosti. Cili 1 = NSD(az,m) = NSD(az mod m,m) pouzitim
Lemmatu (4.3
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Nyni dokdzeme, Ze je zobrazeni f, prosté. Uvazujme z,y € @, takova, ze fq(x) = fa(y), tj.
ax = ay (mod m). Podle Tvrzeni je x =y (mod m), tedy z i y dévaji stejny zbytek po
déleni m. OvSem obé Cisla jsou mensi nez m, takze musi byt stejna.

Vzhledem k tomu, Ze je f, zobrazenim na konefné mnoziné, musi byt také na (Lemma

). 0

Diikaz Eulerovy véty. Uvazujme nésledujici vypocet, kde f, je zobrazeni definované v predcho-
zim lemmatu:

H b = H fa(b) = H abmodm = H ab = af™ . H b (mod m).
bED bED bED bED bEPm

Prvni rovnost plati diky tomu, Ze v obou pripadech nasobime pres vSechny prvky mnoziny ®,,,
pouze v riizném potradi. Oznacime-li
c= H b,

bED,
praveé jsme dokazali, ze
c=a?™ ¢ (modm).

Cislo ¢ je nesoudélné s m (protoze je souc¢inem ¢isel nesoudélnych s m), takze jim mtzeme podle
Tvrzeni 4.8 kratit a dostavame 1 = a¥™ (mod m). O

Poznamka. Malou Fermatovu vétu je snadné dokazat ptimo: indukci podle a dokazte ekvi-
valentni tvrzeni a? = a (mod p). Alternativni diikaz Eulerovy véty bychom pak mohli vést
takto: nejprve pomoci Fermatovy véty dokdzeme indukci podle k£ Eulerovu vétu pro ¢isla tvaru
n = pF, a poté vyuzijeme nasledujici vlastnosti kongruenci: jsou-li m,n nesoudélné, pak u = v
(mod mn) pravé tehdy, kdyz u =v (mod m) a u =v (mod n).

Ziejmé nejprirozenéjsi diikaz Eulerovy véty pak uvidime v sekci kde ji dostaneme jako
specialni pripad Lagrangeovy véty aplikované na grupu Z,.

Uloha. Zjistéte posledni cifru ¢isla 77123,
Reseni. Pouzijeme Eulerovu vétu: protoze ¢(10) = 4 a NSD(77,10) = 1, plati
77 = 712 =30 = (713073 = 1393 = 3 (mod 10).

(Z didaktickych divodi jsme vse detailné rozepsali, v praxi samoziejmé provedete vétsinu tvah
zpaméti a budete psat rovnou 7'23 = 73 = 3.) O

Uloha. Spoététe 1019 mod 21.

Resend. Pouzijeme Eulerovu vétu: protoze p(21) = 12 a NSD(10,21) = 1, staci zjistit zbytek
po déleni 10'° &islem 12. Avsak &isla 10, 12 jsou soudélna. Protoze NSD(10'°,12) = 4, vysledek
bude délitelny 4. Napisme 10! = 219.510 = 4k (mod 12), podle Tvrzeni budeme Fesit tlohu
28.510 = k' (mod 3). Nyni znovu pouzijeme Eulerovu vétu: protoze ¢(3) = 2 a vSechna zminéna
¢isla jsou nesoudélnd, mame k = 28 - 510 = 29.50 = 1 (mod 3), ¢ili 1019 = 4k = 4 (mod 12), a

tedy 101" = 10* = 4 (mod 21). 0
Poznamka. Lemma iika, ze pro kazdé a nesoudélné s m existuje pravé jedno b € {1,...,m—

1} takové, ze
a-b=1 (mod m).
Toto b lze najit dvéma zpiisoby:
e podle Eulerovy véty lze vzit b = a®(™~1 mod m,
e Eukleidovym algoritmem spoéteme Bézoutovy koeficienty 1 = NSD(a,m) = ua + vm a
vezmeme b = u mod m.

Tato tloha mé vyssi smysl: pravé jsme popsali zptisob nalezeni inverzniho prvku a~! v okruhu
L.
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S Eulerovou vétou je uzce spjata jedna vyznamné aplikace: protokol RSA (pojmenovany po
trojici matematikt Rivest, Shamir, Adleman) na tzv. Sifrovdni s verejngm klicem. Problém je
nasledujici: Bob pfijimé zpravy od fady klientti a je nepraktické, aby si s kazdym vymeénoval
tajné heslo. Bob tedy publikuje tzv. verejny kli¢, pomoci néhoz mu muze kazdy poslat Sifrovanou
zpravu, a tajné bude drzet soukromy kli¢, pomoci néhoz muze pouze on zpravy deSifrovat.
Popiseme algoritmus, jak generovat klice a jak Sifrovat a deSifrovat zpravu.

Na zacatku Bob inicializuje komunikac¢ni kanal. Zvoli dvé rizna prvocisla p, ¢ a spocte N = pq
a o(N) = (p—1)(¢g—1). Dale ndhodné zvoli éislo e nesoudélné s ¢(N) a pomoci Eukleidova
algoritmu spocte ¢islo d spliujici

d-e=1 (mod p(N))

(viz poznamka vyse). Cisla N, e budou verejngm klicem, ten Bob rozhléasi do svéta. Cislo d bude
soukromym kliéem, ten bude drzet v tajnosti (prvocisla p, ¢ mize Bob zapomenout).

Nyni popiseme, jak muze Alice poslat Bobovi zpravu. Pro jednoduchost budeme pfedpokla-
dat, Ze zpravu tvori né&jaké prirozené ¢islo 0 < x < N nesoudélné s N. Alice vezme vefejny klic,
vypocita

y = 2° mod N
a vysledek y posle Bobovi. Bob vezme soukromy kli¢ a spocita
y? mod N.

Podle Eulerovy véty vyjde
yl = (:r:e)d =z =2'=2z (mod N),

protoze ed = 1 (mod ¢(N)).

Co vidi nepritel? Zasifrovanou zpravu y a vefejny klic N,e. Aby se dostal ke zpravé, potre-
buje efektivni algoritmus, ktery z hodnoty ¢ mod N vypocte hodnotu z, tj. néco jako ,e-tou
odmocninu z x modulo N“. O¢ividnym FeSenim je spocitat hodnotu ¢(IN) a dale postupovat
jako Bob pfi inicializaci, nicméné v soucasné dobé neni znam algoritmus, ktery by umeél pocitat
Eulerovu funkci lépe nez pres prvociselné rozklady, ani efektivni algoritmus na hledani prvoci-
selného rozkladu — aspon tedy za dodrzeni jistych predpokladt, napf. Zze rozklad neobsahuje
mnoho prvocisel, ze jsou tato prvocisla zhruba stejné velkd atd. (pfi stavu soucasné techniky
staci volit prvoéisla p, ¢ s fadové tisici binarnich cifer). Zadny jiny efektivni postup na vypodet
odmocniny modulo N nebyl dosud nalezen.

Na podobném principu funguje také digitdlni podpis: Bob zpravu zaSifruje svym soukromym
klicem a zvefejni ptivodni i zasifrovanou zpréavu, tedy dvojici (z, z%). Kazdj miize pomoci vetej-
ného klice ovéiit, Ze je tato dvojice spravna, vypoctem (%) = 29 = 2 (mod N). Tim je
prokazano, ze autor musel znat Bobovo heslo, bez znalosti d nelze efektivné vytvaret dvojice
(z,y) spliiujici y© = x. Detaily viz libovolnd moderni uéebnice kryptografie.

4.5. Cinska véta o zbytcich.

Cinské véta o zbytcich hovoii o feSenich soustav linedrnich kongruenci. Byla zndma jiz sta-
rovékym Citiantim, je uvedena v knize Uméni valky autora Sun-c’ ze 5. stoleti pi. n. 1. Traduje
se, ze motivaci ¢inské véty o zbytcich byl zptsob, jakym Sun-c’ pocital své vojaky. Védél, ze
pred bitvou mél 1000 vojaku, a chtél je spocitat po bitveé. Velké mnozstvi lidi se Spatné pocita,
nechal je tedy seradit do desetistupi, jedenactistupi a t¥indctistupi a pocital, kolik mu jich
zbyde mimo fady. Jinymi slovy, zjistil, kolik je poc¢et vojakid modulo 10, modulo 11 a modulo 13.
7Z ¢inské véty o zbytcich plyne, ze z téchto zbytkt lze jednoznacéné zjistit celkovy pocet vojakii.

Véta 4.13 (¢inskd véta o zbytcich). Bud my,...,m, po dvou nesoudélnd prirozend cisla,
oznacme M = mq - ... - my,. Bud uy,...,u, libovolnd celd ¢isla. Pak existuje prdvé jedno
x €40,..., M — 1}, které resi soustavu kongruenci

x=wu; (modmy), ..., x=u, (modm,).
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Dukaz. Nejprve dokdzeme jednoznacnost feseni. Pfedpokladejme, Ze soustava ma dvé feSeni
x,y € {0,..., M — 1}, tj. pro kazdé i plati

r=y=wu; (modm;).
Pak pro kazdé i
mi |z —y
a protoze jsou ¢isla m; navzajem nesoudélnda, dostavame
M=my-...-my|z—y.

Ovsem obé ¢isla z,y, a tedy i jejich rozdil, jsou mensi nez M, takze nutné z —y = 0, ¢ili z = y.
Nyni dokazeme, ze né€jaké feseni viibec existuje. Uvazujme zobrazeni

f:{0,.... M -1} - {0,...,my — 1} x --- x{0,...,m, — 1}
x +— (x mod myq, ...,z mod my).

V predchozim odstavci jsme vlastné ukéazali, Ze zobrazeni f je prosté. Pritom defini¢ni obor i
obor hodnot této funkce maji stejnou velikost M (velikost kartézského soucinu je souéin velikosti
Cinitelt), takze zobrazeni f musi byt podle Lemmatu i na. Tedy ke kazdé n-tici (uq,...,uy)
existuje pravé jedno x, které se na néj zobrazuje, a to je hledanym fesenim soustavy. O

Uvedeny dtkaz je zvlastni tim, ze nedava zadny navod, jak feseni dané soustavy spocitat.
Obecny postup (a tim i alternativni dikaz ¢éinské véty o zbytcich) lze vypozorovat z feSeni
nasledujici ulohy.

Uloha. Najdéte vSechna FeSeni soustavy kongruenci
r=2 (mod3), z=1 (mod4), xz=3 (modH?5).

Resend. Z prvni rovnice vidime, ze = 3k + 2, k € Z. Dosadime do druhé rovnice a dostaneme
3k+2=1 (mod 4), tedy k =1 (mod 4) a vidime, ze k =4+ 1 ax = 12[+ 5, | € Z. Dosadime
do treti rovnice a dostaneme 12 + 5 = 3 (mod 5), tedy | = 4 (mod 5), takze [ = 5m + 4 a
= 60m+ 53, m € Z. O

Cinsk4 véta o zbytcich plati v mnohem obecnéjsim kontextu: pro polynomy (sekce [9.1) a v
jistém smyslu ji lze formulovat v jakémkoliv okruhu. Pro polynomy se jednoznacnost dokéze
analogicky (horni mez je dand souctem stupni polynomu m;), ale s existenci je to o néco

vvvvvv

Cinsk4 véta o zbytcich, pro ¢isla i pro polynomy, mé zasadni aplikace ve vypocetni algebie:
ulohu pro jeden ,velky objekt* (velké ¢islo, polynom velkého stupné) umoziuje rozdélit na vétsi
mnozstvi tloh s ,malymi objekty“. To je vyhodné nejen pro paralelizaci, ale také v tom, Ze
pro modulérni aritmetiku jsou k dispozici lepsi algoritmy. Ctenafe odkazujeme napi. do skript

Pocitacova algebra.
Na zavér pomoci ¢inské véty o zbytcich dokdzeme vzorec na vypocet FEulerovy funkce, tj.
vztah
k Ky _ k11 Fom—1
ey -t =1 (o= 1) P (P — 1),

Dikaz Tvrzeni[{.9 Dokézeme nésledujici dvé vlastnosti:

(1) pro kazdé prvoéislo p plati ¢(p*) = p*~1(p — 1);

(2) pro kazda dvé nesoudélna ¢isla a, b plati p(ab) = ¢(a) - ¢(b).
Uvedeny vzorec snadno plyne z téchto dvou tvrzeni: ¢islo n rozlozime na soucin m po dvou
nesoudélnych mocnin pfi a dostaneme

(2) k Ey (D ey —1 Em—
p(n) = o) o) = 0 = 1) o o (o — 1),
(1) Zde je snadné spoéitat soudélnd &isla v intervalu 1, . . ., p: jsou to pravé ¢isla p, 2p, 3p, ..., pF !

p a vidime, Ze jich je p*~!. Viechna zbyla ¢isla jsou nesoudélna, takze p(p*) = p*F — pF=1 =

PP p—1).
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(2) Uvazujme zobrazeni
f:{0,...;ab—1} = {0,...,a—1} x {0,...,b—1}
x +— (z mod a,x mod b).

Podle ¢inské véty o zbytcich je f bijekce. Dale uvazujme pouze restrikci f na mnozinu ®,,. To
je prosté zobrazeni, jehoz defini¢éni obor je mnozina @, velikosti ¢(ab). Staci tedy dokazat, ze
jeho oborem hodnot je mnozina ®, x &}, — pak, diky prostosti, bude ¢(ab) = |Pyp| = [Py X Pp| =
|Dg| - [Py = p(a) - p(b), coz chceme dokazat. Potiebujeme tedy ovérit, ze
(a) f zobrazuje mnozinu ®,, do mnoziny ®,x Py, tj. ze NSD(z, ab) = 1 implikuje NSD(x mod
a,a) =1 = NSD(z mod b,b);
(b) f zobrazuje mnozinu ®,, na tuto mnozinu, tj. ze pokud NSD(u,a) = 1 = NSD(v,b),
pak to jediné x, které se zobrazuje na dvojici (u,v), spliiuje NSD(z, ab) = 1.
Obé ¢asti dokdzeme zaroven: NSD(z,ab) = 1 pravé tehdy, kdyz NSD(x,a) = 1 = NSD(z,b)
(uvazujte prvoéiselného délitele a pouzijte Lemma , coz je pravé tehdy, kdyz NSD(z mod
a,a) =1 =NSD(z mod b,b) pouzitim Lemmatu O

5. ZAKLADNI POIMY

V této sekci definujeme zékladni pojmy jako délitelnost, asociovanost, nejvétsi spolecny délitel
a ireducibilni rozklady. Tyto pojmy definujeme pro oboecny obor integrity R a budeme je
ilustrovat v nasledujicich konkrétnich pripadech: pro télesa, pro obor Z, pro obory polynomt a
pro kvadraticka rozsifeni celych ¢isel.

5.1. Délitelnost a asociovanost.

Rekneme, Ze a déli b v oboru R a piSeme a | b, pokud existuje c € R takové, ze b = ac. Pozor,
pfi pouziti symbolu pro délitelnost, i jakéhokoliv odvozeného pojmu, musime vzdy uvést (anebo
musi byt z kontextu zfejmé), v jakém oboru pracujeme! Naptiklad

e 32+ 6|z +2 v oboru Q[z], protoze x + 2 = 1 - (3z + 6); ale
e 32+ 612+ 2 v oboru Z[z], protoZze neexistuje f € Z[z] spliwjici z +2 = f - (3z + 6).

Rekneme, 7e prvky a a b jsou asociované a piSeme a || b, pokud a | b a b | a. Prvek a je
invertibilni pravé tehdy, kdyz a || 1.

Vsimnéte si, ze relace délitelnosti je reflexivni a tranzitivni: pokud a | b a b | ¢, tedy pokud
b = ax a ¢ = by pro n&jakd z,y, pak ¢ = azxy, tedy a | c. Z toho ihned plyne, zZe relace || je
ekvivalenci.

Tvrzeni 5.1 (asociovanost vs. invertibilni prvky). Bud R obor integrity a a,b € R. Pak a || b
praveé tehdy, kdyz existuje invertibilni prvek q € R takovy, Ze a = bq.

Diikaz. (<) Protoze a = bq, plati b | a. Protoze b = aq™!, plati a | b.

(=) Pokud a = 0, pak b = 0 a tvrzeni plati. Uvazujme a # 0. Protoze b | a, mizeme psat
a = bu, a protoZe a | b, mizeme psat b = av, pro néjakd u,v. Tedy a = bu = avu a kracenim
dostavame uv = 1, éili u,v || 1. O

Priklady.

e V télese je kazdy nenulovy prvek invertibilni. Tedy a || b pro kazdé a,b # 0.

e V oboru Z jsou invertibilni pouze prvky +1. Tedy a || b pravé tehdy, kdyz a = +b.

e V oboru R|z] jsou invertibilni pravé polynomy stupné 0, jejichZ koeficient je invertibilni
v oboru R. Nad télesem jsou tedy invertibilni vSechny nenulové polynomy stupné 0.
Napiiklad v Z[x] je f || g pravé tehdy, kdyz g = +f, zatimco v Q[z] je f || g pravé
tehdy, kdyz g = c¢f pro néjaké 0 # c € Q.

e V oborech Z[/s] jsou invertibilni pravé prvky normy 1, viz Tvrzeni a priklady pod
nim. Z nich plyne (viz téz obrazek [6]), Ze

— v oboru Z[i] jsou invertibilni pravé prvky +1,+i, a tedy u || v pravé tehdy, kdyz
u = v nebo u = +iv;
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OBRAZEK 7. Cést Hasseova diagramu uspoiadani délitelnosti v oboru Z.

— v oboru Zl[iv/s], s > 1, jsou invertibilni pravé prvky +1, a tedy u || v pravé tehdy,
kdyz u = +wv.

K tomu, aby byla délitelnost uspofadanim, chybi antisymetrie. Ta téméf nikdy splnéna neni,
nebot v kazdém oboru plati 1 | —1 a zaroven —1 | 1. (Vyjimkou jsou obory charakteristiky 2,
kde 1 = —1, jako nap¥. v oboru Zs|xz].) Ke grafickému znazornéni vztahu délitelnosti se pouzivaji
tzv. Hasseovy diagramy (viz obrazek), kde jednotlivé tfidy ekvivalence || jsou reprezentovany
vrcholy a délitelnost a | b znézortiujeme tak, ze vrchol odpovidajici prvku b je vySe nez vr-
chol odpovidajici prvku a a mezi témito vrcholy vede hrana; hrany, jejichz existence plyne z
tranzitivity, se vynechavaji.

V obecnych oborech integrity neni mozné definovat déleni se zbytkem, protoze nemame zpu-
sob, jak vyjadfit, ze zbytek ma byt mensi nez délitel. Pfesto ma smysl zavést symbol kongruence
podminkou

a=b (modm) <= m|a—b.
Stejné jako pro Cisla je snadné dokazat, ze jde o ekvivalenci invariantni vzhledem k okruhovym
jsme potiebovali prvoéiselné rozklady; pohledem na ditkaz je vidét, ze analogie Tvrzeni [4.8] plati
v tzv. gaussovskych oborech R (viz sekce @

5.2. Nejvétsi spoleény délitel.

Definice. Rekneme, 7e ¢ = NSD(a, b) (nejvétsi spolecny délitel), pokud

(1) claac|b (tj. c je spoleény délitel);
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4 2+2V5

2 1+V5
OBRAZEK 8. V Z[/5] neexistuje NSD(4, 2 + 2/5).

(2) kdykoliv d | a a d | b, pak d | ¢ (tj. ¢ je nejvétsi takovy).
(Vsimnéte si, ze definice NSD(a, b) odpovida definici infima mnoziny {a,b} vzhledem k relaci
|.) Prvky a,b nazyvame nesoudélné, pokud NSD(a,b) = 1.
Operator NSN oznacujici nejmensi spolecny ndsobek se definuje analogicky.

S definici NSD je potieba zachézet opatrné: hodnota ¢ neni urcena jednoznacné. Napiiklad,
v oboru Z bude platit NSD(4,6) = 2, ale také NSD(4,6) = —2, obé ¢isla spliuji definici. Na
NSD je potfeba nahlizet jako na relaci ,,c vyhovuje definici nejvétsiho spole¢ného délitele prvka
a,b*.

Situace naStésti neni tak Spatna: NSD je urCen jednoznacéné aZ ma asociovanost. Z jedné
strany, pokud NSD(a,b) = ¢; a NSD(a,b) = c2, pak ¢1 i co jsou spolecni délitelé a,b, a tedy
oba musi byt nejvétsi, tj. ¢1 | co a zdroven ca | c1, tedy ¢1 || ca. Na druhou stranu, pokud
NSD(a,b) = c1 a ¢1 || c2, pak ¢y jisté také spliiuje podminky nejvétsiho spolecného délitele.

Dalsi problém spociva v tom, Ze existence NSD neni ni¢im garantovana. A skuteéné, jsou
obory, v nichz NSD pro nékteré dvojice prvki neexistuje.

Pi#iklad. Uvazujme obor Z[v/5] a prvky
u=4, v=2+2V5.

Cisla r = 2 a s = 14 /5 jsou uréité spoleénymi déliteli prvkil u, v (viz obrazek , protoze u =
22 = (14+5)(1-/5) av =2-(1++/5). Pfitom uréité r { s a s { . Uvazujme né&jvétsi spoleény
deélitel z = NSD(u,v), tedy r,s | z a z | u,v. Z Tvrzeni plyne, ze 4 = v(r) = v(s) | v(2)
av(z) | v(u) = v(v) = 16, a protoze jsou to vlastni délitelé, z musi mit normu 8. NapiSeme-li
u = z - w, dostaneme v(w) = 2. Ale takovy prvek v Z[v/5] neexistuje: snadno ovéfime, Ze &islo
v(a + bV/5) = |a® — 5b%| je bud liché (maji-li ¢isla a,b riiznou paritu), nebo délitelné étyfmi
(maji-li stejnou paritu).

5.3. Ireducibilni prvky a rozklady.
Pro kazdy prvek a plati, ze 1 | a a a | a. Délitel prvku a se nazyvéa vlastni, jestlize neni
asociovany ani s 1, ani s a.

Definice. Prvek a se nazyva ireducibilni, pokud a # 0, a }} 1 a a neméd vlastni délitele. Jinymi
slovy, pokud pro kazdy rozklad a = bc plati b || 1 nebo ¢ || 1.

Priklad.

e V télesech zadné ireducibilni prvky nejsou.
e V oboru Z jsou ireducibilni pravé ¢isla +p, kde p je prvodislo.

V oborech polynomt neni obecné snadné urcit, které polynomy jsou ireducibilni. V oboru

R]z] jsou ireducibilni

e ty polynomy stupné 0, které jsou ireducibilni jako prvky R;

e ty polynomy stupné 1, které nejsou délitelné zadnym neinvertibilnim prvkem R (napft.

polynom 2z + 2 je ireducibilni v Q[z], ale nikoliv v Z[z]).
Je-li f polynom z R[z] stupné > 2, ktery ma kofen a € R, pak nemuze byt ireducibilni, protoze
mé vlastniho délitele x — a (Tvrzeni . Pozor, opacnd implikace neplati: napf. polynom
x* + 222 + 1 je rozlozitelny v oboru Z[z], prestoze tam nema koten. Pro polynomy vyssich
stupnt neni zadné obecné pravidlo.
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Priklad.

e V oboru C[z] jsou ireducibilni préavé polynomy stupné 1, jak pravi zdkladni véta algebry
(Véta [12.1]).

e V oboru R[z] jsou ireducibilni pravé polynomy stupné 1 a ty polynomy stupné 2, které
nemaji redlny kofen (viz cviceni).

e V oboru Q[z] jsou ireducibilni i nékteré polynomy vyssich stupiid, napf. vSechny poly-
nomy z" — 2, jak plyne z Eisensteinova kritéria (Tvrzeni .

K uréeni ireducibilnich prvki v oborech Z[/s] lze pouzit Tvrzeni Je-1i v vlastnim déli-
telem prvku u, pak v(v) | v(u) a navic 1 < v(v) < v(u). Specidlné, je-li v(u) prvocislo, pak je u
zarucené ireducibilni. Opa¢na implikace neplati, napt. v Z[i] je prvek 3 ireducibilni, ackoliv m4
normu 9: pokud by existoval vlastni délitel v | 3, pak v(v) = 3. Oznac¢ime-li v = a + bi, hleddme
a, b splitujici a® + b? = 3, ale takova a,b € Z neexistuj.

Piiklad. V oboru Z[i] jsou ireducibilni nasledujici prvky:
e a+ 0i a0+ ai pravé tehdy, kdyz je |a| prvocislo a |a] =3 (mod 4);
e a+bi, b+#0, pravé tehdy, kdyz a® + b? je prvoéislo.
Ireducibilitu 1ze snadno prokazat pomoci Tvrzeni Dtikaz, ze ostatni prvky lze rozlozit, je o

vvvvvv

Definice. Ireducibilnim rozkladem prvku a rozumime zapis

k k n
al pitps?-.ph,

kde pi,...,pn jsou ireducibilni prvky, p; }f p; pro i # j, a ki,...,k, jsou pfirozend disla.
Rekneme, Ze prvek a md jednoznacny ireducibilni rozklad, pokud ma pravé jeden rozklad a? na
poradi a asociovanost, tj. jsou-li

k k k l [ l
allpit -py® ool gy gy

dva ireducibilni rozklady prvku a, pak m = n a existuje permutace indexti 7 takovd, ze p; || ¢
a k; =l pro kazdé 1.

Definice jednoznacnosti je motivovana nasledujicim pozorovanim: v oboru Z muzeme psat
napiiklad 12 = 223! = 3! . (=2)% || (=2)? - (—3)'. Formalné vzato, jde o tfi rfizné rozklady,
ale pfesto je rozumné je povazovat za ,totozné“: lisi se pouze pofadim a volbou z navzdjem
asociovanych prvki. Sviij viyznam ma v definici rozkladu také znaménko asociovanosti: prvek
—4 v 7 nelze vyjadrit jako druhd mocnina ireducibilniho prvku, nicméné pfesto mé rozklad,
—4 || 22.

Je dutlezité, v kterém oboru rozklddame (nutno explicitné zminit, nebo to musi byt zfejmé z
kontextu). Napi. polynom 22 + 2 je ireducibilni v Q[x], ale m4 ireducibilni rozklad 2! - (2% +1)*
v Z[x], a déle tieba (14 14)% - (22 + 1)! v Z[i][z].

Priklad. V tabulce jsou uvedeny rozklady polynom na soucin ireducibilnich v riiznych oborech:

2?2+ 1 222 +2 22 -2 ot 4+ 222 + 1
Zlz] | ireducibilni 2- (22 +1) ireducibilni (2% +1)?
Q[z] | ireducibilni ireducibilni ireducibilni (2% +1)?
R[z] | ireducibilni ireducibilni (x —V2)(x +V2) (22 41)2
Cla] | (z—i)(w+19) | 20— 2i)(z+i) | (2= V2)(@+V2) | (v —1i)*(z+1)
Zslz] | (x+2)(x+3) | (x+2)(2z+1) ireducibilni (x+2)%(x +3)2

Existence ani jednoznacnost rozklad® neni ni¢im garantovana.

Priklad (obor bez rozkladi). Uvazujme podokruh R oboru Q[x] sestavajici z polynomt, jejichz
absolutni clen je celé c¢islo. Polynom x neni invertibilni, ale nemé ireducibilni rozklad: pokud
f | x, tj. pokud existuje g € R takové, ze © = f-g, pak bud f = a € Z a g = éw, nebo
naopak. Pfitom z téchto polynomi jsou ireducibilni pouze konstantni polynomy s prvociselnym
koeficientem, protoze kazdy polynom %1: ma netrivialni rozklad %x - 2. Soucinem konstantnich
polynomi vsak nikdy nebude polynom z.
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Piiklad (obor s nejednoznaénymi rozklady). Uvazujme obor Z[v/5]. Prvek 4 lze rozlozit dvéma
zpusoby:

4=2%=(1+V5)(-1+V5).
Vsechny tii prvky 2,41+ +/5 jsou ireducibilni: jejich norma je 4 a jak jsme dokézali v sekci
7adné prvky normy 2 v Z[v/5] nejsou. Piitom 2 Jf £1 + /5, protoZze viechny prvky délitelné 2
maji sudé koeficienty.

5.4. Prfvoéinitelé.
Na zavér definujeme pojem prvocinitele, ktery tizce souvisi s ireducibilitou a je motivovany

Lemmatem
Definice. Prvek p spliujici implikaci

pla-b = planebop|b
se nazyva prvocinitel.

Prvocinitelé jsou vzdy ireducibilni: kdybychom méli rozklad p = ab, pak p | ab, tedy p | a
nebo p | b, z ¢ehoz plyne p || a nebo p || b, ¢ili jde o trividlni rozklad. Opaé¢nd implikace v
nékterych oborech plati (pro Z viz Lemma pro gaussovské obory viz Diusledek , ale

obecné ne.

Pi#iklad. Uvazujme obor Z[v/5]. Prvek 2 je ireducibilni, 2 | (v/5 — 1)(v/5 + 1), ale piitom
21 (v/5 £ 1), ¢ili prvek 2 neni prvoéinitelem.

To, ze jsou si priklady na neexistenci NSD, nejednoznac¢nost ireducibilniho rozkladu a exis-
tenci ireducibilniho neprvocinitele podobné, neni ndhoda. Podrobnéji si to vysvétlime v nésle-
dujici sekci.

6. EXISTENCE A JEDNOZNACNOST IREDUCIBILNICH ROZKLADU

6.1. Gaussovské obory.

Definice. Obor integrity se nazyva gaussovsky, pokud méa kazdy neinvertibilni nenulovy prvek
jednoznacny rozklad na ireducibilni ¢initele.

Piiklad. Rada oborti integrity je gaussovskych:

e Télesa jsou gaussovské obory, podminka z definice je prazdna.

e Obor Z je gaussovsky, jak tika zdkladni véta aritmetiky (Véta .

e Obory polynomu nad télesem jsou gaussovské. Pro polynomy jedné proménné funguje
podobny dikaz jako pro cela ¢isla; obecna varianta tohoto dikazu je predmétem nasle-
dujicich dvou sekei (Véty a. Pro polynomy vice proménnych nebo pro polynomy
nad Z miizeme pouzit Gaussovu vétu (Véta [3.4)).

e Nékteré obory Z[y/s| jsou gaussovské, napf. pro s = —1,+2,3, nékteré ne, napf. pro
s = —3,5. Na tyto pfipady se také vztahuji Véty a

Pro délitelnost v gaussovskych oborech je stézejni nasledujici pozorovani o tom, jak vypadaji
délitelé daného prvku.

Tvrzeni 6.1. Bud R gaussovsky obor, a,b € R a uvaZujme ireducibilni rozklad

k kn
all pi'-...-ppm.
Pak b | a pravé tehdy, kdyz
l In
bllpr - -y

pro néjaka 0 < I; < k;.
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Diikaz. (<) Pokud a = qplf1 cphhab = rplll -...-pl» pro n&jaké invertibilni prvky ¢,7 € R,
definujme ¢ = qr_lplfl_ll ... pkn—in g vidime, Ze a = be, tedy b | a.

(=) Uvazujme prvek c takovy, ze a = b - ¢ a uvazujme ireducibilni rozklady
bl gt .- g, el i ke

Slozenim téchto dvou rozkladt (vynechame ty prvky r;, které jsou asociované s nékterym g; a
jejich exponenty secteme) dostaneme druhy ireducibilni rozklad prvku a:

/ .
allpf oo ph g alry

7 jednoznacnosti rozkladd plyne, ze ke kazdému ¢ = 1, ..., u existuje jednoznac¢né urcené j €

{1,...,n} takové, ze q; || pj, pfitemz s; < s, = k;. Z toho vyplyva, ze b || plf -...-pln pro néjaka

0<1l; <k O

Snadnym dusledkem Tvrzeni je nékolik vlastnosti dobfe znamych z celych ¢isel. V gaus-
sovskych oborech existuji NSD: sta¢i srovnat rozklady obou prvki a vzit nejvétsi spolecny
podrozklad, napf.

NSD(540,336) = NSD((—2)2-3%.5, 2¢.(=3)-7) =
= NSD(2%-3%.50 .70, 24.31.50.71) = 22.31.50.70 — 12,

V gaussovskych oborech jsou ireducibilni prvky prvociniteli: pokud ireducibilni prvek p déli
soudin ab, pak jej musime nalézt v rozkladu aspon jednoho z Ciniteld. A zZadny prvek neméa
nekonec¢nou posloupnost vlastnich délitelii, nebof pfi kazdém déleni ztracime z rozkladu aspori
jeden ¢initel. Dtikaz nasledujiciho disledku je formalnim vyjadfenim praveé uvedenych myslenek.

Dusledek 6.2 (délitelnost v gaussovskych oborech). Bud R gaussovsky obor. Pak
(1) pro kazdé a,b € R existuje NSD(a, b);
(2) kazdy ireducibilni prvek je prvocinitelem;
(3) neexistuje posloupnost ay,az,as, ... € R takovd, Ze ajt1 | a; a ai+1 i a;.

Driikaz. (1) Uvazujme ireducibilni prvky pi,...,pn, pi ff pj Pro i # j, a ki, l; > 0 takové, ze

all i, bl

(libovolné ireducibilni rozklady prvki a,b mizeme piepsat do této formy tak, Ze ze dvou aso-
ciovanych ¢initeldt vybereme jeden a do rozkladu pfipadné doplnime ¢initele v nulté mocniné.)
Podle Tvrzeni ¢ | a,b pravé tehdy, kdyz c || p{™ -...-p", kde 0 < m; < k; a 0 < m; <1, ¢éili
pravé tehdy, kdyz 0 < m; < min(k;,[;), pro vSechna i. Nejvétsim z téchto spoleénych déliteli
tedy bude ten, kde m; = min(k;, 1;).

(2) Uvazujme ireducibilni prvek p a prvky a,b takové, ze p | ab. Podobné jako v (1), napiSme
a || p’fl cepk b plf -...-pln, kde k;,1; > 0, aspon jeden nenulovy. Pak ab || p’lel oo plntin
a podle Tvrzeni musi mit délitel p rozklad, ktery obsahuje nékteré z prvkid pi,... pn. Z
ireducibility plyne, Ze p || p; pro nékteré i a tedy p | a (pokud k; > 0) nebo p | b (pokud I; > 0).

(3) Zacneme obecnou tvahou. Kazdy nenulovy neinvertibilni prvek ¢ md, az na potadi a
volbu ireducibilnich prvki v zédkladu mocnin, jednoznaény rozklad a || plfl -...-pFr. Oznaéme
v(a) = k1 + ...+ k, a dodefinujme v(a) = 0 pro vSechny invertibilni prvky a. Z jednoznac¢nosti
rozkladu plyne, Ze ¢islo v(a) je nezavislé na volbé rozkladu. Z Tvrzeni plyne, ze pokud u | v
a v{u, pak v(u) < v(v).

Pro spor predpokladejme existenci takové posloupnosti a1, as,as ... Z tvah v predeslém od-
stavci plyne, ze v(a1) > v(az) > v(as) > ... je nekoneéna klesajici posloupnost nezapornych
celych ¢isel, spor. O

Na zéavér uvedme, ze gaussovské obory nesdileji vSechny hezké vlastnosti oboru celych éisel:
obecné nelze délit se zbytkem a neplati analogie Bézoutovy rovnosti.

Priklad. V oboru Z[x] neplati Bézoutova rovnost. Plati NSD(x + 1,z — 1) = 1, ale neexistuji
fyg € Z[x] takové, ze f-(x+ 1)+ g-(r — 1) = 1: pokud dosadime ¢islo 1, vyjde nam 2f(1) = 1,
coz neni pro celociselny polynom mozné.
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Piiklad. V oboru Q[z,y] neplati Bézoutova rovnost. Plati NSD(z,y) = 1, ale neexistuji f, g €
Q[z, y] takové, ze f-x+g-y = 1, protoze absolutni ¢len polynomu na levé strané je nutné nula.

6.2. Zobecnéni zakladni véty aritmetiky.

Dostavame se k slibované souvislosti ireducibilnich rozkladt a existence NSD. Uz vime, ze
v gaussovskych oborech NSD existuji. Opac¢néd implikace bude sledovat diikkaz zakladni véty
artimetiky. Ten pouzival dvé zakladni ingredience: kromé existence NSD také matematickou
indukci, vychazejici z usporadani prirozenych ¢isel. Obecné obory integrity nemusi byt dobfe
usporadatelné, klasicka indukce ndm tedy nepomiize. Misto ni pouzijeme podminku o neexistenci
nekonecnych posloupnosti vlastnich délitel.

Véta 6.3 (zobecnéna zdkladni véta aritmetiky). Bud R obor integrity. Pak R je gaussovsky
prave tehdy, kdyZ

(1) existuje NSD vsech dvojic prvki;

(2) neexistuje posloupnost ay,as,as, ... € R takovd, Ze aj+1 | a; a ai+1 i a;.

Primou implikaci jsme dokézali v Dusledku Dukaz opacné implikace bude sledovat po-
stup, kterym jsme dokézali zakladni vétu aritmetiky v sekci Opét jej rozdélime do dvou
Casti: nejprve dokazeme existenci rozkladi, coz je pomérné snadné, a pak se budeme vénovat
jednoznacnosti, kterd vyzaduje jista technickd lemmata.

Dikaz existence rozkladi. Pro spor uvazujme prvek a, ktery nema ireducibilni rozklad, 0 # a }f
1. Rekurzi zkonstruujeme posloupnost, kterd protifeéi bodu (2).

e Polozme a; = a. Tedy a1 }f 1 a nema ireducibilni rozklad.

e Predpoklddejme, Ze a; }f 1 a nemd ireducibilni rozklad. Specialné, prvek a; neni sdm
ireducibilni, a tedy a; = b - ¢ pro néjaka b,c }f 1. Kdyby b i ¢ mély ireducibilni rozklad,
pak by ho mél i a;, takze aspon jedno z nich ireducibilni rozklad nema, oznacme jej a;1.
Tedy a;4+1 je vlastni délitel a; a nema ireducibilni rozklad.

Tato posloupnost aj,as,... protifeci predpokladu (2). O

K dtkazu jednoznacnosti se ndm bude hodit jesté jedna analogie Lemmatu [4.5] tentokréat do-
kézana za predpokladu existence NSD. ProtoZe obecné neméame k dispozici Bézoutovu rovnost,
budeme muset postupovat obezietnéji nez v sekci

Lemma 6.4. Bud R obor integrity a a,b,c € R takové, Ze erxistuje NSD(a,b) i NSD(ac, bc).
Pak

NSD(ac, bc) = ¢ - NSD(a, b).

Diikaz. Vzhledem k tomu, ze NSD je definovan aZ na asociovanost, stac¢i dokazat, ze leva strana
rovnosti déli pravou a naopak. Ozna¢me u = NSD(ac, bc). Pro ¢ = 0 tvrzeni plati trivialné,
predpokladejme tedy ¢ # 0.

Nejprve dokazeme, ze u | ¢-NSD(a, b). ProtoZe u | ac, existuje x s vlastnosti ac = uz. Protoze
u | be, existuje y s vlastnosti be = uy. Protoze ¢ je spoleény délitel ac, be, plati ¢ | u, a tedy
existuje z s vlastnosti u = cz. Dostavame ac = czx a bc = czy a kracenim ziskame vztahy a = zx
a b= zy. Tedy z je spole¢ny délitel a, b, tedy z déli NSD(a,b), a tudiz u = cz | ¢- NSD(a, b).

Naopak, protoze NSD(a, b) déli a i b, tak ¢ - NSD(a,b) déli ac i be, a tudiz musi délit i jejich
nejvétsiho spoleéného délitele. O

Lemma 6.5. UvazZujme obor integrity, kde existuji NSD vsech dvojic prvki. Pak je kazZdy ire-
ducibilni prvek prvocinitelem.

Diikaz. Bud p ireducibilni a a,b takova, ze p | ab. Predpoklddejme, Ze p t a. Z ireducibility
plyne, 7ze NSD(a,p) = 1, a tedy podle Lemmatu

NSD(ab, pb) = b- NSD(a, p) = b.

OvsSem p je spoleénym délitelem ab a pb, tedy p | NSD(ab, pb) = b. O
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Diikaz jednoznacnosti rozkladi. Sporem. Mezi vSemi prvky s riznymi ireducibilnimi rozklady
zvolme takové a, jehoz rozklad je nejkratsi, ve smyslu sou¢tu exponentt u vsSech ireducibilnich

prvka v tomto rozkladu. Ozna¢me tento nejkratsi rozklad a || plfl -...-pfr a uvazujme néjaky
jiny rozklad a || ¢! - ... - glm. Protoze je p; ireducibilni, podle Lemmatu ﬂ musi délit nékteré
¢;- Protoze jsou vSechna ¢; ireducibilni a p; } 1, mame p; || ¢;. Pak ale
ki—1 k kn, l li— Li—1 1 Im
b=pi'" Py G TG
je prvek s kratsim nejednoznacnym rozkladem, spor. O

Véta je zajimava mimo jiné proto, ze charakterizuje gaussovské obory dvéma zcela roz-
dilnymi zptsoby. Definice pomoci existence a jednoznacnosti rozkladu je Cisté aritmeticka, for-
mulovana jako vlastnost operace nasobeni v oboru R. Naopak druhou stranu charakterizace lze
formulovat ¢isté v jazyce relace délitelnosti: podminka (1) fik4, Ze vzhledem k ,usporadéni“
| existuji ,infima* v8ech dvouprvkovych mnozin, a podminka (2) k4, Ze v ném neexistuje
nekonecny ostte klesajici fetézec.

6.3. ReSeni diofantickych rovnic pomoci rozkladu v rozsiieni.

Jednou z ptuvodnich motivaci k vytvoreni abstraktni teorie délitelnosti bylo feseni diofan-
tickgjch rovnic, tj. polynomialnich rovnic v oboru celych ¢isel. Asi nejznaméjsi takovou rovnici
fesi velkd Fermatova véta, tedy tvrzeni, ze pro zadné n > 3 neexistuji nenulova celd ¢isla x, y, z
spliujici 2™ + y" = 2". Historie tohoto problému je davna: Pythagoras Tesil pfipad n = 2 jiz
v 6. stoleti pfed letopoétem (pravouhlé trojuhelniky s celo¢iselnymi hranami) a obecné rovnice
byla na stole pfinejmensim od dob Pierra Fermata (17. stoleti), ktery, jak znamo, prohlésil,
ze zaddné Teseni neexistuje, ale své prohlaseni nepodlozil diikazem. Leonhard Euler v roce 1753
prokézal neexistenci nenulového reseni pro n = 3 pomoci pocitani v Eisensteinovych ¢islech.
Jeho metodu rozvijeli dalsi matematici, na hranici jejich moznosti ji dotdhl Ernst Kummer v
poloviné 19. stoleti, kdy dokazal neexistenci nenulovych feseni pro vSechna regularni prvodisla.

Zakladni myslenka této metody je, Ze obé strany dané rovnice rozlozime a srovnanim ire-
ducibilnich rozkladti dojdeme k néjaké malé mnoziné feSeni (zkuste si takto vyfesit rovnice
2?2 —y? =5 a 2% + 32 + 2 = y?). Pfitom rozklad nemusime hledat v oboru Z, ale v libovolném
gaussovském nadoboru, ve kterém pak budeme provadét vSechny tvahy. Metodu si ukdzeme na
konkrétni rovnici 22 + 1 = y3. Reseni vyuzivé fakt, Ze je obor Z[i] gaussovsky, coz je okamzitym
dtsledkem Vét 3.4 a [7.3]

Uloha. Reste v oboru celych &isel rovnici
22+ 1 =195

Reseni. Uvazujme feseni z,y € Z a poéitejme v oboru Z[i]. Nejprve rozlozime 22 + 1 = (z +
i)(r—1i) a dokazeme, Ze jsou ¢isla z+1i, z—i nesoudélna. Podle pravidla NSD(a, b) = NSD(a, a—b)
dostavame
NSD(z + i,z — i) = NSD(x + 4, 2i) = NSD(z — 4, 2i),

a protoze ¢islo 2i m4 ireducibilni rozklad (1+44)2, musi byt vysledek jedno z &isel 1,1+, (1+1i)2.
Pokud je x sudé, pak je v(z + ) liché, a tedy NSD(z + i,x — i) = 1. Pokud je z liché, pak je
v(z+1i) = v(z — i) = 2 (mod 4) (dosadte v = 2k + 1), a tedy (1 + 7)? nedéli z + i ani x — i,
¢ili v ireducibilnim rozkladu téchto éisel je 1+ ¢ nejvyse jednou. Protoze je soucin (z +1i)(x — 1)
tfeti mocninou, pocet prvocisel 1+ ¢ v jeho ireducibilnim rozkladu musi byt délitelny tfemi; ¢ili
jedind moZnost je, Ze tam neni zadné. Tedy NSD(z + i,z — i) = 1.

Dokazali jsme, Ze x + i a x — i jsou nesoudélné v Z[i]. Protoze jejich souéin je tfeti mocninou
¢isla y, kazdé z nich musi byt tfeti mocninou néjakého prvku Z[i] (tfeti mocnina ma vSechny
¢initele ireducibilniho rozkladu s exponentem délitelnym 3; pfitom rozklady x+1¢, x —i pouzivaji
disjunktni sady ireducibilnich prvki, ¢ili samy musi byt tfeti mocninou). Uvazujme takové a+bi:
z rovnosti (a + bi)? = (a® — 3ab?) + (3a®b — b3)i = x + i plyne b(3a® — b?) = 1, coz m4 jediné
celociselné teseni b = —1, a = 0. To dava jediné celociselné feSeni ptivodni rovnice z = 0,
y = 1. U
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Pro Fermatovu rovnici se hodi rozklad

" = 2" = (2= 2)(w = Gua)(@ — Gre) - (= G e

v cyklotomickém rozsifeni Z[(,] a dojde se ke sporu s tim, Ze by tento rozklad mél byt n-
tou mocninou néjakého ¢isla. Wilestiv diikaz velké Fermatovy véty z roku 1995 nakonec vyuzil
aplné jinou metodu, kterd pirevadi feseni jistého typu rovnic na problémy o eliptickych kiivkach
a modularnich formach, ale to uz je jina historka.

7. EUKLEIDUV ALGORITMUS A BEZOUTOVA ROVNOST
7.1. Eukleidovské obory.

Definice. Obor R se nazyva eukleidovsky, pokud na ném existuje eukleidovskd norma, tj.
zobrazeni
v:R— NU{0}
splnujici
(0) »(0) = 0;
(1) pokud a | b # 0, pak v(a) < v(b);
(2) pro vSechna a,b € R, b # 0, existuji ¢,r € R takova, ze

a=bg+r a v(r)<v().

FEukleidovskd norma ndm umoziiuje ,,méfit* prvky daného oboru s ohledem na jejich délitel-
nost. Podminka (2) fikd, Zze pro kazdou dvojici a,b # 0 existuje ,podil“ ¢ a ,zbytek* r (bez
naroku na jejich jednozna¢nost!), pfi¢emz zbytek je ,mensi“ nez prvek, kterym délime. V§im-
néte si, ze v(a) = 0 pravé tehdy, kdyz a = 0: zbytek po déleni jakymkoliv nenulovym prvkem
musi mit mensi normu, ¢ili norma délitele nemtze byt 0.

P¥iklad. Rada gaussovskych oborti je také eukleidovskych:

e Télesa jsou eukleidovské obory. Eukleidovskou normou je napf. zobrazeni v(0) = 0 a
v(a) = 1 pro vSechna a # 0.

e Obor Z je eukleidovsky. Normou je absolutni hodnota, tj. v(a) = |al.

e Obor T|z] je eukleidovsky pro libovolné téleso T. Normou je

u(f) =1+ deg f.

Vlastnost (1) je zfejmé a vlastnost (2) plyne z Tvrzeni (Norma je nezdpornd, takze
ke stupni musime pfi¢ist 1.)

e Nékteré obory Z[/s| jsou eukleidovské, napf. pro s = —1,+2, 3, nékteré ne, napt. pro
s = —3,5. V uvedenych pripadech je normou

v(a +by/s) = |a% — sb?|.
Vlastnost (1) plati pro kazdé s diky Tvrzeni Vlastnost (2) pro Gaussova celd ¢isla
plyne z Tvrzeni

Existuji gaussovské obory, které nejsou eukleidovské, napiiklad obor Z[z] nebo obory po-
lynomt vice proménnych (i nad télesem). Rozebereme ptipad oboru Z[z]|. Zobrazeni v(f) =
1 + deg f neni eukleidovskou normou: naptiklad pro polynomy 3z a 2z neexistuji ¢,r € Z[z]
spliujici 3z = ¢ - 2z + r a degr = 0 — po dosazeni nuly vidime, ze r = 0, a tedy musi platit
3x = 2qx, ale takovy polynom v Z[x] neexistuje. Pozor, z uvedeného neplyne, ze obor Z|x]
neni eukleidovsky! Pouze jsme dokazali, ze toto konkrétni v neni eukleidovskou normou. P¥imy
dukaz, ze zadné zobrazeni Z[z] — NU{0} nespliiuje podminky eukleidovské normy, by byl kom-
plikovany. Nastésti, tento fakt ihned plyne z Véty v eukleidovskych oborech plati Bézoutova
rovnost, ale Z[z| ne, jak jsme si ukézali v minulé sekci.

Primarnim dusledkem eukleidovské normy je Eukleiduv algoritmus na vypocet NSD a Bé-
zoutovych koeficientt.

Eukleiduv algoritmus. Bud R eukleidovsky obor.
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e VSTUP: a,b € R, v(a) > v(b).
e VYSTUP: NSD(a,b) a u,v € R spliujici NSD(a,b) =u-a+v - b.
eay=a, uyg=1 wvy=0.
ar=b, u1 =0, vy =1.
e pro ¢ = 2,3, ... provadéj nasledujici:
zvol q,r tak, aby a,—1 = a;,q+r a v(r) <wv(a;), a definuj
Ai+1 =T, U4l = Ui—1 — UG,  Vi41 = Vi—1 — Viq
pokud a;+1 = 0, odpovéz a;, u;, v;
Véta 7.1 (spravnost Eukleidova algoritmu). V eukleidovském oboru R najde Eukleidiv algo-
ritmus pro jakykoliv vstup a,b € R hodnotu NSD(a,b) a tzv. Bézoutovy koeficienty u,v € R
splriugict
NSD(a,b) =u-a+v-b.
Dikaz. Vzhledem k tomu, ze v(ag) > v(ay1) > v(ag) > v(as) > ... > 0, algoritmus se musi po
kone¢né mnoha krocich zastavit; oznac¢me n ¢islo kroku, ve kterém se tak stane. Stac¢i dokazat
nasledujici dvé vlastnosti:

(1) NSD dvou po sobé jdoucich prvki se neméni, tj. pro kazdé i = 1,...,n plati NSD(a;_1,a;) =
NSD(CLi, ai+1);

(2) pro kazdé i =0,...,n plati a; = u; -a+v; - b.

Vzhledem k tomu, ze NSD(u,0) = u pro kazdé u, algoritmus spravné odpovi
an = NSD(ay,0) = NSD(ap—1,a,) = ... = NSD(ag, a1) = NSD(a, b).
Obé vlastnosti plynou z vyjadfeni
Aj—1 = a4 + Qi41.
Pro dikaz (1) si sta¢i uvédomit, ze dvojice a;—1,a; ma stejné spoleéné délitele jako dvojice
ai,a;+1 (jde o analogii Lemmatu [4.3)). Indukei ovéfime (2). Pro i = 0,1 vyrok plati z definice.
Predpokladéame-li a;_1 = uw;_1a + v;_1b a a; = u;a + v;b, pak
Qi+l = Qj—1 — ;4 = (ui,la + ’Ul',lb) — (uia + Uzb) - q

= (ui—1 —©iq) - a + (vi—1 — v;q) - b = uiy1a + viy1b.

O
Uloha. Spoctéte NSD(3 + 11i, —2 + 9i) v oboru Z[i].
Reseni pomoci Eukleidova algoritmu. Délenim postupné dostéavame &isla ag = 3 + 114, a1 =
—249i, a0 =4, a3 = -2+ 1, ag = 1, a5 = 0, nejvétsi spolecny délitel je tedy 1. O

Reseni pomoci rozkladi na ireducibilng proky. Plati v(3+11i) =130 =2-5-13 a v(—2 + 9i) =
85 = 517, ¢ili piipadny spolecny délitel by mél normu 5. Jediné dva prvky normy 5, az na
asociovanost, jsou 2 +i. Snadno vyzkousime, ze 2+t 3+ 114, 2 — i { —2 4 94, ¢ili uvedend ¢isla
jsou nesoudélna. O

Nyni jiz snadno dokézeme, ze v eukleidovskych oborech ma kazdy prvek jednozna¢ny iredu-
cibilni rozklad.

Lemma 7.2. Bud' R eukleidovsky obor a a,b € R, a,b# 0. Pokud a | b aalf b, pakv(a) < v(b).

Dikaz. Napisme

e b= au pro néjaké u € R,

e a = bg + r pro n&jakd q,r € R, v(r) < v(b).
Vzhledem k tomu, Ze b 1 a, plati r # 0. Dosazenim ziskdme vyjadieni r = a — bg = a — auq =
a(l — uq), z kterého plyne, Ze a | . Protoze r # 0, dostavame v(a) < v(r) < v(b). O

Veéta 7.3. FEukleidovské obory jsou gaussovskeé.
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OBRAZEK 9. Idedl I v oboru R.

OBRAZEK 10. Tlustrace ditkazu Véty v pfipadé R = Z.

Diikaz. Podle Véty staci dokazat, Ze v eukleidovskych oborech existuji NSD a neexistuji
nekone¢né posloupnosti vlastnich déliteld. Prvni fakt jsme dokéazali ve Vété Druhy plyne
bezprosttedné z predeslého lemmatu: takova posloupnost by méla ostie klesajici normu, coz
nelze. U

Dtisledkem Véty|7.3|je, ze Gaussova cela ¢isla ¢i obory polynomt nad télesem jsou gaussovské.
7.2. Obory hlavnich ideala.
Definice. Bud R komutativni okruh. Idedlem v R nazyvadme kaZdou neprazdnou podmnoZzinu

I C R takovou, ze

e pokud a,be I, pak —a€laa+bel,
epokudacelareR,pakr-acl.

Priklad. Mnoziny nZ = {nz : z € Z} = {u € Z : n | u} jsou idedly v oboru Z. Z Véty
plyne, Zze zadné jiné idedly v oboru Z nejsou.

Konstrukci ideali z predchoziho prikladu lze zobecnit.

Tvrzeni 7.4 (definice hlavnich idealt). Bud R komutativni okruh a a € R. Pak
aR={ar: reR}={ucR: al|u}
je idedl v R. Je to nejmensi idedl (nejmensi vzhledem k inkluzi) obsahujici prvek a.

Dikaz. Soucet a rozdil dvou prvkii délitelnych a je délitelny a, a pokud a | u, pak a | ru pro
libovolné r € R. Cili aR je ideal.

Bud I libovolny ideal obsahujici prvek a. Pak I jisté obsahuje i vSechny jeho nésobky, ¢ili
aR C I, a tedy aR je nejmensim idealem obsahujicim prvek a. U

Definice. Ideily z Tvrzeni se nazyvaji hlavni. Specidlné, {0} = OR a R = 1R jsou hlavni
idealy v libovolném komutativnim okruhu; fiké se jim nevlastni.

Hlavni ideély pékné odrazeji délitelnost: z tranzitivity relace délitelnosti ihned plyne, Ze
e a | b pravé tehdy, kdyz bR C aR;
e a || b pravé tehdy, kdyz aR = bR.
Co jiné priklady ideali? Nasledujici véta fiké, ze se budeme muset poohlédnout jinde nez v
Z & v Tlx].
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Véta 7.5. V eukleidovskiych oborech je kaZdy idedl hlavni.

Dikaz. Bud I idedl v eukleidovském oboru R. Je-li I = {0}, pak I = OR. V opa¢ném ptipadé
ozna¢me a takovy prvek idedlu I, ktery ma nejmensi nenulovou eukleidovskou normu (libovolny
z nich, je-1i jich vice). Dokadzeme, ze I = aR. Ziejmé aR C I, pro spor tedy pfedpokladejme, ze
existuje néjaky prvek b € I \ aR. Zvolme g, r spliujici b = ag + r a v(r) < v(a). Samoziejmé
r # 0, protoZze b neni délitelné a, a tedy 0 < v(r) < v(a). Ovsem

r=_b — aq €1,
~N
el el

coz je spor s vybérem a jako prvku I s nejmensi kladnou normou. O

Okamzitym disledkem je fakt, ze t€lesa jsou prave ty komutativni okruhy, které nemaji zadné
vlastni idealy. Vyuzijeme jej v sekci pti konstrukei téles jako faktorokruhi.

Tvrzeni 7.6 (idedly v télesech). Bud R komutativni okruh s jednotkou. Pak R je téleso prdvé
tehdy, kdyz ma pouze nevlastni idedly.

Diikaz. (=) Télesa jsou eukleidovské obory, tedy kazdy idedl je hlavni. Pro kazdé a # 0 plati
a || 1, ¢ili pro kazdy idedl aR plati aR = 1R = R.

(<) Pro kazdy hlavni idedl aR, a # 0, plati aR = R = 1R, ¢ili kazdy nenulovy prvek a je
invertibilni. O

Definice. Komutativni okruhy, které neobsahuji jiné idealy nez hlavni, nazyvame okruhy hlav-
nich idedlu; v pripadé obort integrity hovorime o oborech hlavnich idedli.

Véta[7.5 tak Fiké zZe eukleidovské obory jsou obory hlavnich idealt. Opac¢na implikace neplati,

ale najit néjaky priklad neni snadné. Asi nejjednodussim prikladem neeukleidovského oboru
hlavnich ideélu je Z[Hgﬂ] a diikaz tohoto faktu je pomérné obtizny.

V Sekci jsme ukazali, Ze obory Z|[x| ani obory polynomt vice proménnych nejsou euklei-
dovské, protoze v nich neplati Bézoutova rovnost. Ukazeme, Ze v nich také existuje ideal, ktery
neni hlavni. Oba pfiklady jsou zalozené na nasledujici mysSlence. Je-li aR hlavni ideal, ktery
obsahuje dva nesoudélné prvky u,v, pak aR = R: z u,v € aR plynea |uia | v, élia | 1, a
tedy aR = R.

Piiklad. Obor Z[x] neni obor hlavnich idealt. Uvazujme mnozinu
I ={fe€Z[z]: f(0) je sudé} C Z[x].

Je vidét, ze jde o ideal. Pfitom I obsahuje polynomy 2 a x, které jsou nesoudélné, nemuze tedy
byt hlavni.

Priklad. Obor Rlzy,...,zx] (kde R je libovolny obor integrity a & > 1) neni obor hlavnich
idedlt. Uvazujme mnozinu

I={f€eR[x1,...,zx): f(0,...,0) =0} C R[z1,...,2k]

Je vidét, Ze jde o idedl. Pritom I obsahuje polynomy x; a x9, které jsou nesoudélné, nemuize
tedy byt hlavni.

Nyni si dokdzeme jedno pomocné tvrzeni o obecnych idedlech.

Tvrzeni 7.7 (prunik, soucet a sjednoceni idealt). Bud R komutativni okruh.
(1) Jsou-li I,J idealy v R, pak I N J je také idedl v R.
(2) Jsou-li I,J idedly vR, pak I+ J ={a+b: a€l,be J} je také idedl v R. Tento idedl
je nejmenst takovy, Ze obsahuje I U J.
(3) Jsou-li I, j € N, idedly v R takové, Ze Iy C Iy C I3 C ..., pak U,y I; je také idedl v
R.
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Diikaz. (1) Bud a,b € INJ ar € R. Pak a + b, —a,ra nalezi do obou idealt I,.J, tedy i do
jejich priniku.

(2) Buda+b,c+d eI+ J, pficemz a,c€ [ abde J,abudr € R. Pak (a+b)+ (c+d) =
(a+e)+(b+d)el+J, —(a+b)=(—a)+(-b)el+Jar(a+b)=ra+rbelI+J. Oba
idedly I, J jsou podmnozinou I + J a naopak, pokud idedl K obsahuje I i J, pak jisté obsahuje
i vSechny soucty prvka z I a prvkia z J, tedy I + J C K.

(3) Bud a,b € UjeNIj a r € R. Pak existuji j,k € N takova, ze a € I; a b € I}, cili
a,b € Lyax(jk): @ tedy a+b,—a,ra € Inaxir) € Ujen £ O

Vztazeno na hlavni idealy, nejmensim idedlem obsahujicim dva prvky a,b je ideal
aR+bR = {ar +bs: r,s € R},

a dale indukci, nejmensim idedlem obsahujicim prvky ai,...,a,, tzv. idedl generovany prvky
CLl,...,(ln,je

a1R+"'+anR:{Zairi: T17~~',7‘n€R'}

Témto prvkum se také tika bdze idedlu (bez naroku na nezavislost, jak je zvykem v line-
arni algebfe). VySe uvedené nehlavni idedly pak mtiZzeme napsat jako 2Z[x] + xZ[x], resp.
r1R[z1, ..., 2] + ... + zxR[z1, . .., xx]. Hilbertova vétu o bazi nicméné fika, ze v oborech po-
lynomi nad Z ¢i nad télesy ma kazdy idedl kone¢nou bazi.

Nyni jiz mizeme dokazat, jak se obory hlavnich ideélt zafazuji do hierarchie oborti z hlediska
teorie délitelnosti.

Véta 7.8. Obory hlavnich idedli jsou gaussovské a plati v nich Bézoutova rovnost.

Diikaz. Bud R obor hlavnich ideéld. Podle Véty staci dokazat, ze v R (1) existuji NSD a
(2) neexistuji nekoneéné posloupnosti vlastnich délitelt. Pfipomenime, Ze pro libovolna u, v plati
u|v<evR CuR.

(1) Zvolme a,b € R a ozna¢me I = aR+bR. Kazdy ideal je hlavni, existuje tedy ¢ € R takové,
ze I = cR. Protoze aR,bR C cR, mame c | a i c| b. Dale, pokud je d spoleénym délitelem a, b,
pak aR C dR a bR C dR, tedy I = cR C dR a dostavame d | c¢. Vidime, ze ¢ = NSD(a,b) a
navic ¢ € aR + bR, tedy ¢ = ar + bs pro néjaka r,s € R, coz je Bézoutova rovnost.

(2) Pro spor predpoklddejme, Ze v R existuje nekoneénd posloupnost vlastnich déliteli

ar,az,... (tj. aiy1 | a; a a; 1 ajr1). Pak aiR C aaR C a3R C ... a oznaéme [ = J;cyaiR.
Tato mnozina také tvori ideal, takze I = bR pro néjaké b € I. Ovsem toto b musi byt prvkem
n&jakého a; R, pro n&jaké i € R. Ale pak bR C a;R C a;41R C ... C I = bR, spor. O

Na zavér uvedeme historickou motivaci pojmu ideal. Myslenku lze nastinit nasledujicim zpt-
sobem: obor Z[v/5] neni gaussovsky, protipiikladem je napf. rozklad 4 = 22 = (1++/5)(—1+/5).
Kdyby ovsem existovaly né&jaké ,ideélni ireducibilni prvky“ (idealni ve smyslu hypotetické) p, g
takové, ze 2 = pq, 1 + /5 = p? a —1 + /5 = ¢%, najednou bychom méli tenty# rozklad. Témito
yidedlnimi prvky“ se nakonec ukazaly byt tzv. prvoidedly, tj. idealy splnujici dodateénou pod-
minku ,ab € I = a € I nebo b € I“. Moderni algebraické teorie ¢isel pak vychézi z poznatku,
ze v mnoha oborech, v¢etné Z[\@}, lze kazdy ideal rozlozit jednoznacné na soucin prvoidealt.
Vice viz libovolné ucebnice algebraické teorie cisel.

7.3. Hierarchie obort integrity.
Ve Vétach a[7.8| jsme dokézali nasledujici hierarchii obort integrity:

eukleidovsky obor => obor hlavnich idedli =—> gaussovsky obor

Zakladni vlastnosti téchto tfid jsou shrnuty v nasledujici tabulce:
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ireducibilni | existence | Bézoutova | Eukleidav

obory | rozklady NSD rovnost | algoritmus
eukleidovské v v v v
hlavnich idealta v v v X
gaussovské v v X X
obecné X X X X

A na zavér par prikladi, které stoji za zapamatovani.

eukleidovské | télesa, Z, T[z] (T téleso), Z[i], Z[v/2], Z[iv/2]
hlavnich ideali, ne eukleidovské Z[%]

gaussovské, ne hlavnich ideédlu | Z[z|, Rz, y,...]| (R gaussovsky)
ne gaussovské | Z[v/5], Z[iv/3]
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Algebra polynom

8. POLYNOMY NAD GAUSSOVSKYMI OBORY

8.1. Gaussova véta.

Polynomy jedné proménné nad télesem tvoii eukleidovsky obor, a podle Véty jsou gaus-
sovské. Polynomy vice proménnych, nebo tfeba polynomy nad Z, eukleidovské nejsou. K dikazu
jejich gaussovskosti potfebujeme jinou techniku: délitelnost polynomt nad oborem R 1zce sou-
visi s délitelnosti nad jeho podilovym télesem Q, viz Lemma [8.2] a Véta

Definice. Polynom f z R[z]| se nazyva primitivni, pokud jsou jeho koeficienty nesoudélné, tj.
kdykoliv néjaky prvek ¢ € R déli vSechny jeho koeficienty, pak ¢ || 1.

Napiiklad 2%y + x neni primitivni v oboru (Z[z])[y] (mame netrivialntho délitele x), ale je
primitivni v oboru (Z[y])[z].

Matematicky princip vztahu mezi délitelnosti v R[z] a Q[z] je obsaZen v nasledujicim tvrzeni,
znamém jako Gaussovo lemma, které ¥ika, Ze soucin primitivnich polynomu je primitivni, ovSem
pouze za predpokladu, Ze je obor R gaussovsky.

Lemma 8.1 (Gaussovo lemma). Bud R gaussovsky obor a f,g primitivni polynomy z R[z].
Pak soucin fg je také primitivni polynom.

Ditkaz. Ozna¢me f = > I ja;x* a g = > i bz’ a predpoklddejme, Ze fg neni primitivni
polynom. Diky existenci ireducibilnich rozkladua existuje ireducibilni prvek p € R, ktery déli
vSechny koeficienty sou¢inu fg. Zvolme nejmensi j takové, Ze p { a;, a nejmensi k takové,
Ze p t by (protoze jsou polynomy f,g primitivni, p nemuize délit vSechny jejich koeficienty).
Podivejme se na (j + k)-ty koeficient polynomu fg:

Cjt+k = aoijrk +... .+ aj_lbkﬂ + ajbk + aj+1bk,1 +...+ a/jJrkbO.
Protoze p | a; pro vSechna i < j, mame
P ‘ aobj+k + ...+ aj_lbk+1.
Protoze p | b; pro vSechna i < k, mame
P ‘ CL]‘_kufl + ...+ aj+kb0.
Tedy p déli vSechny ¢leny souctu vlevo i vpravo od a;bi. Tento ¢len naopak p délitelny neni,
protoze p je ireducibilni, tedy prvocinitel (Dusledek , a pritom nedé€li ani aj;, ani by. Cili
P { Cjtk, SPOL. O
Disledkem je slibovana souvislost délitelnosti nad oborem a nad jeho podilovym télesem.

Lemma 8.2 (délitelnost v oboru vs. podilovém télese). Bud R gaussovsky obor, Q jeho podilové
téleso a f,g primitivni polynomy z R[x]. Pak f | g v R[z] prdvé tehdy, kdyz f | g v Qlx].

Dikaz. f | g v R[z] znamend, Ze existuje h € R[z]| spliujici ¢ = fh. Podobné, f | g v Q[z]
znamena, ze existuje h € Q|x] splitujici g = fh. Cili implikace (=) je trivialni a musime dokazat
tu opa¢nou. Méjme takovy polynom h € Q[z] a zvolme ¢q € @ tak, aby byl gh primitivni polynom
z Rlz] (staci vzit ¢ = § € Q, kde a je NSN jmenovatelii vSech koeficientt, a b je NSD citatelt
v8ech koeficientl polynomu h). Dostavame gg = f - gh. Na pravé strané je souéin primitivnich
polynomu z R|z], takZe podle Gaussova lemmatu je qg také primitivni polynom z R|x].
Protoze je g primitivni, jmenovatel g musi byt invertibilni. Protoze je ¢g primitivni, citatel
g musi byt také invertibilni. Cili ¢ je invertibilni prvek R, a tedy polynom h musel naleZet
R[z]. O
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Pro ucely nésledujici véty nam bude hodit nasledujici znaceni. Pro polynom f =" a;xt #
0 definujeme
1

<’

(pokud uvedeny NSD neexistuje, pak c(f) a pp(f) nejsou definovany), hovorime o obsahu a
primitivni ¢dsti polynomu f. VSimnéte si, Ze polynom f je primitivni pravé tehdy, kdyz c(f) = 1.
Polynom pp(f) je vzdy primitivni.

c(f) =NSD(ag,...,an) a  pp(f) =

Véta 8.3 (NSD a ireducibilita v oboru vs. podilovém télese). Bud R gaussovsky obor, Q jeho
podilové téleso a f,g polynomy z R[x]. Pak
(1) NSDgyy(f;9) ezistuje a je roven soucinu c-h, kde c = NSDr(c(f), c(g)) a h je primitivni
polynom z Rlz] sphiujici h = NSDq,(pp(f), pP(9))-
(2) f je ireducibilni v R[z] prdvé tehdy, kdyz
e deg f =0 a f je ireducibilni v R; nebo
e deg f > 0, f je primitivni a ireducibilni v Q[z].

Pfedné je tfeba vyjasnit, pro¢ je formulace bodu (1) tak slozita, pro¢ nemizeme rovnou psat
vzorec ve tvaru

NSDRgp)(f,9) = NSDr(c(f), c(g)) - NSDq (pp(f), PP(9))-

Je to kviili nejednoznacnosti operatoru NSD. Nésledujici tvrzeni jsou platna v Q[z]: NSDgj, (22 +
20+1,2% —1) = 22+ 2, NSDg,j (z? + 22+ 1,22 — 1) = 22+ 3. Prvni odpovéd nemtizeme v Z[z]
pouzit, protoze vysledek je délitelny 2, ale ani jeden z polynomi ¢islem 2 délitelny neni. Dru-
hou odpovéd nemuzeme pouZit, protoze vysledek ani nelezi v Z[z]. Véta Fika, Zze pouzit mame
primitivni vysledek, tj. v naSem pfipadé x4 1 nebo —x — 1. Takovy polynom jisté existuje: staci
vzit libovolny h = NSDQM( f,g) a prendsobit jej vhodnym zlomkem, podobné jako v dikazu
Lemmatu 8.2

Diikaz Vety[8.3 (1) Nejprve dokazeme, Ze pro primitivni polynomy f, g z R[z] existuje NSDg, (f, 9)
a je roven primitivnimu polynomu h z R[z] spliujicimu h = NSDqy,(f, ). Polynom A déli f, g
v Qlz] a je primitivni, tedy diky Lemmatu deli f,g i v R[z], takze je to spoleény délitel.
Kdykoliv mame jiny spole¢ny délitel d | f, g v R[z], pak je jisté primitivni, d | f,g v Q[z], tedy
d| h v Q[z], a opét podle Lemmatu 8.2 d | h v Rlx].

Nyni odvodime obecny vztah. Protoze ¢ = NSDgr(c(f),c(g)) déli ¢(f) i c(g), a zaroven h =
NSDgy.(pp(f), PP(g)) déli pp(f) i pp(g), tak jejich soucin ch déli oba polynomy f, g, ¢ili ch je
spoleény délitel. Dokazeme, Ze je to nejvétsi spoleény délitel: pokud néjaky d déli f i g, pak c¢(d)
déli c(f) i c(g), tedy c(d) | ¢; analogicky pp(d) | h a dostavame d | ch.

(2) Rozlozme f = c(f) - pp(f). Je-li f ireducibilni, pak ¢(f) || 1 nebo pp(f) || 1. V druhém
pripadé je f konstantni a musi byt ireducibilni v R. V prvnim p¥ipadé je f primitivni. Zbyva si
uvédomit, ze primitivni polynom je ireducibilni v R[z| pravé tehdy, kdyz v Q[z]. Pokud by mél
v Qz] vlastniho délitele g, pak uvazujme ¢ € @ takové, ze gg je primitivni polynom z R[z], a
tento bude diky Lemmatu [8.2] vlastnim délitelem v Rz]. O

Piiklad. Uvazujme obor Z[x] a polynomy

f =42+ 8z + 4, g = —6x+6.
Pak ¢ = NSDz(4,-6) =2, h = NSDQ[:C](:EQ +2r+ 1,22 - 1) =z +1, a tedy NSDz,(f,9) =
2-(z+1).
Priklad. Z bodu (2) plyne, Ze primitivni polynom je ireducibilni v R[z] pravé tehdy, kdyz v
QJz], ale obecné to neplati:

e polynom 2z — 2 je ireducibilni v Q[z], ale neni ireducibilni v Z[z], rozklada se jako
2 (z—1);
e polynom 2 neni ireducibilni v Q[z], protoZe je invertibilni, ale je ireducibilni v Z[z].
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Z bodu (2) ihned plyne existence ireducibilnich rozkladt v R[z], ale s jednoznac¢nosti to je

vvvvvv

Véta 8.4 (Gaussova véta). Je-li R gaussovsky obor, pak je R[z] také gaussovsky obor.

Diikaz. Pouzijeme charakterizaci z Véty Existenci NSD v R[z] jsme dokézali ve Vété
Bud fi, f2, f3,... nekonecna posloupnost vlastnich déliteld v R[z|. Pak deg f; > deg fo >

deg fs > --- > 0, a tedy existuje n takové, ze deg f, = deg fr,+1 = ... Oznacime-li u; vedouci
koeficient polynomu f;, pak un, un41,Unyo ... tvori nekonecnou posloupnost vlastnich délitel
v R, spor. O

Z Gaussovy véty ihned plyne, Ze také obory vice proménnych nad gaussovskym oborem jsou
gaussovské: pouzije se indukce podle po¢tu proménnych a vztah Rz, ..., z,] = (R[z1, ..., zp—1])[zn]-

8.2. Racionalni kofeny a Eisensteinovo kritérium.
Piipomerite si dikaz Gaussova lemmatu (Lemma [8.1]). Na podobném principu jsou zaloZena
dvé uzitecnd kritéria, jedno na existenci racionalnich kotfent, druhé na ireducibilitu.

Tvrzeni 8.5 (kritérium existence racionalniho kofene). Bud R gaussovsky obor a Q jeho podi-
lové teleso. Ma-li polynom f =71 a;x* € R[z] koten t € Q (predpokldddme r,s nesoudélnd),
pak T |ap as| ay.

Diikaz. Dosadme prvek = do f. Protoze > " ai(g)i = 0, pfendsobenim prvkem s" dostdvame

aps” +a1rs"  +aor?s" 4+t ap_1r" s+ anr™ = 0.

Protoze r déli vSechny ¢leny a;rs™ ', ..., a,r™ i pravou stranu, musi délit i prvni ¢len ags™.

Protoze jsou r, s nesoudélné, musi r délit agp (zde vyuzivame gaussovskost, konkrétné Dusledek
2) aplikovany na vSechny ireducibilni prvky v rozkladu r). Analogicky, protoze s déli vSechny
éleny ags™, ..., a,_17" s, musi délit i posledni ¢len a,r", tedy s | a,. O

Piiklad. Najdeme vSechny racionalni kofeny polynomu 2z° — 3z* + 22 — 3. Podle Tvrzeni
jsou jedinymi kandidaty cisla 41, 43, i% a i%. Dosazenim zjistime, ze vyhovuje pouze ¢islo
3

5
Priklad. Raciondlnimi kofeny polynomu z" — p, p prvocislo, mohou byt pouze ¢isla +1,+p a
ani jedno ocividné nevyhovuje (pro n > 2). Dusledkem je, Ze vSechny odmocniny prvocisel {/p
jsou iracionalni.

Tvrzeni 8.6 (Eisensteinovo kritérium). Bud R obor integrity a f = Y. a;x’ primitivni
polynom z R[z]. Pokud existuje prvocinitel p € R spliugici p | ag, p | a1, ..., p | an_1 a p*1{ ao,
pak je polynom f ireducibilni v R|x].

Piipomernime, ze podle Dusledku (2) jsou v gaussovskych oborech prvocinitelé totéz, co
ireducibilni prvky.

Diikaz. Pro spor uvazujme rozklad f = gh, kde g = Zf:o bzt a h = 22:0 c;x' jsou polynomy
z R[x] stupné alespon 1. ProtoZe prvoéinitel p déli ag = bocy, plati p | by nebo p | ¢p, ale urcité
ne oboje zarovein, protoze p®> { ag. Necht je to bez jmy na obecnosti by. Podobné, protoze
p | a1 =bocr + bico a p 1 co, musi p | by. Protoze p | ag = boca + bicy + bacy a p 1 ¢, musi p | be.
Postupné zjistime, ze p déli vSechny koeficienty b;, tedy p | g | f, coz je spor s primitivitou. O

Priklad. Z Eisensteinova kritéria plyne ireducibilita polynomt 2" + a v oboru Z[z] pro kazdé
a takové, ze existuje prvocislo p splitjici p | a, p? 1 a.

9. PoCGITANT MODULO POLYNOM

9.1. Cinska véta o zbytcich a interpolace.

Cinsk4 véta o zbytcich hovoii o tom, jak vypadaji feseni soustav linearnich kongruenci. V
sekci jsme vidéli jeji variantu pro obor celych ¢isel, nicméné tato véta plati daleko obecnéji.
V této sekci si ukdzeme dalsi specialni pfipad, pro polynomy.
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Véta 9.1 (éinskd véta o zbytcich pro polynomy). Bud T téleso. Bud my,...,m, € T[z] po
dvou nesoudélné polynomy, oznacme d = > degm;. Bud uy, ..., u, € T|x] libovolné polynomy.
Pak ezistuje pravé jeden polynom f € T[x] stupné < d, ktery resi soustavu kongruenci

f=u (modmy), ..., [f=u, (modm,).

Diikaz. Nejprve dokazeme jednoznacnost. Pfedpokladejme, Ze soustava mé dveé feseni f, g stupné
< d, tj. pro kazdé ¢ plati

f=g=w (mod m;).
Polynom f—g je také stupné < d, je délitelny kazdym m;, a protoze jsou polynomy m; navzajem
nesoudélné, dostavame (diky gaussovskosti oboru T|[z])

my-...-my | f—g.
Cili polynom stupné d déli polynom stupné < d, coz je mozné pouze v tom piipadé, ze f—g = 0,
tj. f=g.
Nyni dokazeme, ze néjaké feseni existuje. Oznacme

P, ={feTx]: deg f < k}

a uvazujme tuto mnozinu jako vektorovy prostor dimenze k nad télesem T (jeho bézi jsou
polynomy 1, z,z2, ..., 2%, kazdy polynom stupné < k je linearni kombinaci téchto polynomi
s koeficienty z T). Ozna¢me d; = degm; a uvazujme zobrazeni

gO:Pd—>Pd1X-"><Pdn
f = (f mod my,...,fmodm,).

Uvédomte si, ze jde o homomorfismus vektorovych prostort, nebot (f + ¢g) mod m = (f mod
m) 4+ (g mod m) a af mod m = a(f mod m) pro libovolné polynomy f, g, m a kazdé a € T. V
predchozim odstavci jsme ukézali, Ze zobrazeni ¢ je prosté. Pfitom defini¢ni obor i obor hodnot
maji stejnou dimenzi d = Y d;, a podle jisté véty z linedrni algebry (v jistém smyslu jde o
analogii Lemmatu je prosté zobrazeni mezi vektorovymi prostory stejné konecné dimenze
také na. Tedy ke kazdé n-tici (ui,...,u,) existuje pravé jedno f, které se na néj zobrazuje, a
to je hledanym fesenim soustavy. ([

Stejné jako pro cela ¢isla, i tento dikaz je nekonstruktivni a vyuziva konecnosti, tentokrate
dimenze jistého vektorového prostoru.

Poznamka. Vzhledem k aplikacim je na misté uvést navod, jak se feseni hledad. V jednom
kroku snizime pocet kongruenci o jedna, a tento krok opakujeme tak dlouho, nez zbyde jedna
kongruence, jejiz feseni je ocividné. Podobny postup funguje i pro ¢iselnou verzi.

Uvazujme soustavu dvou kongruenci. Z kongruence f = ug (mod mg) vyjadiime f = gmo—+us
pro né&jaky polynom g € T[z] a dosadime do prvni kongruence

f=gma2+ur=u; (mod my).

Oznacme my inverz polynomu mso modulo m;, tj. takovy polynom, pro ktery plati moms = 1
(mod my). Ten najdeme pomoci Bézoutovy rovnosti: napiseme 1 = NSD(my, ma2) = umi +vmsg
a vidime, ze vmg = 1 (mod m;). Pfendsobenim ptivodni kongruence polynomem my dostavame

g = gmamy = (u1 —ug)my  (mod myq),
feSenim tedy je kazdy polynom g = hmi + (u1 — u2)ma, pro libovolné h € Tz|. Zpétnym
dosazenim dostaneme obecné feseni
f=gmo+us =hmims + (u1 — UQ)T?LEmQ + u2

Pivodni dvojice kongruenci je tedy ekvivalentni jedné kongruenci f = u (mod myms), pro
jisté u (pokud chceme feSeni stupné < d, staci vzit u mod mims). Podminka nesoudélnosti je
zachovana: jsou-li oba polynomy mi, mo nesoudélné se vsemi m;, pak je s nimi nesoudélny i
polynom myms (opét se vyuzije gaussovskost).
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Uloha. Najdéte polynom f € Q[z] stupné < 4 spliiujici
f=1 (modaz?—-1) a f=2+4+1 (modz®+1).

Reseni. 7 druhé kongruence vyjadiime f = g- (22 +1)+ 2 + 1 a dosadime do prvni kongruence:

budeme hledat g € Q[z] splitujici g - (z* + 1) = —z (mod 2? — 1). V&imnéte si, ze 22 + 1 =
(protoze z2 + 1 = 2), takze dostaneme vyjadieni g = —%x (mod 22 — 1), ¢ili feSenim je kazdy

polynom g = h - (22 — 1) — %1:, h € Q[x]. Zpétnym dosazenim dostaneme obecné feseni

1
J=he @ =1+ 1) - Sa(@® + 1) + (@ +1), he Q)
a hledany polynom f = —%1’3 + %x + 1 dostaneme volbou h = 0. U

Specialnim pripadem ¢inské véty o zbytcich je véta o interpolaci: ta ¥ika, ze pokud prede-
piSeme hodnoty v n riiznych bodech, pak existuje pravé jeden polynom stupné < n, ktery téchto
hodnot v danych bodech nabyva.

Dusledek 9.2 (véta o interpolaci). Bud T téleso. Méjme po dvou rizné body ai,...,an € T

a libovolné hodnoty uy,...,u, € T. Pak existuje prdavé jeden polynom f € T|x] stupné < n
splnugict f(a;) = u; pro vSechna i =1,...,n.

Drikaz. Piipometime, ze f = f(u) (mod z — u). Re$ime tedy soustavu kongruenci f = wu;
(mod z — a;). O

Na rozdil od obecné véty o zbytcich neni tézké nalézt vzorec, ktery urcuje feseni interpolacni
alohy: je jim tzv. Lagrangetv interpolacni polynom

Dosazenim do vzorce snadno zjistime, zZe

ap — a4
f(ak):0+"'+0+uk"HH+O+"'+Ozuk-
- (k — @
#k

Jednoznacnost pak plyne z véty o poctu kofend vztazené na rozdil f — g dvou TFeseni.

Dusledek 9.3 (zobrazeni na koneénych télesech jsou polynomidlni). Bud T konecné téleso.
Pak pro kazdé zobrazeni ¢ : T — T existuje pravé jeden polynom f € T'[z| stupné < |T| takovy,
zZe p(a) = f(a) pro kazdé a € T

Dikaz. Interpolujme v bodé a hodnotou p(a) pro kazdé a € T. O

Pro nekonecna télesa nic takového platit nemuze, presto polynomy hraji dilezitou roli i v
realné analyze: kazdou spojitou redlnou funkci Ize libovolné presné aproximovat polynomialni
funkci, v rtznych smyslech. Napiiklad, lokalni aproximaci (na okoli daného bodu) popisuji
Taylorovy polynomy, globélni (na intervalu) tfeba Weierstrassova véta, ktera fika, ze pro kazdou
spojitou realnou funkci ¢ : [u,v] — R na omezeném uzavieném intervalu a pro kazdé ¢ > 0
existuje polynom f € R[x] takovy, ze |p(a) — f(a)| < € pro kazdé a € [u,v].

9.2. Faktorokruh modulo polynom.

Pripomenime konstrukeci okruhti Z,,. Zacali jsme s oborem celych ¢isel a uvazovali vSechny
mozné zbytky po déleni m, tj. ¢isla 0,...,m — 1, a na nich operace modulo m. Pokud bylo
m prvocislo, dostali jsme téleso. Podobny postup lze provést i s polynomy, dostaneme tzv.
faktorokruhy. Aby se nepletla proménnd v polynomech s prvky faktorokruhu, obvykle se v
konstrukci pouziva proménna «.
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Definice. Bud T téleso a zvolme polynom m € T[a] stupné n > 1. Faktorokruhem T[a]/(m)
rozumime mnozinu vSech polynomt stupné < n se standardnimi operacemi s¢itani a odcitani a
s operaci nasobeni modulo m. Ve zkratce,

Tla]/(m) = ({f € T[] : degf <n},+,-,0,0,1),
kde f ®g = f-g mod m.

Predné je potieba dokazat, Ze to je skute¢né komutativni okruh. Axiomy obsahujici pouze
s¢itani a odéitani jsou zfejmé, protoze tyto operace jsou totozné jako v T[z]. Pro tvahy s
nasobenim je t¥eba si pfipomenout, ze f = ¢ (mod m) < f mod m = g mod m, aze f mod m =
f (mod m). Timto zptisobem lze vSechny identity ptelozit do kongruenci, kde je platnost zfejma.
Naprtiklad pro asocitivitu dokazujeme

(fogoh=Ffo(goh),
tj.
(f-gmodm)-hmodm= f-(g-hmodm)mod m,

coz je ekvivalentni kongruenci

(f-9)-h=f-(g-h) (modm),
coz je pravda pro vSechny polynomy f, g, h. Podobné mtzeme ovérit distributivitu.

P¥iklad. Uvazujme faktorokruh R[a]/(a? + 1). Jeho prvky jsou polynomy a + ba, a,b € R.
Séitani probiha po slozkach, tj. (a +ba) + (c+da) = (a+c¢) + (b+ d)a. Nasobeni vypada takto:

(a4 ba) ® (c+ da) = ac + (ad + be)a + bda’® mod (o + 1)
= (ac — bd) + (ad + be)a.

Vsimnéte si, Ze jsme dostali stejné vzorce jako pro s¢itani a nasobeni komplexnich ¢isel. Pri
ztotoznéni symbolti i a a bychom mohli psat, ze R[a]/(a? + 1) = C (forméalng, zobrazeni
a + ba +— a + bi je izomorfismus). Vysvétleni je prosté: pii poé¢itani modulo a? + 1 vlastné
zaméiiujeme o za —1, nebot a? = —1 (mod a? + 1). Cili pracujeme piesné s vlastnosti, ktera
definuje komplexni jednotku.

Podobné lze nahlédnout, Ze faktorokruh Q[a]/(a? + 1) je izomorfni télesu Q(3).

Piiklad. Nad télesy Z, jsou vlastnosti faktorokruhu zavislé na p.

e Faktorokruh Zs[a]/(a?+1) m4 étyii prvky, ale neni to téleso, dokonce ani obor integrity,
protoze
(a+1)©(a+1)=a®+1mod (a® +1) = 0.
e Faktorokruh Zs[a]/(a? 4+ 1) ma devét prvki. Je to téleso, ale na prvni pohled to vidét
neni.

Kdy dostaneme téleso vysvétluje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 9.4 (faktor podle ireducibilniho prvku). Bud T téleso a m € T'|a] stupné > 1. Ndsle-
dugici tvrzent jsou ekvivalentni:

(1) Tla]/(m) je téleso,

(2) T[a]/(m) je obor integrity,

(3) m je ireducibilni prvek v T[a].

Dikaz. (1) = (2) viz Tvrzeni

(2) = (3). Pro spor predpokladejme, ze v T[a] existuje rozklad m = f - g, kde deg f,deg g <
degm. Pak ale v T[a]/(m) plati f ® g = m mod m = 0, spor.

(3) = (1). Uvazujme polynom f # 0 stupné mensiho nez degm. ProtoZe je m ireducibilni,
plati 1 = NSD(f,m) = uf + vm pro néjaké polynomy u,v € T[a]. Oznaéme 4 = u mod m.
Pak v T[a]/(m) plati @ ® f = @f mod m = uf =1 (mod m), ¢ili @ je hledany inverzni prvek k
7. 0
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V dalsim textu budeme misto symbolu ® psat standardni symbol nasobeni. Z kontextu bude
vzdy jasné, ze jde o nasobeni ve faktorokruhu, tedy modulo m (stejné se pouziva standardni
symbol pro néasobeni v okruzich Z,,).

9.3. Kofenova a rozkladova nadtélesa.

Nyni si ukdZeme jednu dulezitou aplikaci konstrukce faktorokruhu: kazdé téleso lze rozsirit
tak, aby v ném mél dany polynom kofen. Pro racionalni polynomy to zni trivialné, kazdy raci-
onalni polynom mé pfrece komplexni kofen, ale tento fakt je predmétem Zakladni véty algebry
(Véta , kterou zatim nemame dokizanou. Naopak, existence rozkladového nadtélesa je
stézejnim krokem k jejimu dtkazu. A pro konec¢na télesa zadnou analogii pouzit nelze.

Tvrzeni 9.5. Bud T téleso a f € T[x] stupné > 1. Pak ezistuje téleso S > T, kde md polynom
f koren.

Ditkaz. Bud m néjaky ireducibilni délitel polynomu f, oznac¢me m = > I a;z’. Stadi na-
jit nadtéleso, kde mé kofen polynom m, ten bude kofenem i pro f. Uvazujme faktorokruh
S = T[a]/(m(«a)). Podle Tvrzeni je S téleso. Vyhodnotime-li v S polynom m na prvku «,
dostaneme

n n—1
m(a) = Z a;(a’ mod m(a)) = Z a;a + a,(a" mod m(a)),
i=0 i=0
oviem a,a" mod m(a) = — E?:_Ol a;o, takZe se to ode¢te na nulu. Prvek o je tedy kofenem
obou polynomt m, f v nadtélese S. O

Priklad.

e Pro polynom x® — 2 nad télesem Q dostaneme téleso Q[a]/(a® — 2), které lze pomoci
tivah v piedchozi podsekci ztotoznit s télesem Q(+/2).

e Pro polynom 2 — 2 nad télesem Z; dostaneme téleso Z7[a]/(a® — 2), coz je téleso s 73
prvky, které jste jesté asi nepotkali.

Indukci snadno dokéazeme, zZe existuje také nadtéleso, kde mé dany polynom vSechny kofeny,
tj. kde se rozklada na soucin linedrnich ¢initelt (polynomu stupné 1).

Véta 9.6. Bud T téleso a f € T|x] stupné > 1. Pak existuje téleso S > T, kde se polynom f
rozklddd na soucin polynomi stupné 1.

Dukaz. Budeme postupovat indukci podle stupné polynomu f. Je-li f stupné 1, f = ax — b, pak
mé kofen a~'b jiz v télese T. V opa¢ném piipadé uvazujme nadtéleso U > T, kde mé polynom
f kofen u, a uvazujme polynom g € Ulx] takovy ze f = g - (v — u). Protoze degg < deg f,
podle indukéniho predpokladu existuje nadtéleso S > U, kde se g rozkladéa na soucin polynomt
stupné 1, ¢ili se tam rozklada i f. O

Minimalni nadtélesa, kde ma dany polynom kofen, resp. kde se rozklada na linearni Cinitele,
maji své jméno. Jak si pozdéji ukazeme, hraji stézejni roli v Galoisové teorii.
Definice. Bud T téleso a f € T'[x] stupné > 1.
(1) Korenovym nadtélesem polynomu f rozumime téleso S > T, ve kterém existuje a € S
takové, ze S = T(a) a f(a) = 0.
(2) Rozkladovym nadtélesem polynomu f rozumime téleso S > T, ve kterém existuji aq, ..., a, €
S takova, ze S = T(a1,...,an) a f || (x —a1)-... - (z —a,) v S[z].

Dusledek 9.7 (existence kofenovych a rozkladovych nadtéles). Bud T téleso a f € T[x] stupné
> 1. Pak existuje korenové i rozkladové nadtéleso polynomu f nad T.

Dikaz. Podle Tvrzeni existuje nadtéleso S, kde ma f kofen a. Kofenovym nadtélesem bude
podtéleso T(a) < S.
Analogicky, podle Véty existuje nadtéleso S takové, ze f || (zr —a1) - (x — ap) v S[z].
Kofenovym nadtélesem bude podtéleso T(aq,...,a,) < S. O
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OBRAZEK 11. Bitvektor a jeho reprezentace polynomem.

Problém jednoznac¢nosti budeme fesit v sekci[24.2] Véta[24.2|tik4, Zze vSechna rozkladova nad-
télesa daného polynomu jsou izomorfni, a Ze kofenova nadtélesa jsou izomorfni za predpokladu,
ze je dany polynom ireducibilni.

10. KONECNA TELESA A JEJICH APLIKACE

10.1. Koneéna télesa a pocditacova reprezentace dat.

Dulezitou aplikaci faktorokruhti je konstrukce kone¢nych téles. Bud p prvodislo a uvazujme
ireducibilni polynom m € Zy[«a| stupné k. Faktorokruh Z,[«a]/(m) je podle Tvrzeni|9.4] télesem,
jeho prvky jsou polynomy stupné < k nad Z,, ¢ili toto téleso ma prave p* prvkia. Napiiklad,

e Ctyiprvkové téleso miizeme zkonstruovat jako Zs[a]/(a? + a + 1),
e osmiprvkové jako Zs[a]/(a® + a + 1) nebo Zsla]/(a® + a? + 1),
e devitiprvkové jako Zs[a]/(a? + 1) nebo Zs[a]/(a? + o + 2).
Pozor, pro k > 1 je p*-prvkové téleso néco jiného nez okruh Ly
V sekci [26] si dokadzeme Véty a které ¥ikaji, Ze
(1) pro kazdé p, k existuje ireducibilni polynom stupné k nad Z,,
(2) kazdé konecné téleso lze sestrojit jako faktorokruh Z,[a]/(m),
(3) na volbé m nezalezi, tj. jsou-li m1, ms dva ireducibilni polynomy stupné k nad télesem
Zyp, pak jsou télesa Zy[a]/(m1) a Zy[a]/(mg) izomorfni.
Ditkaz uvedenych vlastnosti je slozitéjsi, nez se ted muze zdat. Dokazat samotnou existenci
kone¢ného télesa velikosti p* je pomérné snadné: dostaneme jej jako rozkladové nadtéleso poly-
nomu 27" — z nad télesem Zp (dikazu Lemmatu by ¢tenaf porozumél jiz nyni). AvSak
k reprezentaci pomoci faktorokruht je potfeba jednoznaénost rozkladovych nadtéles (sekce
, teorie télesovych rozsifeni kone¢ného stupné (sekce a také nékterd fakta z teorie
grup (Lagrangeova véta a sekce [16] o struktufe cyklickych grup).

Konec¢né téleso velikosti p” budeme znacit F (pouziva se také oznaceni GF(pk), jako Ga-
lois field). Vzhledem k tomu, Ze jsou stejné velkd télesa izomorfni, na konkrétni reprezentaci
(zpravidla) nezélezi.

Koneéna télesa, zejména ta velikosti 2%, maji zasadni vyuziti v informatice. Jejich pomoci lze
reprezentovat pocitacova data a provadét s nimi rtizné operace, anebo v nich datové operace
analyzovat. Reprezentaci dat si nyni vysvétlime.

Zakladnim datovym objektem, se kterym pracuji pocitace, jsou tzv. bitvektory, tedy k-tice
nul a jednicek, tzv. bitu. Délka k byva mocnina dvojky, na starych pocitacich byl standard £ = 8
(osmicim se Fika bajty), na modernich strojich je obvykle k = 32 nebo k = 64. Bitvektory délky
k lze pfirozené reprezentovat pomoci koneéného télesa For = Za[a]/(m), kde m je ireducibilni
stupné k: vektor (ag,...,ar_1) se reprezentuje polynomem ag + aja + ... + ap_ja 1.

Bézné operace na bitvektorech maji casto prirozenou télesovou interpretaci. Naptiklad posun
bitvektoru vlevo ¢i vpravo odpovida nasobeni a déleni prvkem «. Logicka spojka XOR po bitech
odpovida télesovému séitani, logicka spojka AND po bitech odpovida nasobeni po koeficientech
(pozor, to je néco jiného, nez nasobeni v télese). Koneéna télesa pirinaseji navic dvé zajimavé
operace, které pracuji se vSemi bity najednou: télesové nasobeni a invertovani. Tyto operace
maji zajimavé vlastnosti, které nachazeji uplatnéni v konstrukci Sifer.

Piiklad. V soucasnosti nejpouzivanéjsi symetricka Sifra AES (Advanced Encryption Standard,
téz znama jako Rijndael) pracuje s bitvektory délky 8, které reprezentuje pomoci prvki télesa

Fase = Zo[a]/(@® + a* + @ + a + 1).
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Text je rozdélen na bloky po 128 bitech a kazdy blok je reprezentovan jako matice 4 x 4 prvki
télesa Fos6. Sifra opakuje pro kazdy blok nékolikrat za sebou ¢tyti faze (prvni a posledni pritbéh
je trochu jiny, ale to ted neni dilezité). V prvni se provadi pro kazdy prvek matice nasledujici
operace:
u—u - (I4+a+a?+ad+at)+ (1T+a+a®+a®) mod (o +1),

kde inverz se bere v télese Fos6 a zbytek vypoctu probihd v Zs[a]. V druhé fazi se rotuje kazdy
radek o jisty pocet pozic. Ve tieti se mixuje kazdy sloupec tak, Ze se interpretuje jako polynom
z Fas6[x] stupné < 4, na ktery se provede operace

f=f-(a+z+z2+ (a+1)z3) mod (z* +1).

Ve ¢tvrté fazi se pak pri¢ita jistym zptisobem vybrand ¢ast klice (po bitech). Smysl prvnich tii
fazi je rozprostfit zménu provedenou pri¢itanim kli¢e do celé tabulky (michani prvka, fadkd,
sloupcti), a to tak, aby se co nejlépe ztratily slabiny opakovani klice. Pro praxi je zésadni, ze
Ize velmi rychle nejen Sifrovat, ale také desifrovat: neni tézké odvodit, ze operace inverzni k tém
vyse uvedenym maji podobné jednoduchy algebraicky zapis.

Velky vyznam ma také Disledek a jeho zobecnéni pro zobrazeni vice proménnych (viz
cviceni v sekci , které tika, ze kazdou operaci na datech lze interpretovat jako polynomiélni
zobrazeni nad prislusnym télesem. Tento fakt nachazi uplatnéni napiiklad v kryptoanalyze.
Mezi dalsi aplikace véty o interpolaci patii samoopravné kédy, kterymi se na piednasce zabyvat
nebudeme. Naopak, ukdZeme si algoritmus na sdileni tajemnstvi (sekce .

Dalsi oblasti aplikace koneénych téles jsou koneéné geometrie (afinni a projektivni prostory
nad koneénymi télesy). Kone¢né geometrie jsou zdrojem zajimavych kombinatorickych objekti,
na proseminafi si ukazeme konstrukci navzajem ortogonalnich latinskych ¢tvercti pomoci afin-
nich zobrazeni. Kone¢né geometrie jsou také zdrojem zajimavych vypocetnich problémd, jako
je napriklad pocitani na eliptickych krivkach nad kone¢nymi télesy, opét s aplikaci v navrhu
sifer.

10.2. Sdileni tajemstvi.

Motivac¢ni tiloha je nasledujici: armada ma tajny kod, ktery umoziiuje odpalit jaderné rakety.
Z¥ejmé neni dobré, aby jeden Silenec mohl odpalit rakety o své vili. Ani dva $ilenci by neméli
mit moznost odpalit rakety. Prezident nafidil, Ze k odpaleni raket je potifeba souhlas aspon tii
$ilenct ze sedmiclenného generalniho stabu. Jak to zaridit?

Obecné hovotime o (k,n)-schématu sdileni tajemstvi, pokud se n Gcastniki déli o tajemstvi,
k jehoz odhaleni je potieba pfitomnost alespon k z nich. V celém odstavci budeme uvazovat, ze
sdilime tajemstvi t z néjakého télesa T. V praxi se sdili bitvektor délky m, interpretovany bud
jako m tajemstvi z télesa T = Zso, nebo jedno tajemstvi z T = Fom.

Pro pfipad k = n lze pouzit jednoduché schéma zalozené na maskovdini hodnot. Vlastnik
tajemstvi vyda kazdému tcastniku ndhodny prvek a; € T a zvefejni hodnotu ¢ = ¢t + > a;.
Pokud mé dojit k odhaleni, kazdy ucastnik sdéli své a; a spoleéné spoctou t = ¢ — > a;.
Pokud se sejde tGcéastnikit méné, byt jen n — 1, o hodnoté ¢ nemohou Fici viitbec nic: chybé&jici
prvek mize hodnotu souctu zménit na libovolnou jinou hodnotu, s pravdépodobnosti presné ﬁ
(protoze zobrazeni x — a + x je permutace). V praxi, pro bitvektor délky m, se schéma pouzije
m-krat pro téleso Zy. Pravdépodobnost uhodnuti jednoho bitu je %, ¢ili pro m-bitovy kli¢ je
pravdépodobnost (3)™.

Klasickym feSenim obecného (k,n)-schématu je tzv. Shamiriv protokol. Vlastnik tajemstvi
nahodné zvoli polynom f € T'[x] stupné < k takovy, ze f(0) = ¢ (tj. tajemstvi je absolutni ¢len
f), vybere n po dvou ruznych prvki 0 # aq,...,a, € T (ta mohou byt vefejnd) a jednotlivym
ucastnikiim rozda hodnoty f(a1),..., f(a,). Pokud se sejde libovolnych k téastniki, vezmou
své hodnoty, provedou interpolaci ve svych bodech a spoétou (ten jediny) polynom stupné < k,
ktery vyhovuje jejich podminkam; tajemstvi je jeho absolutni ¢len. Naopak, pokud se jich sejde
méné, byt jen k—1, o absolutnim ¢lenu nezjisti nic: k£ — 1 nenulovymi body lze prolozit polynom
s libovolnou hodnotou v bodé 0, a navic rozlozeni hodnot v 0 je rovhomérné. V praxi se pro
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m-bitovy kli¢ pouziva téleso s 2™ prvky (musi byt 2™ > n), které zajisti pravdépodobnost

nahodného uhodnuti %

N

rozhodl, Ze rakety mohou odpalit bud aspon tii ze sedmi $ilenych generali, nebo on sam?
Snadnd pomoc: vyrobime (3, 10)-schéma, kazdému z generaltt ddme po jednom dilu a prezidentu
dame tii. A tak podobné. V redlném zivoté se schéma pouziva naptiklad pro rozhodnuti komisi,
tajemstvim je kli¢ k elektronickému podpisu.

11. SYMETRICKE POLYNOMY A VIETOVY VZTAHY

Definice. Bud R libovolny komutativni okruh. Polynom f € R[xy, ..., z,] nazveme symetricky,

pokud po libovolném preusporadani proménnych dostaneme ten samy polynom. Formalné, po-
kud

f((l?l,... 73377,) = f(xﬂ'(l)7" . 7x7r(n))

pro libovolnou permutaci 7 na mnoziné indexu {1,...,n}.

Priklad. Polynomy zF+vy*+2F a 2%y 2* tfech proménnych z, y, z jsou symetrické, pro libovolné
k.

Priklad. Roznasobme souéin (y — x1)(y — x2)(y — z3) a podivejme se na néj jako na polynom
v proménné y, jehoz koeficienty jsou z R[z1, zo, z3):

(y —21)(y — 22)(y — w3) = y° — (21 + 22 + 23)y° + (2122 + 2123 + T223)y — (212273).
Vidime, Ze vSechny koeficienty jsou symetrické polynomy vzhledem k proménnym x1, zo, 3.
Predchozi priklad lze zobecnit na libovolny pocet ¢initelt. Oznacme
(V) (Yy—x1) o (Y —xp) =y — 519" F sy 2 — 53y L+ (1) s,

Vzhledem k tomu, Ze v soucinu nezélezi na poradi, vSechny koeficienty budou symetrické poly-
nomy, pii¢emz je snadné dopocitat, ze

s1t=x1+tx2+- -+ Ty, = E T,
i

So =x1T2 + 2123+ ... +Tp_1Ty, = g Tixj,

i<j
Sk = E xil"'wika
11<...<tp
Sp = T1T2 - T
Teémto polynomtm se fika elementdrni symetrické polynomy v proménnych x1,...,x,. Z rov-

nosti (V) pak plynou znamé Viétovy vztahy.
Tvrzeni 11.1 (Vietovy vztahy). Bud T téleso a f = > a;x' polynom z T|x] stupné > 1.

Uvazujme jeho rozklad f = an(z —u1) - ... (x — up) v néjakém nadtélese S > T. Pak

= (=1)" - si(ug, ..., uy).

an—j

Qn

Diikaz. Uvazujme polynom g = a;; ' f. Do rovnosti (V) dosadime za proménné z; prvky u; € S
a dostaneme
n

n
g = Z ﬂxz = ($ — ul) CE—— (ZL‘ — Un) = 33” + Z(—l)isi(ula s 7un)$n_i'
i=1

a
i=0 "

Porovnanim koeficienti dostaneme Vietovy vztahy. (|
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Diky Vietovym vztahtim mutzeme urcit nékteré vlastnosti kofentt daného polynomu, aniz
bychom znali jejich konkrétni hodnoty. Napiiklad vime, zZe jejich soucet je —QZ—” (dosadte do

s1), jejich soucin je (—1)" g% (dosadte do sp). !

Piiklad. Vsimnéte si, Ze

o34 b =8 — 28y
(ovéfte roznasobenim!). Z Vietovych vztahi plyne, Ze soucet ¢tverct vSech kofent daného po-
lynomu Y ;2 je roven

2
b4 AU = sy(ug, . un)? — 289U, . uy) = (an_1> _g. dn2
Qn Qn

Vsimnéte si, Ze soucet, rozdil a soucin symetrickych polymi je symetricky polynom (¢ili sy-
metrické polynomy tvofi podokruh okruhu vSech polynomi). Specidlné, rizné soucty a souéiny
elementarnich symetrickych polynoma jsou symetrické. Je pravda i opacné trvrzeni? V pted-
chozim prikladu jsme vidéli, ze soucet Ctverci, coz je symetricky polynom, lze takto vyjadrit.

Dilezitym poznatkem je, Ze tuto vlastnost ma kazdy symetricky polynom.

Véta 11.2 (zékladni véta o symetrickych polynomech). Bud' R obor integrity a f € R[x1, ..., zy]
symetricky polynom. Pak existuje pravé jeden polynom g € R[z1,. .., zy| takovy, Ze f = g(s1,...,5n).

Polynom ¢ ve znéni véty popisuje, jak ziskat f pomoci souctii a soucinti elementarnich poly-
nomi. Napiiklad pro f = z% + ... + 22 = s? — 25, bude g = 2% — 2z5.

Ve zbytku sekce dokdZeme Vétu Predvedeme si Gausstuv dikaz obsahujici algoritmus,
ktery vyjadieni daného symetrického polynomu najde. Nejprve si vSak musime vysvétlit, jak
usporadat ¢leny v polynomech vice proménnych, abychom mohli pracovat s pojmem vedouciho
¢lenu.

Termem v proménnych x1,..., %, rozumime vyraz xlflxé” cooxkn kde ky,...,k, > 0. Defi-
nujeme relaci na termech:

ky ko |

7 Ty coxhn < a:lllleQ gl

no
pokud existuje i > 0 takové, ze k1 = Iy, ..., ki = l; a kiy1 < ljy1. Definujeme t < s pravé
tehdy, kdyZz t < s nebo t = s. Jak si ukazeme, jde o usporadani, tzv. lexikografickeé uspordddni,
velmi podobné usporadani slov ve slovniku. Vedoucim élenem polynomu f € R[xy,...,x,] se
pak rozumi ten ¢len, ktery mé lexikograficky nejvétsi term; znac¢ime jej £(f).
Priklad. Pro polynomy t¥i proménnych se zpravidla pouZivaji proménné x,y, z, implicitné se
rozumi v tomto potadi.
o ((z+y+2) =z, nebot z = 2'9y%20 je vétsi nez y = 209120, a to je vétsi nez 2 = 209021,
o /(100210 + 222y — 52222) = 222y, nebot 2%y > 2222 > 210 (koeficienty nerozhoduji).
Lemma 11.3. Relace < md nasledujici vlastnosti:
(1) je to linedrni uspordddni,
(2) pro libovolné termy plati, Ze t1 > to a s1 > so implikuje t1s1 > tasa,
(3) neexistuje nekoneény klesajici fetézec termi t1 > to > t3 > ...
Diikaz lemmatu pienechdvime ¢tenéii jako snadné, byt ponékud pracné cvideni.

Lemma 11.4. Bud R obor integrity a f,g € R[x1,...,x,]. Pak
(1) £(fg) = £(f)(g),

2) je-li f symetricky a £(f) = azPakr gk pak ke > ke > .0 > k.
1 +2 n

Diikaz. (1) Diky Lemmatu [11.3|2) plati, Ze sou¢in termd vedoucich ¢lend je vé&tsi nez soucin
libovolnych jinych termu. ProtoZe jsme v oboru integrity, koeficient souc¢inu nebude nulovy.
(2) Kdyby k; < kj;, mohli bychom prohodit proménné z;, z;, ze symetrie bychom dostali ten

samy polynom, ale ¢len s prohozenymi proménnymi by byl vétsi. (]
Lemma 11.5. Bud ki > ko > ... > k, nezdpornd cdsla. Pak existuje prévé jedna n-tice
nezdpornich cisel lq, ..., 1, takovd, Ze Z(sll1 sl22 osln) = xlflx§2 gk,
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Diikaz. Nejprve spocteme vedouci &len £(s's% - - sln). Diky Lemmatu 1) je roven souéinu

0(s51) 1 0(s2)2 - U(sp)lm = alt - (z129)"2 - (2ypms)® - . (- )

ln—1+1
— :El11+.‘.+ln$122+.‘.+ln ceeq n—1+ln

MR
Méme dény exponenty ki, ..., ky,, hledame [y, ..., [, spliujici soustavu rovnic
ki=lL+...41ly, ko=lo+...4+ 1, ..., kn_1=1lp1+1n, kn =1y
Odectenim dvou po sobé jdoucich rovnic zjistime, Ze existuje pravé jedno feSeni, a to
lh=k1— ko, lo=ko—ks, ..., ln-1=Fkn_1—kn, ln =Fkn.
Tato Teseni jsou nezadpornd, protoze k; > k;+1 pro vSechna 1. O

Nyni zformulujeme Gausstv algoritmus na vypocet vyjadieni daného symetrického polynomu
pomoci elementarnich.

Gaussuv algoritmus. Bud R obor intergrity.

e VSTUP: f € R[x1,...,x,| symetricky
e VYSTUP: g € R[z1,..., 2,] takovy, ze f = g(s1,...,Sn)
g fl = fa g1 = 0
e pro i = 2,3, ... provadéj nasledujici:
najdi ly,...,l, takové, ze {(f;) =c- E(Slf -+ sln) pro né&jaké c € R

fir1=fi—c-sy sl
gis1=gi+c- 22l
pokud je fi+1 € R (konstantni polynom), odpovéz g;+1 + fi+1
Dokazeme spravnost algoritmu. Vsimnéte si, Ze pro vSechna i plati
e f; je symetricky polynom,
e g € Rlz1,...,2n],
o fi+gi(s1,---,80) = f.
(Pro i = 1 to plati trivialné a dale postupujeme indukeci.) Z téchto t¥i pozorovani plyne spravnost
odpovédi i fakt, Ze takova l1,...,l, vidy najdeme (Lemmata [11.4)2) a resp. algoritmus
vypoctu skryty v ditkazu). Na zavér zbyva zpozorovat, Ze se termy vedoucich ¢lenit polynomi
f1, f2, ... zmensuji, ¢ili podle Lemmatu [11.3((3) se algoritmus musi zastavit.

Pi#iklad. Mé&jme na vstupu polynom f = z$ + ...+ z].
° flzm?—i-...—i—:ci, g1 = 0.
e Vidime, ze ((f1) = 23 = {(s}), ¢ili
fo=fi—st==3> ajx; -6 > mmmr, g=g+2 =7
i#j i<j<k

e Vidime, 7e ((f2) = —3x2x9 = —3/(s152), ¢ili:

fs=fa—(=3)s152=3 Z zirTy, g3 = g2+ (—3)z122 = 2 — 32122,
i<j<k
e Vidime, 7Ze ¢(f3) = 3z1x023 = 3((s3), ¢ili
fi=1f3—3s3=0, gs=gs+323 =2 — 3212 +3z.

Odpovédi je polynom gy, €ili f = ga(s1,...,8,) = 83 — 35182 + 3s3.

Dikaz Véty[11.7 Existence byla prokdzdna Gaussovym algoritmem. Jednoznac¢nost dokézeme
sporem. Uvazujme dvé vyjadieni

f - 91(517 cee 7371) = 92(517 o 7Sn)7
g1 # g2, a ozname g = g1 — g2 = »_ a;t;, kde t; jsou jednotlivé termy. Tyto termy jsou rtzné,

a tedy diky jednozna¢nosti v Lemmatu maji polynomy t;(s1,. .., S,) riazné vedouci ¢leny.
53



Uvazujme ten lexikograficky nejvétsi z nich. Tim, Ze je striktné vétsi nez vSechny ostatni ¢leny,
se v souétu Y a;t;(s1,...,s,) nemize pokratit, a tedy g(s1,...,sn) # 0, spor. O

Zakladni véta o symetrickych polynomech mé zajimavy disledek, ktery pouzijeme v dikazu
Zakladni véty algebry. Uvazujme celocisleny polynom a jeho komplexni kofeny. To mohou byt
komplexni ¢isla, ktera nelze nijak pékné vyjadrit. Piesto, pokud je dosadime do symetrického
polynomu, vyjde racionalni ¢islo (dokonce celé, pokud byl tento polynom monicky).

Dusledek 11.6 (hodnota symetrického polynomu na kotfenech). Bud T téleso a f polynom z
T[x] stupné n > 1. Bud uy,...,u, jeho kofeny (véetné ndsobnosti) v néjakém nadtélese. Pak
pro kazdy symetricky polynom s € T[x1, ..., x,] plati s(ui, ..., u,) € T.

Diikaz. Ozna¢me f = Y a;z'. Diky Vietovym vztah@im plati s;(uy,...,u,) = (—1)”2—: eT.
Diky Vété existuje polynom g € T'[z1, ..., 2y,] spliiujici s = g(s1,...,8y), Cili s(ui, ..., up)
je rovno hodnoté polynomu g na n-tici prvkd z T', coz je opét prvek T. O

12. ZAKLADNI VETA ALGEBRY

Cilem této sekce je dokazat, Ze kazdy komplexni polynom mé komplexni kofen. Tomuto faktu
se fika Zakladni véta algebry, i kdyZ nazev je ponékud zastaraly a odpovida dobé svého vzniku,
tedy prelomu 18. a 19. stoleti, kdy se algebra zabyvala predevsim feSenim polynomialnich rovnic.
Trochu zavadéjici je i samotny odkaz na algebru: ditkaz nutné musi vyuzit néjaké analytické
metody, nebof se principiilné tyka vlastnosti redlnych funkci, resp. jejich komplexnich rozsifeni.

Véta 12.1 (zékladni véta algebry). Kazdy komplexni polynom stupné > 1 md néjaky komplexni
koren.

Dusledkem je, ze polynom f € C[z]| stupné n mé pravé n komplexnich kofeni (véetné nasob-
nosti) a rozklad4d se v C[z]| na soucin

Fl =)o (2= un),

kde wuq,...,u, € C. Dikaz provedeme snadno indukci: mame-li jeden komplexni koten, u, vy-
délime f polynomem x — u a pouzijeme vétu znovu, na polynom mensiho stupné.

Jinym oc¢ividnym dtsledkem je, ze kazdé polynomialni zobrazeni C — C je na: feSime-li
rovnici f(u) = a, feSenim je kofen polynomu f — a.

Dukazt zakladni véty algebry existuje celd fada, at uz éisté analytické (pomoci komplexni
analyzy), geometrické, ¢i algebraické, snazici se minimalizovat potfebné mnozstvi vlastnosti
realnych Cisel. Ukazeme si Gaussuv dikaz z roku 1816, ktery patii do posledni rodiny, je pomérné
jednoduchy a pékné oddéluje analytické a algebraické principy potiebné k dikazu. Z algebry
jsou stézejnim nastrojem

e existence rozkladovych nadtéles (Véta ,
e teorie symetrickych polynomu (klicovy krok diikazu je zalozen na tivaze podobné Dusledku
11.6).

7 realné analyzy pak vyuzijeme

e spojitost polynomialnich funkci,

e vétu o stfednim bodé,
které implikuji, Zze redlné polynomy lichého stupné maji aspoii jeden redlny kofen. Zac¢neme
uzite¢nym pozorovanim, ze problém lze zredukovat na redlné polynomy. K dikazu staci par
elementarnich vypoctt s komplexné sdruzenymi ¢isly.

Lemma 12.2. Predpoklddejme, Ze kazdy redlng polynom stupné > 1 md néjaky komplexni koren.
Pak ma kazdy komplexni polynom stupné > 1 nejaky komplexni koten.
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Dikaz. Bud f € (C[m] stupné > 1. Ozna¢me g = f- f, kde f znac¢i komplexné sdruzeny polynom,
tj. pro f = > a;z" definujeme f = > a;z'. VSimnéte si, ze g € R[z]: souéin mé tvar

f~f: Zaimi ~Zdixi = Z Z a;aj ",
E \itji=k
Vsechny koeficienty jsou redlné, protoze pro ¢ = j mame a;a; € R, a pro ¢ # j mame a;a;+a;a; €
R (véimnéte si, ze r5 + 7s € R pro kazdé r,s € C). Cili podle piedpokladu mé polynom g
komplexni kofen u, a tedy f(u) =0 nebo f(u) = 0. V prvnim pfipadé jsme hotovi a v druhém

piipadé si viimneme, 7e 0 = f(u) = f(u), a tedy f m4 kofen u nebo 4. O
Lemma 12.3. Komplexni polynom stupné 2 md komplexni koren.

Diikaz. Kofeny polynomu az? + bz + ¢ lze spoéitat vzorcem —bEvb-—dac W (snadno ovéfime roz-
nasobenim, odvozeni viz sekce , vysledkem je komplexni ¢islo. Ponékud skryty je fakt, ze
v komplexnich é&slech Ize odmociiovat: pro z = re'® plati \/z = \/?eio‘/ 2 pii¢emZ odmocnina
z kladného realného cisla existuje diky vété o stfednim bodé aplikované na spojitou funkci
x = 22, O

Lemma 12.4. Redlny polynom lichého stupné md redlny koven.

Diikaz. Realny polynom f urcuje spojitou redlnou funkci. Ma-li lichy stupen, pak v zavislosti na

znaménku vedouciho koeficientu bud limg—,_ f(z) = —0c0 a limz—o f(z) = 00, nebo naopak,
tedy existuji body a,b takové, ze f(a) < 0 a f(b) > 0. Z véty o stfednim bodé plyne, Ze existuje
bod u € R, kde f(u) = 0. O

Diikaz Vety|12.1 Diky Lemmatu sta¢i uvazovat redlny polynom f. Oznac¢me jeho stupen
n = 2"m, kde m je liché. Budeme postupovat indukei podle k. Je-li k = 0, odpovéd dava Lemma
V indukénim kroku pouzijeme Vétu a budeme uvazovat nadtéleso S, nad kterym se

f rozklada na soucin linarnich polynomt, tj. f || (z —u1) - ... (¥ — uy). Chceme dokazat, ze
aspotni jeden z kofent uy, ..., uy, je v C. Pro kazdy parametr a € Z definujeme polynom
he = H (x — (u; + uj + ausuj)) € Sl
1<j

Klicovym krokem je ukézat, Ze to jsou ve skutecnosti redlné polynomy. Uvazujte polynom

ha = H (= (yi +y; + ayiy;)) € (Z[z])[y1, - -, yn]-

Ten je symetricky v proménnych yq, ..., y, (koeficienty jsou ze Z[z]) a
ha = ﬁa(ul, PN ,un).

Podle Véty existuje polynom g € (Z[z])[z1, .. ., z,] takovy, Ze hy = g(s1,. .., sp). Z Vietovych
vztaht plyne, ze s;(u1,...,u,) € R, a tedy

ha = g(s1(ut, ..., up)y ...y sp(ut,...,uy)) € Rlz].

Pritom stupen polynomu h, je

= 2P I (2Fm — 1),

n> _ 2Fm - (2Fm — 1)

deg hy =
8 <2 2

takZe mizeme pouzit indukéni predpoklad a dostavame, ze h, mé kotfen v C. Shrnuto, dokazali
jsme, Ze pro kazdé a € Z existuji n€jakd i < j takova, Ze u; + u; + au;u; € C. Takovych a je
nekonec¢né mnoho, ale dvojic indexi je jen kone¢né mnoho, musi tedy existovat dvojice i < j,
ktera se opakuje aspon dvakrat (dokonce nekoneénékrat). Ozna¢me pfislusné ¢isla a, b, tj.

u; +uj +avyu; € Ca u; +uj + buuy € C.
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Odectenim obou vyraziu vidime, ze (a — b)uu; € C, ¢ili také uu; € C a u; + u; € C. Z toho
plyne, Ze oba kofeny wu;,u; jsou komplexni, nebot

(2 —w)(x — uj) = 2% — (u; + uy)w + uiuy

a podle Lemmatu vime, Ze komplexni kvadraticky polynom ma nutné komplexni kofeny. [
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Grupy

13. POJEM GRUPY

13.1. Zakladni vlastnosti permutaci.

Nez se dostaneme k samotné definici grupy, shrneme zakladni poznatky o permutacich, které
by mél typicky ctendf znat ze zakladniho kurzu linearni algebry nebo diskrétni matematiky, a
doplnime je o pojem konjugace.

Permutaci na mnoziné X rozumime bijekci (vzajemné jednoznacéné zobrazeni) X — X. Pro
permutace 7,0 na X definujeme operace o, ~!, id piedpisy

e Too:x— m(o(x)),
o 7712 (ten jediny) prvek y spliujici 7 (y) = =,

e id:x — .
Cyklus v permutaci 7 je posloupnost aq,...,ar navzajem raznych prvka mnozZiny X splnujici
m(a1) = ag, w(az) = as, ..., m(ag) = a1. Rozkladem na cykly se rozumi zapis
(a11 @12 ... aigy)(a21 ag2 ... G2py) - (Am1 Am2 -+ Gk, ),
kde a;1,ai2,...,ai,, © = 1,...,m, jsou pod dvou rizné prvky. Cykly délky 1 se ze zapisu

zpravidla vynechévaji. (Je-li X kone¢na mnozina, rozklad na cykly jisté existuje; pro nekoneéné
mnoziny bychom museli povolit ,nekoneéné cykly“.)

Transpozici rozumime permutaci tvaru (z y). Permutace na konecné mnoziné se nazyva
sudd, pokud se sklada ze sudého po¢tu transpozic, lichd v opa¢ném piipadé (méme-li dva rtzné
rozklady jedné permutace, mohou mit rtizné délky, ale, jak lze snadno nahlédnout, stejnou
paritu). Definujeme znameénko permutace: sgnm = 1, je-li w sud4, a sgnm = —1, je-li 7 licha. Z
definice snadno plyne, ze

sgn(moo) =sgnmw-sgno a sgnw L =sgn.
Z rozkladu (aj as ... ax) = (a1 ag) o...o (a1 a3) o (a1 az) vidime, Ze cykly sudé délky jsou
liché a naopak, a Ze
sgnmT = (_1)n7poéet cykli v _ (_1)poéet cykld v 7 sudé délky

Konjugace permutaci je analogii pojmu podobnosti matic, ktery znate z linedrni algebry.

Definice. Permutace 7,0 nazyvame konjugované, pokud existuje permutace p takova, ze o =

pomopt.

Konjugace mé velmi pfirozenou interpretaci: pro
™ = (CLH alg ... alkl) e (am1 Am - . - amkm)
dostavame
pomop = (plan) plara) ... plair,)) - (plam1) plams) .. plamk,,));
nebot pro kazdé i, j plati
(pomop ) (plaiy)) = p(n(ayj)) = plaiger)),
kde j®1=j+41proj <k; ak;®1=1. Konjugace podle p tedy funguje jako ,kopirovani“

zapisu podle pravidel danych permutaci p, kazdy prvek a v zapise permutace 7w se prepise na
p(a), pficemz struktura cykl ztstane zachovana.

Tvrzeni 13.1 (konjugace pro permutace). Permutace m, o jsou konjugované pravé tehdy, kdyz
magji stejny pocet cykli kazdé délky (Tika se také, Ze maji stejny typ).
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Diikaz. (=) Plyne bezprostiedné z vyse uvedeného vypoctu.
(<) Jsou-li

m=(a11 a12 ... a1, )(a21 @22 ... A2ky) - (A1 Am2 - - Amk,,),
0= (b1 b1z ... bigy) (b1 bao ... bopy) - (bt b2 ... bk, )s

dvé permutace stejného typu, definujeme p(a;;) = b;; a vySe uvedenym vypocétem dostaneme
o=pomop L. O

13.2. Definice a priklady grup.

Hlavni motivaci teorie grup je studium nejriznéjsich typa symetrii a transformaci matema-
tickych objektt. Pojem pochazi z Galoisovy teorie a puvodné ozna¢oval mnozinu (skupinu, v
Galoisové jazyce le groupe) permutaci G uzavienou na skladani, tj. spliujici # o 0 € G pro
vSechna 7,0 € G. Abstrakci tohoto pojmu vznikla rozsahla vétev algebry, zvané teorie grup.
Aplikace nachéazi vSude, kde se vyskytuje pojem symetrie ¢i transformace, pfedevSim v kombi-
natorice (koneéné grupy) a geometrii (maticové grupy).

Definice. Grupou rozumime ¢tvetici G = (G, x,’, e), kde G je mnozina, na které jsou definovany
bindrni operace *, unarni operace ' a konstanta e spliujici pro kazdé a,b,c € G nésledujici
podminky:

ax(bxc)=(axb)x*c, axe=exa=a, axa =a xa=e.
Grupu nazyvame abelovskou, pokud navic pro vsechna a,b € G plati
axb=">bxa.
Prvku e se fiké jednotka, prvku o’ inverzni prvek k prvku a.

Forméalné rozlisujeme mezi mnozinou G, tzv. nosnou mnoZinou, a ¢tverici G = (G, x,’, e),
ktera navic obsahuje informaci o algebraické struktufe definované na mnoziné G. V konkrétnich
ptikladech byva typickou trojici operaci bud +, —, 0, pak hovofime o aditivnim zdpise (a misto
x + (—y) piseme x — y), anebo trojice -,~!, 1, cemuz fikdme multiplikativni zdpis.

Definice. Bud G = (G, *,’, ¢) grupa a H C G podmnoZina jeji nosné mnoziny takova, ze e € H
a pro kazdé a,b € H plati
ad€eH a axbeH.

Rikdme, ze H je uzaviena na grupové operace a ze tvoii podgrupu grupy G. Ctvefici H =
(H,*|g,"|n,e) pak nazgvame podgrupou, pficemz |g znadi restrikci operaci na mnoZinu H.
Znac¢ime H < G. Podgrupy G a {e} nazyvame nevlastni.

V matematice se vyskytuji nejriznéjsi priklady grup, nicméné je mozné identifikovat ctyfi
zakladni rodiny, které nachazeji asi nejvétsi vyuziti: permutacni grupy, maticové grupy, grupy
geometrickych zobrazeni a ¢iselné grupy.

Piiklad. Permutacni grupy. Zakladnim prikladem je symetrickd grupa sestavajici z permutaci
na dané neprazdné mnoziné X s operacemi o skladani permutaci, ~!' invertovani permutaci a
konstantou id : x — x (identické zobrazeni), tj.

Sy = ({7 : 7 je permutace na mnoziné X},o,” 1 id).

Je-li X = {1,...,n}, pak misto Sx piSeme S,,. Podgrupy symetrickych grup se nazyvaji per-
mutacni grupy, napr.

e alternugict grupa A,, < S, vSech sudych permutaci na n prvcich;

e dihedrdlni grupa Do, < S, vSech permutaci, které odpovidaji symetriim pravidelného
n-thelnika vztazenym na jeho vrcholy ocislované po sméru hodinovych ruci¢ek. Tyto
permutace odpovidaji n rotacim a n reflexim, proto znaceni Do,.

e nejriznéjsi grupy symetrii geometrickych téles, automorfismii grafi a dalsich matema-
tickych struktur, viz sekce
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OBRAZEK 12. Grupy Dg a Dq.

Priklad. Specidlnim pfipadem permutac¢nich grup jsou grupy zobrazeni na rtiznych typech
geometrickych prostori (eukleidovské, afinni, projektivni apod.) zachovavajicich jisté vlastnosti
(afinni zobrazeni, projektivni zobrazeni apod.). Zékladnim piikladem je eukleidovskd grupa E,
sestavajici ze vSech izometrii (tj. zobrazeni zachovéavajicich vzdalenosti) eukleidovského prostoru
R™. Tzv. Erlangensky program formulovany Felixem Kleinem v roce 1872 klasifikuje rizné typy
geometrii pomoci odpovidajicich grup geometrickych zobrazeni.

Na grupy symetrii geometrickych objektd danych koneéné mnoha body lze nahlizet dvojim
zpusobem: jako na podgrupu eukleidovské grupy, sestavajici z izometrii zachovavajicich dany
objekt, nebo jako na permutac¢ni grupu na bodech, které tento objekt urcuji. Typickym pfi-
kladem jsou dihedralni grupy Ds,, na které lze nahliZet jako na podgrupy Eo nebo jako na
podgrupy S,, (formalné jde o dvé izomorfni kopie téze grupy, viz sekce .

Priklad. Maticové grupy. Zakladnim piikladem je obecnd linedrni grupa nad télesem T se-
stavajici z regularnich matic dané velikosti s operacemi - maticového nasobeni, ~! maticového
invertovani a jednotkovou matici jako jednotkou, tj.

GL,(T) = ({A: A je regularni matice n x n nad télesem T},-, 7! 1),
Podgrupy linearnich grup se nazyvaji maticové grupy, napr.
e specidalni linedrni grupa SL, (T) vSech matic s determinantem 1;
e ortogondini grupa O,,(T) viech ortogonalnich matic, tj. takovych A, které spliuji AAT =
I (nad télesem R jde o matice, jejichz fadky, resp. sloupce, jsou ortonormalni vektory
vzhledem k standardnimu skaldrnimu souc¢inu).

Na maticové grupy lze také nahlizet jako na grupy geometrickych zobrazeni. Typickym pfi-
kladem je grupa SO3(R), kterd sestava z ortogonalnich matic s determinantem 1, a jak vime z
linearni algebry, tyto matice vzajemné jednoznacné odpovidaji rotacim eukleidovského prostoru
R? (formalné piijde opét o dvé izomorfni kopie téze grupy, jedna kopie je podgrupa GL3(R),
drubd je podgrupa E3).

V sekci [15.5] si ukdzeme, Ze permutacni a maticové grupy jsou v jistém smyslu univerzalni
priklady: kazdou grupu lze reprezentovat jako permutaéni grupu (Cayleyova reprezentace, Véta
a kazdou kone¢nou grupu lze reprezentovat jako maticovou grupu (Véta . Pro
nékteré grupy je takova reprezentace prirozend, ale leckdy ne: prikladem je osmiprvkova kva-
ternionova grupa.

Priklad. Kwvaternionovd grupa Qg je definovanid na mnoziné {+1,+i,+j, £k}. Nésobeni je
déno vzorci
2 .9 49 S L .
=J =k __L Z]_k7 ]k_lv k@—],
a déle pravidly zy = —(yz) a (—z)y = z(—y) = —(zy) pro vSechna z,y € {3, j, k}.

Zékladnim zdrojem priklad® abelovskych grup jsou grupy odvozené od komutativnich okruhii,
zejména pak ciselné grupy, odvozené od Ciselnych obori.
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Piiklad. Bud R okruh. Pak (R,+,—,0) je abelovskd grupa, tzv. aditivni grupa okruhu R.
Dtlezité jsou zejména Ciselné grupy Z, Q, R, a také grupy Z, sestavajici z ¢isel 0,...,n—1s
operacemi modulo n.

Priklad. Bud R komutativni okruh s jednotkou, ozna¢me R* mnozinu vSech invertibilnich
prvki v R. Pak R* = (R*,-,7!,1) je abelovska grupa, tzv. multiplikativni grupa okruhu R.
Skute¢né jde o grupu: inverz invertibilniho prvku je invertibilni (protoze (a=!) - a = 1), souéin
dvou invertibilnich prvki a, b je invertibilni (protoze (ab)(b~'a~!) = 1) a grupové axiomy jsou
obsazeny v definici okruhu.
e Je-li R téleso, pak R* = (R~ {0},-,7%,1).
e Pro polynomiélni okruhy plati R[z]* = R*, protoze invertibilni jsou pravé konstantni
polynomy invertibilni v R.
o Z* = ({1,-1},-,71,1).
e Prvky grupy Z jsou pravé vsechna ¢isla a € {1,...,n — 1} nesoudélna s n. Soudélna
¢isla invertibilni nejsou: je-li d Jf 1 spole¢ny délitel a,n, pak d | (ab mod n) pro libovolné
b, takze soudin ab nikdy nemitiize byt 1. Naopak, jsou-li a,n nesoudélna, uvazujme Bé-
zoutovy koeficienty wu, v spliujici 1 = NSD(a,n) = ua + vn. Podivame-li se na rovnost
modulo n, dostaneme 1 = ua (mod n), a tedy a~' = u mod n.

Zajimavé podgrupy ¢iselnych grup poskytuje jednotkova kruznice v komplexni roviné.
Priklad. Komplexni jednotky, tj. mnozina {z € C: |z| = 1}, tvofi podgrupu grupy C*. Mezi
jejimi podgrupami dale jmenujme napi.

e cyklotomické grupy C,, sestavajici ze vSech kofend polynomu z" — 1,
e Priiferovu p-grupu Cpee = Jpe Cpr sestavajici ze vSech komplexnich ¢isel z spliiujicich
2 =1 pro néjaké k.
Priiferovy grupy jsou oblibenym protiptikladem na fadu vlastnosti.

Existuje fada dalsich geometrickych i algebraickych konstrukci abelovskych grup, napriklad
grupy odvozené od eliptickych krivek nebo tFidové grupy prvoideald v ¢iselnych télesech. Nekteré
z téchto konstrukei maji vyznamné aplikace v kryptografii (sekce[16.3)), v praxi se hojné vyuziva

napriklad Diffie-Hellmantv protokol s grupami na eliptickych kifivkach nad konecnjmi télesy.
Dulezitou konstrukci grup je direktni soucin.

Definice. Direktnim soucinem grup G; = (Gj, *;,",¢e;), i = 1,...,n, rozumime grupu
n
[[Gi=Gix  xG,=(Gix- xGpx ),
=1

jejiz operace jsou definovany po slozkach, tj.

(al,...,an) * (bl,...,bn) = (a1 *1 bl,...,an *p, bn),
(a1,...,an) = ((a1)t, ..., (an)™),
e=(e1,...,en).
pro vSechna (a1, ...,an), (b1,...,b,) € G1 X...xG,. Je snadné ovétit, ze direktni souéin splituje
vSechny axiomy grup.
V ptipadé, kdy G; = ... = G,, = G, hovoiime o direktni mocniné a znacime ji G™.

Analogicky bychom mohli definovat také direktni soucin okruht, ¢i jakéhokoliv jiného typu
algebraickych struktur.

Podobné jako v pripadé komutativnich okruhi, definice grupy obsahuje pouze minimalni
mnozstvi podminek. Nésledujici tvrzeni ukazuje nékolik aritmetickych pravidel (mj. kréceni,
jednoznacénost jednotky a jednozna¢nost inverznich prvkil), které z definice snadno plynou a v
dalsim textu je budeme volné pouzivat.

Tvrzeni 13.2 (zdkladni vlastnosti grup). Bud G = (G, *,’,¢) grupa a a,b,c € G. Pak
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) jestlize ax c =bx*c nebo cxa=cxb, pak a = b;

) jestlize a x u = a nebo u* a = a pro néjaké u € G, pak u = e;
) jestlize a x u = e nebo u* a = e pro néjaké u € G, pak u=d';
) (d) =a;

axb) =bxd.

Sl S

—_~

Diikaz. (1) Je-li a x ¢ = bx* ¢, pak také (a * ¢) x ¢ = (bxc¢) *x ¢ a pouzitim vSech t¥{ axiomi
dostaneme (a*c)*c =ax*(cxd) =axe=a apodobné (bx*c)*c =b. Tedy a = b. Analogicky
pro c*xa = cxb.

(2) Je-li a % u = a = a * e, krdcenim dostavame u = e. Analogicky pro u x a = a.

(3) Je-li a*u = e =ax*ad, krdcenim dostdvame u = a’. Analogicky pro u * a = e.

(4) Protoze a' x a = e, z jednoznacnosti inverznich prvka dostdvame a = (a’)’.

(5) Protoze (axb)* (V' xa’) = ax(bxb)xa’ = axexa’ = axd’ = e, z jednoznacnosti inverznich
prvki dostavame (a x b)) = b xa'. O

13.3. Mocniny a fad prvku.

Ctenaf si snad jiz zazil, Ze se grupové operace znac¢i nejriiznéjsimi zptisoby. Nadéle se budeme
drzet multiplikativniho zapisu. Nebude-li vyslovné uvedeno jinak, uvazujeme-li grupu G, impli-
citné rozumime G = (G,-,71,1). Ze zacatku je dobré si u viech vyrazi rozmyslet, jak bychom
je prepsali do ostatnich znaceni.

Nyni definujeme mocniny. Bud G grupa, a € G, n € Z. Ozna¢me

1 n=>0

a-a-...-a n>0
a’ = M

a a7l cat n<o0

—-n
Tvrzeni 13.3 (mocniny). Bud G grupa, a,b € G a k,l € Z. Pak
ak+l — ak . al7 akl — (ak)l — (al)k
a je-li G abelovskd, pak navic (ab)® = a*b*.

Dukaz. Pokud k,I > 0, ihned vidime, Ze pocet prvkil a ve vyrazech na obou stranich kazdé
rovnosti je stejny. V piipadé zdporngch exponenti je tieba vzit v ivahu, Ze a a a~! se navzajem
pokrati. Napf. v prvni rovnosti, pro k > 0 > [, || < |k|, mame na levé strané souéin k + [ prvkia
a, zatimco na pravé strané soucin k prvki a a —! prvki a~!. Po vykraceni dostaneme rovnost
obou vyraza. Ostatni pripady se rozeberou podobné. O

V aditivnim znaceni je mocninou vyraz a + ...+ a, resp. (—a) + ... + (—a); tyto vyrazy
zkracujeme jako n - a. Tvrzeni se pak prepise jako

(k+0)-a=k-a+1-a, (kl)ca=k-(l-a), k-(a+b)=k-a+k-b,

posledni rovnost samoziejmé plati pouze pro abelovské grupy. Pokud vam tyto podminky pfi-
pominaji definici vektorového prostoru, jste na spravné stopé. Teorie abelovskych grup je do
zna¢né miry teorii ,vektorovych prostorii nad Z“, neboli Z-modult, s radou aplikaci v teorii
¢isel. Timto smérem se vsak v ivodnim kurzu ubirat nebudeme.

Definice. Rddem grupy G se rozumi pocet prvkil jeji nosné mnoziny, znacime jej |G| (tj.,
formalné vzato, |G| = |G|).

Rddem prvku a v grupé G se rozumi nejmensi n € N takové, ze a” = 1, pokud takové n
existuje, resp. co v opacném piipadé. Znacime jej ord(a).

V Tvrzeni si ukdzeme, ze Tad prvku je roven fadu jisté podgrupy, ale zatim si vystacime
s definici pomoci mocnin.
Piiklad. Pokud mluvime o fadu jistého prvku, je tieba fici, v které grupé!

e ord(2) =7 v grupé Zr, protoze 7-2 =0 (mod 7),alen-2#0 (mod 7) pron =1,...,6;
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OBRAZEK 13. Ilustrace generovani podgrupy (X)g.

e ord(2) = 3 v grupé Z%, protoze 23 =1 (mod 7), ale 2" £ 1 (mod 7) pro n = 1, 2.

Priklad. V nekone¢nych grupach mohou fady vychazet vselijak:
e v grupé Q je ord(0) =1 a ord(a) = 0o pro vSechna a # 0;
e v grupé Q* je ord(1) =1, ord(—1) = 2 a ord(a) = oo pro vSechna a # +1;
e v grupé C* existuje prvek libovolného fadu: ord(e?™/*) = k.

Priklad. V kone¢nych grupéch fady nevychazeji vselijak:
o v grupé Zg je ord(0) = 1, ord(1l) = 6, ord(2) = 3, ord(3) = 2, ord(4) = 3 a ord(5) = 6,
¢ili vyskytuji se rady 1,2, 3, 6;
e v grupé Sz je ord(id) =1, ord((i j)) = 2, ord((7 j k)) = 3, ¢ili vyskytuji se fady 1,2, 3.
Vsimnéte si, ze fad kazdého prvku déli fad celé grupy. To neni ndhoda, nybrz pravidlo, které je
specidlnim pfipadem Lagrangeovy véty (Véta[14.9), kterd je naplni pristi sekce.

Tvrzeni 13.4 (f4d permutace). Rdd permutace v grupé S, je roven nejmensimu spolecnému
ndsobku délek jejich cykli.

Diikaz. Cyklus délky n mé tad n. Jsou-li Cy,...,C,, disjunktni cykly v 7, pak 7¥ = (Cyo...0
Cn)F =CFo...0Ck. 7 toho plyne, ze (Cy0...0C,,)¥ = id pravé tehdy, kdyZ je k ndsobkem
viech délek cykla. Cili ¥ad je roven nejmensimu spole¢nému néasobku. U

14. PODGRUPY
14.1. Generatory.
Lemma 14.1. Prunik podgrup je podgrupa.

Diikaz. Bud G grupa, uvazujme podgrupy H;, i € I, a ozna¢me H = [);.; H;. Dokéazeme, ze je
mnozina H uzaviend na grupové operace. Protoze 1 € H; pro vSechna ¢ € I, bude 1 nalezet i
jejich priniku. Nyni uvazujme a,b € H. Tyto lezi v kazdém H; a diky uzavienosti na operace
tam lezi také prvky a=! a a - b. TakZe tyto prvky lezi i v praniku viech H;, ¢li v H. U

Definice. Uvazujme podmnozinu X C G grupy G. Podgrupou generovanou mnozinou X ro-
zumime nejmensi podgrupu (vzhledem k inkluzi) grupy G obsahujici podmnozinu X, zna¢ime

i {X)a.
Takova podgrupa jisté existuje: staci vzit prianik vSech podgrup obsahujicich mnozinu X, tj.

(X)e=(|{H: XCH H<G}.

Podle predchoziho lemmatu jde skutecné o podgrupu, mezi vSemi podgrupami obsahujicimi
mnozinu X bude jisté nejmensi.

Jak najit podgrupu generovanou danou mnozinou? Pro kone¢né grupy lze v principu pou-
zit nésledujici postup: zacneme s prvky mnoziny X a postupné priddvame vSemozné souciny
a inverzy. Ve chvili, kdy nejsme schopni ziskat zadné nové prvky, nase mnozina je uzaviena
na grupové operace a podgrupa je nalezena (viz obrazek). Leckdy je vSak efektivnéjsi pouzit
nasledujici tvrzeni.
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Tvrzeni 14.2. Bud G grupa a ) # X C G. Pak
<X)G:{a’f1-a§2~...-ak”: neN, a,...,anp € X, ki,..., k, € Z}.

n
Dikaz. Dtkaz je podobny dikazu Tvrzeni Ozna¢me M mnozinu na pravé strané rovnosti.
Je pottfeba dokazat, ze mnozina M
(1) tvoii podgrupu,
(2) obsahuje X,
(3) je nejmensi podmnozinou grupy G spliiujici tyto podminky.
(1) Soucin dvou prvki z M je jisté v M, jednotka 1 = a° je tam také, a uzavienost na inverzy
plyne ze vztahu (alf1 cak)y Tl =g ke al_k1 e M.
(2) Volbou n = 1, k; = 1 dostaneme libovolny prvek X.
(3) Uvazujme libovolnou podgrupu H obsahujici X. Tato podgrupa musi obsahovat vSechny
mocniny a*, a € X, i jejich libovolné néasobky, ¢ili celé M. O
Obecné tvrzeni o tvaru podgrup generovanych danou podmnozinou mé dva dulezité specidlni
pripady.
Dusledek 14.3. Bud G grupa a a € G. Pak (a)g = {a* : k € Z}.
Dusledek 14.4. Bud G abelovskd grupa a uy,...,u, € G. Pak

(ug, ... up)g = {ubt - ub? . oubn s kK, € Z).

Vidime, Ze v abelovskych grupach je generovani podgrup podobné jako generovani vektoro-
vych prostort: v aditivnim zapise, tj. pro abelovskou grupu G = (G, +, —, 0), dostavame

(ul,... un>G:{k1u1+k2uQ+...+k Up : k1,...,kn GZ}.

vvvvvv

deme.)

Priklad. Dulezitym typem tlohy je zjistit, jakou podgrupu generuje dana podmnozina. Napii-

klad:
e 2 Lo ={k2+15: kleZ}= {£ : k € Z} = ()g- Prvni a posledni rovnost
plynou z Dtisledku K dikazu prostrednl je potieba si uvédomit, Ze na jednu stranu
i,§€<12><@,ana druhou stranu 15 = % —2- 1 a tedy 55 € (3, 1)q.

o 3. D= {3k () k,leZ}:{3’“ 4t k,leZ}.

Priklad. Jinym dulezitym typem tlohy je, najit k dané grupé G co nejmensi mnozinu genera-
torti, tj. podmnozinu X C G takovou, ze G = (X)q. Napiiklad:
o 7= (1) =(-1), Z* = (—1), Q" = (—1, prvocisla).
e 7, = (1), ale najit malou generujici mnozinu grupy Z: neni obecné snadné. Naptiklad,
% = (3), ale Z§ = (3,5) a nelze ji nagenerovat jednim prvkem.
e Pro nékteré grupy neexistuje minimalni mnozina generatort. Napi. Q = (% :n € N),
kde lze z kazdé generujici podmnoziny néjaky prvek vypustit.

Tvrzeni 14.5 (generatory permutacnich grup).

(1) Grupa S,, je generovand mnozinou vSech transpozic.
(2) Grupa A,, je generovand mnozinou vsech trojcykli.

Diikaz. (1) Danou permutaci nejprve napiSeme jako slozeni svych cykli a kazdy cyklus pak
rozlozime podle nésledujiciho vzoru:

(a1 ag ... ar) = (a1 ag)o...o (a1 az)o (ar az).

(2) Danou sudou permutaci nejprve napiSeme jako slozeni sudého poctu transpozic a ty
seskupime do sousedicich dvojic. Pokud jsou sousedici transpozice stejné, mtizeme je vypustit.
Pokud maji spole¢ny jeden prvek, pak (i j)o(j k) = (i j k). A jsou-li disjunktni, pak (i j)o(k 1) =
(kil)o(ij k). Timto zptusobem pfepiseme rozklad na transpozice na slozeni trojcykla. O
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OBRAZEK 14. Rozklad grupy G podle podgrupy H a jeho transverzéla.

Uvedené mnoziny generatort nejsou optimalni. Naptiklad grupu S,, je mozné generovat jed-
nou transpozici a jednim n-cyklem. Vice piiklad® najdete v cvicenich.

Priklad. Ukazeme, Ze
S, =((12),(12 ... n)).

Diky Tvrzeni[14.5]sta¢i dokdzat, Ze lze nagenerovat vSechny transpozice. Nejprve nagenerujeme
transpozice (k k+ 1), k =1,...,n — 1: induktivné

(k4+1k+2)=(12...n)o(kk+1)o(12...n)"L
Dale, pro kazdé k nagenerujeme ostatni transpozice (k k +4), i > 0: opét induktivné
(kk+i4+1)=(k+ik+i+1)okk+i)o(k+ik+it+1)"L

Na zavér dokazeme, ze fad prvku (definovany pomoci mocnin) je roven fadu podgrupy jim
generovaneé.

Tvrzeni 14.6 (fad prvku vs. fad podgrupy). Bud G grupa a a € G. Pak
ord(a) = [{(a)g|-

Dikaz. Podle Dusledku je {(a)g = {a* : k € Z}. Vsimnéte si, 7e a* = o’ pravé tehdy,
kdyz a'=7 = 1. Je-li ord(a) = oo, pak zadné n # 0 s vlastnosti a” = 1 neexistuje, ¢ili mocniny
a® jsou po dvou rtizné a podgrupa (a) je nekonecna. Je-li ord(a) = n < oo, pak jsou moc-
niny a’,a’,...,a""! po dvou rtizné, oviem dalsi mocniny nové prvky neptidaji: a” = a® = 1,
a"tt = a" - a' = a', a"? = a" - a® = a? atd., obecné a?t" = (a")?-a" = a". Tedy

(a)g = {a,a,...,a" 1} obsahuje presné n prvki. U

14.2. Lagrangeova véta.

Zakladni aritmetickou vlastnosti konecnych grup je fakt, ze rady podgrup déli rad celé grupy,
tj.

H<G = |H|dd |G|
Specialné, diky Tvrzeni rad prvku déli rad celé grupy.

Myslenka dikazu Lagrangeovy véty neni slozita: celou grupu G rozlozime na nékolik podm-
nozin, které jsou po dvou disjunktni a stejné velké jako dana podgrupa H. Pocet prvku grupy
G tak bude roven poctu prvkd H krat pocet téchto podmnozin. Nesamoziejmou c¢asti dikazu
je konstrukce tohoto rozkladu.

Definice. Bud G grupa a H jeji podgrupa:

e mnoziny aH = {ah: h € H}, kde a € G, se nazyvaji rozkladové tridy podgrupy H;

e podmnozina 7" C G s vlastnosti |T'NaH| = 1 pro kazdé a € G se nazyva transverzdila
rozkladu G podle H;

e pocet rozkladovych tfid se nazyva index podgrupy H v grupé G a znadi se

[G:H]=|{aH: acG}.
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Pojmy, které jsme definovali, se nékdy pouzivaji s pfivlastkem levy, tj. levé rozkladové tiidy,
levé transverzéla, levy index. Pravymi rozkladovymi tridami pak rozumime mnoziny Ha = {ha :
h € H} a ostatni pojmy se definuji analogicky. Levé a pravé varianty mohou byt stejné ¢i riizné
(viz piiklady nize), ale jak uvidime, pocet rozkladovych t¥id, tj. index, vyjde z obou stran stejné.
Priklad. Bud G = Z a H = {h € Z : n | h}. Rozkladovou tfidu urcenou prvkem a € Z
mizeme vyjadiit

aH={a+h: heHy={a+nk: k€Z}={uecZ: u=a (modn)}.
Dveé rozkladové tiidy aH, bH jsou bud stejné, nebo disjunktni, pfi¢emz aH = bH pravé tehdy,
kdyz a = b (mod n). Dostavame tak n riznych po dvou disjunktnich rozkladovych t¥id, [G :

H] = n. Jako transverzélu lze zvolit napt. 7' = {0,...,n — 1}, mnozinu vSech moznych zbytku
po déleni n.

Piiklad. Bud G =S, aH=A,. Pak 1A, = A,m = A, pro libovolnou 7 sudou a 74, = A,7
sestava ze vSech lichjch permutaci pro libovolnou 7 lichou. Grupa S,, se tedy rozklada na dveé
disjunktni rozkladové t¥idy (levé i pravé jsou stejné), [S, : A,] = 2 a jako transverzalu lze zvolit
napt. T' = {id, (1 2)}.

Levé a pravé rozkladové tfidy nemusi byt vzdy stejné, nejmensim prikladem je nasledujici
situace.
Priklad. Bud G = S3; a H = {id, (1 2)}. Snadno spoc¢teme, ze levy i pravy rozklad obsahuje
t¥i dvouprvkové tiidy, avSak

(13)H={(13),(123)}, ale H(13)={(13),(132)}.
Lagrangeovu vétu dokazeme pomoci dvou zakladnich vlastnosti rozkladi: za prvé, rizné roz-

kladové t¥idy jsou disjunktni, a za druhé, vSechny rozkladové t¥idy jsou stejné velké. Analogicka
tvrzeni plati i pro pravé rozkladové ttidy.

Lemma 14.7 (disjunkce rozkladovych tf¥id). Bud G grupa a H jeji podgrupa. Pro kazdé a,b € G
plati bud aH = bH, nebo aH NbH = (.

Diikaz. Predpokladejme aH N bH # (), dokdzeme, ze aH = bH. Uvazujme ¢ € aH NbH a
napisSme ¢ = ahi = bho pro néjaka hq, ho € H. Pak pro kazdé ah € aH plati
ah = ch{'h = bhoh{'h € bH
N——
€H
a podobné pro kazdé bh € bH plati

bh = chy'h = ahihy'h € aH.
N—_——r

€eH
Tedy aH = bH. O

Lemma 14.8 (velikost rozkladovych t¥id). Bud G grupa a H jeji podgrupa. Pro kazdé a € G
plati |aH| = |H]|.

Dikaz. Uvazujme zobrazeni f : G — G definované f(x) = ax. Toto zobrazeni je prosté: kdyby
ar = f(z) = f(y) = ay, krdcenim dostaneme x = y. Pfitom f(H) = aH, tedy f|g je bijekce
mezi H a aH, takZe jsou tyto mnoziny stejné velké. O

Lagrangeovu vétu lze formulovat i pro nekone¢né grupy, s pouzitim kardinalnich ¢isel pro
oznadeni velikosti mnozin. Ctenaii, ktery kardinalni ¢isla nevidél, postaéi k porozuméni tvrzeni
vlastnost, ze soucin velikosti mnozin je roven velikosti kartézského soucinu, tj. | X|-|Y| = | X xY|.
Dikaz véty je pro kone¢né i nekonec¢né mnoziny stejny.

Véta 14.9 (Lagrangeova véta). Bud G grupa a H jeji podgrupa. Pak

G| = [H|- G : H].
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Dukaz. Zvolme néjakou transverzalu T a napiSme

G:UaH.

acT

Podle Lemmatu jde o disjunktni sjednoceni, takze pocet prvkh lze spocitat jako soucet
velikosti jednotlivych podmnozin:

Gl = laH| = S [H| = |7 |H| =[G : H] - |H].
a€T a€T
V druhé rovnosti jsme pouzili Lemma a ve ¢tvrté rovnosti jsme pouzili vztah |T| = [G : H],
ktery plyne z Lemmatu [14.7 (]

Piiklad. Specidlnim piipadem Lagrangeovy véty je Eulerova véta (Vétad.10)), jejiz elementarni
dtikaz jsme predvedli v sekci Zvolme G =Z} a a € 7}, tedy a je celé ¢islo nesoudélné s n.
Pak ord(a) déli |Z;| = ¢(n), ¢ili ¢(n) = k- ord(a) pro né&jaké k. V grupé Z; tedy plati

acp(n) — (aord(a))k _ 1k =1,

éili v jazyce teorie Gisel a#™ =1 (mod n).

Na zavér podsekce ukdzeme dulezité kritérium, podle kterého se snadno pozné, zda jsou dvé
rozkladové ttidy stejné.

Tvrzeni 14.10 (rovnost rozkladovych tiid). Bud' G grupa a H jeji podgrupa. Pro kazdé a,b € G
platt

(1) aH = bH prdvé tehdy, kdyz a='b € H;

(2) Ha = Hb prdvé tehdy, kdyZ ab=' € H.

Dikaz. (1) (=) Protoze aH = bH, mame b € aH, a tedy b = ah pro néjaké h € H. Tudiz
a"'b=h e H. (<) Jestlize a~'b € H, pak pro kazdé ah € aH plati
ah =bb~tah =b(a"'b)"'h € bH

| —
eH

a podobné pro kazdé bh € bH plati
bh = a(a"tb)h € aH.

N——
cH

Tedy aH = bH. (2) se dokaze analogicky. O

Poznamka. Nyni jiz miZeme dokézat, Ze levé a pravé rozklady jsou stejné velké. Ukédzeme, Ze
zobrazeni

aH — Ha .

je bijektivni. Nejprve musime dokazat, Ze jsme korektné definovali zobrazeni: mohlo by se stat,
Ze téze rozkladové tiidé aH = bH se snazime piifadit dvé rtizné hodnoty Ha~! # Hb~'. Podle

Tvrzeni 14.10]
aH=bH < o 'beH & () '=blacH & Ha'=Hb,
a tedy zobrazeni je nejen dobfe definované, ale také prosté. Evidentné je i na.

14.3. Loydova patnactka a generatory alternujici grupy.

Loydova patndctka je znamy hlavolam, ve kterém se po hraci plose ve formé ¢tvercového pole
4 x4 posouva patnéct ¢tvercovych kosticek s ¢isly 1, ..., 15. V jednom kroku je mozné posunout na
prazdné pole jednu ze sousednich kosticek. Cilem je stav, kde jsou kosticky sefazeny vzestupné
po Fadcich zleva doprava, shora dold, pficemz prazdné policko je vpravo dole (viz obrazek).
Otéazka zni: pro které pocatecni stavy lze kosticky presunout do cilového stavu?

Matematicky lze hlavolam popsat néasledujicim zptisobem. Misto prazdného pole budeme
uvazovat kosticku s ¢islem 16. Oznacéme pole hraci plochy jako v cilovém stavu (pole vpravo
dole bude mit ¢islo 16). Stav hry lze popsat jako permutaci m € Sig, kde na poli ¢islo i je
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OBRAZEK 15. Loydova patnactka a ¢islovani poli
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OBRAZEK 16. Loydova patnactka: prichod ze zékladniho stavu

kosticka s ¢islem 7 (i). Cilovy stav je popsan identickou permutaci. V jednom kroku je mozné
prohodit kosticku ¢islo 16 se sousedni kostickou, ¢ili ze stavu daného permutaci m se dostaneme
do stavu daného permutaci 7o (i j), kde 7, j jsou sousedni pole a 7(i) = 16. VSimnéte si, ze v
jednom kroku se vzdy zméni znaménko stavové permutace.

Nejprve ukazeme, které stavy nemaji feSeni. Popiseme jistou vlastnost stavu, tzv. invariant,
kterou zachovava kazdy krok hry. Stavy, které maji jinou hodnotu invariantu nez cilovy stav,
nemohou byt Fesitelné. Oznacme ny(w) tzv. newyorskou vzdalenost prazdného pole od pravého
dolniho pole ve stavu daném permutaci 7 (tj. nejmensi pocet tahi, ktery je potfeba na presunuti
prazdného pole na pozici 16). Oznacme

I(r) = sgn(m) - (-1

sou¢in znaménka permutace a (multiplikativni) parity newyorské vzdalenosti prazdného pole.
Vidime, ze I(7) se v zadném kroku neméni: jeden krok zmeéni znaménko permutace, ale také
paritu newyorské vzdalenosti, ¢ili I je invariantem. Vzhledem k tomu, ze I(id) = 1, stavy dané
permutaci 7 s I(m) = —1 urcité fesitelné nejsou.
je prézdné pole vpravo dole, tj. pro jeho stavovou permutaci plati 7(16) = 16. Bez Gjmy na
obecnosti se 1ze soustfedit na fesitelnost zakladnich stavii: libovolny jiny stav, dany permutaci o,
1ze nékolika kroky pievést na zdkladni stav dany permutaci o/, pficemz I(c) = I(o’) = sgn(o”).
Otéazka tedy zni, zda jsou vSechny zékladni stavy dané sudou permutaci reSitelné.

Vsimnéte si, ze ze zakladniho stavu daného permutaci 7 se lze dostat nékolika kroky do
zékladnich stav danych permutacemi

e 10(910 1112 15 14 13) — prazdnym polem objedeme dolni obdélnik 2 x 4 (po sméru
hodinovych ruciéek).
e 10 (567811109) — préazdné pole posuneme o 1 nahoru, objedeme s nim prostredni
obdélnik 2 x 4 a vratime jej dolu (viz obrazek).
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OBRAZEK 17. Homomorfismus ¢ : G — H.

e 10(1234765)— prazdné pole posuneme o 2 nahoru, objedeme s nim horni obdélnik
2 x 4 a vratime jej dold.
Které zakladni stavy lze prevést na cilovy, dany permutaci id? Nebo radéji obracené, na které
stavy se lze dostat z identity? Jisté na ty, které jsou dané permutacemi, které poskladame z tii
vyse uvedenych permutaci. Problém fesitelnosti Loydovy patnactky se tedy redukuje na tilohu,
zda

Ai;=((1234765),(5678111009),(910 11 12 15 14 13))

(vzhledem k tomu, Ze 16 je pevnd, muzeme permutace urcujici zékladni stavy povazovat za
prvky Ajs). Tuto tlohu nechévame jako cviceni ve stylu sekce

15. GRUPOVE HOMOMORFISMY

15.1. Zakladni vlastnosti.

Podobneé jako pro okruhy ¢i vektorové prostory, grupové homomorfismy jsou zobrazeni, ktera
zachovavaji zakladni grupové operace.

V celé sekci budeme uvazovat dvé grupy G = (G,-,~ !, 1) a H = (H,*,' ).

Definice. Bud G, H grupy. Zobrazeni ¢ : G — H je homomorfismem téchto grup, pokud pro
kazdé a,b € G plati

pla-b)=p(a) xp(b),  pla!)=pla), ol)=ec
Fakt, Ze je zobrazeni mezi grupami homomorfismem, budeme zapisovat ¢ : G — H.

Hned na zac¢atku je dobré si vSimnout, ze druhé a tfeti rovnost plynou z té prvni, coz znatelné
zjednodusuje ovérovani, zda je dané zobrazeni homomorfismem.

Lemma 15.1. Bud G,H grupy a ¢ : G — H zobrazeni. Pak @ je homomorfismem téchto grup
prave tehdy, kdyz ¢(a - b) = p(a) * ¢(b) pro véechna a,b € G.

Diikaz. Nejprve dokazeme, ze (1) = e. Protoze e x (1) = (1) = (1 -1) = ¢(1) % p(1),

kracenim dostaneme (1) = e. Dale dokdzeme ¢(a™') = ¢(a)’ pro kazdé a € G. Protoze
e =¢(1) = pla-at) = pla) * p(a™!), z jednoznaénosti inverznich prvka v grupé H plyne
ola) = play. 0

Bud ¢ : G — H homomorfismus. Jeho obrazem nazyvame jeho obor hodnot, tj. mnozinu

Im(p) ={p(a): a€G}.
Jeho jddro definujeme jako mnozinu
Ker(p) ={a € G: p(a) =e}.
Tvrzeni 15.2 (jadro a obraz jsou podgrupy). Bud G,H grupy a ¢ : G — H homomorfismus.
Pak

(1) Im(p) tvori podgrupu grupy H;
(2) Ker(yp) tvori podrupu grupy G.
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Diikaz. (1) e € Im(y), protoze e = (1). Pokud ¢(a), p(b) € Im(yp), pak p(a) = p(a~t) € Im(yp)
a p(a) x p(b) = p(a-b) € Im(p).

(2) 1 € Ker(yp), protoze p(1) = e. Pokud a,b € Ker(p), pak a=! a a - b také, protoze
pla ) =¢pla) =¢=capa-b)=y¢a)*pb) =exe=cec. O

Tvrzeni 15.3. Bud G,H grupy a ¢ : G — H homomorfismus. Pak o je prosty prdavé tehdy,
kdyz Ker(p) = {1}.

Dikaz. Je-li ¢ prosté, dva ruzné prvky se nemohou zobrazovat na e, takze Ker(y) musi obsa-
hovat jen jeden prvek, a tim je 1. Naopak, p(a) = ¢(b) pravé tehdy, kdyz e = p(a) * p(b)’ =
@(a-b~1), takze neprosta zobrazeni obsahuji nejednotkovy prvek v jadru. O

Piiklad. Rada znamych zobrazeni v matematice je homomorfismem jistych grup.

e Uvazujme zobrazeni z — |z| na komplexnich ¢islech. Toto zobrazeni je homomorfismem
grup C* — R*, protoze |a - b| = |a| - |b|. Jeho jadrem je podgrupa komplexnich jednotek,
jeho obrazem podgrupa kladnych ¢isel. Naopak, toto zobrazeni neni homomorfismem
grup C — R, protoze obecné |a + b| # |a| + |b].

e Uvazujme zobrazeni z — e¢® na komplexnich éislech. Toto zobrazeni je homomorfismem
grup C — C*, protoze e®*? = - ¢b. Jeho jadrem je podgrupa (2mi) = {k-27i : k € 7},
jeho obrazem celé C*.

e Uvazujme zobrazeni A — det(A) na maticich. Toto zobrazeni je homomorfismem grup
GL,(T) — T*, protoze det(A- B) = det(A) - det(B). Jeho jadrem je podgrupa SL,,(T),
jeho obrazem celé T*.

e Uvazujme zobrazeni 7 +— sgn(w) na permutacich. Toto zobrazeni je homomorfismem
grup S, — Z*, protoze sgn(w o o) = sgn(w) - sgn(o). Jeho jadrem je podgrupa A,,, jeho
obrazem celé Z*.

Homomorfismy jsou urceny svymi hodnotami na generatorech: uvazujme homomorfismus
¢ : G — H, necht G = (X) a ozna¢me hodnoty ¢(a) = h, pro vSechna a € X. Obecny

prvek grupy G lze podle Tvrzeni napsat ve tvaru g = a]fl ...-af kde a,...,a, € X a
ki,...,k, € Z. Hodnota zobrazeni pak bude
p(g) = pla)™ ... plan) = hGt- ... A

Avsak pozor, na rozdil od vektorovych prostort neni mozné volit obrazy generatoru libovolné,
jak ukazuje napriklad nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 15.4 (fdd prvku a jeho obrazu). Bud ¢ : G — H homomorfismus grup. Pak, pro
kazdé a € G,

ord(p(a)) | ord(a).
Je-li navic ¢ prosty, pak

ord(y(a)) = ord(a).
Diikaz. Oznacme ord(a) = n. Pak p(a)” = ¢(a”) = ¢(1) = e,
k | n. Je-li navic ¢ prosty, pro viechna k < n musi platit ¢(a)*

li nutné ¢(a)* = e pro néjaké

¢i
= p(a¥) # e, protoze a® #1 O

Uloha. Popiste viechny homomorfismy Zg — Ss.

Regend. Grupa Zig je cyklicka, Zio = (1), ¢ili sta¢i urcit pfipustné hodnoty ¢(1): potom (k) =
o(1+...4+1) =p(l)o...o(1) = p(1)*. Rad prvku 1 v Zjo je 10, ¢li ¥ad prvku ¢(1) v Ss
musi ¢islo 10 délit. AvSak v S3 jsou pouze prvky radu 1, 2, 3, ¢ili mame nejvyse ¢tyfi moznosti:
o(1) € {id, (1 2),(1 3),(2 3)}. Je snadné ovétit, 7e viechna Gtyii zobrazeni k + id a k +— (i )*
jsou homomorfismy Z1g — S3. (Rozmyslete si, pro¢ zobrazeni k ~ (1 2 3)* nesplituje definici
homomorfismu, bez odkazu na Tvrzeni [15.4]) O

Tvrzeni 15.5. Bud G,H,K grupy a ¢ : G — H, ¢ : H — K homomorfismy. Pak

(1) ¥ o ¢ je homomorfismus G — K,
(2) je-li ¢ bijektivni, pak o~ je homomorfismus H — G.
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Diikaz. (1) Oznaéme K = (K, +,—,0). Pro a,b € G plati
(op)(a-b) =v(p(a-b)) =v(p(a)* b)) = v(p(a) +P(pb)) = (Yo p)(a) + (¥ o p)(b)

postupnym pouzitim faktu, Ze ¢ a v jsou homomorfismy.
(2) Napisme u,v € H jako u = p(a) a v = ¢(b) pro jistd a,b € G. Pak

P Huxv) = ¢ (p(a) x (b)) = ¢ (p(a-b)) =a- b= (u) - ¢} (v)
pouzitim faktu, Ze ¢ je homomorfismus a ¢! o ¢ = id. (]

15.2. Izomorfismus.
Definice. Bijektivni homomorfismy nazyvame izomorfismy.

7, Tvrzeni ihned plyne, Ze slozeni izomorfismi je izomorfismus a inverzni zobrazeni k
izomorfismu je také izomorfismus.

Na izomorfismus je mozné pohlizet jako na ,kopirovani algebraické struktury“: mame-li grupu
G a bijektivni zobrazeni ¢ : G — H, muZzeme na mnozinu H ,piekopirovat® grupové operace
predpisem

e=p(1), d=p(e ), axb=gp(p (a) ¥ (b))
Vidime, Ze zobrazeni ¢! bude izomorfismem mezi novou grupou H = (H, *,’, €) a starou grupou
G. Jedna grupa je kopii druhé, doslo pouze k ,prejmenovani prvka“ kopirovacim zobrazenim
. Na kazdy izomorfismus 1ze pohlizet timto zpisobem.

Dvé grupy G, H nazveme izomorfni, pokud existuje izomorfismus G — H, tento fakt znacime
G ~ H. Neformalné, jedna grupa je ,kopii“ druhé. Tvrzeni[15.5]implikuje, Ze izomorfismus déva
ekvivalenci na tfidé vSech grup:

o reflexivita: G ~ G je zaruceno izomorfismem id : G — G

e symetrie: je-li G ~ H pomoci izomorfismu ¢, pak H ~ G pomoci izomorfismu ¢~!;

e tranzitivita: je-li G ~ H pomoci izomorfismu ¢ a H ~ K pomoci izomorfismu ¢, pak
G ~ K pomoci izomorfismu v o ¢.

Na prosté homomorfismy lze nahlizet jako na izomorfismy mezi vychozi grupou a obrazem,
tj. prosty homomorfismus ¢ : G — H je izomorfismem G ~ Im(y). Takovym homomorfismim
se ik vnoreni grupy G do grupy H, tj. grupa H obsahuje izomorfni kopii G jako podgrupu.

Priklad. Grupy Zo a Z* jsou izomorfni. Podivejme se na tabulky jejich operaci:

+]0 1 1 -1
0[0 1 11 -1
110 -1{-1 1

Tyto tabulky vypadaji podobné: jedna je kopii druhé, pokud pfepiseme 0 — 1, 1 — —1. Toto
zobrazeni, které muzeme také zapsat a — (—1)%, je grupovy izomorfismus.

Priklad. Grupy C a R x R jsou izomorfni. Intuitivné, komplexni ¢&isla odpovidaji dvojicim
realnych ¢isel, v obou interpretacich se scitaji jednotlivé slozky. Neni tézké ovérit, ze zobrazeni
a + bi — (a,b) je grupovy izomorfismus C ~ R x R.

Piiklad. Grupy Z, a C,, = (Cu)c+, kde ¢, = e*™/™ jsou izomorfni. Intuitivné, komplexni &isla
tvaru ¥ se nasobi tak, Ze se exponenty s¢itaji modulo n. Neni tézké ovéfit, Ze zobrazeni k +— X
je grupovy izomorfismus Z, ~ C,.

Piiklad. Vsechny tii grupy Zs x Zo, Z3 a {id, (1 2)(3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3)} < Sy jsou
navzajem izomorfni. Neni to vidét na prvni pohled, ale intuice se da vybudovat pres generatory:
vSechny tii grupy lze napsat jako G = (a,b), kde a® = 1, b> = 1 a ab = ba je ten tfeti prvek
rizny od jednotky. Formalni dikaz si udélejte jako cviceni.

Dtlezitym prikladem izomorfismu je modularni zobrazeni z dikazu ¢inské véty o zbytcich
(Véta [4.13). Dokonce, je to nejen grupovy, ale také okruhovy izomorfismus, tj. zachovéva obé
zakladni operace +, -.
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Tvrzeni 15.6 (algebraicka verze ¢inské véty o zbytcich). Budte mq, ..., m, po dvou nesoudélnd
prirozend c¢isla a oznacme M = mq - ... -m,. Zobrazeni

@ Ly = Loy X oo X Lo,
a — (a mod myq,...,a mod my).
je izomorfismem téchto okruhi. Restrikce @’Zﬁf je grupovym izomorfismem
VAVESY/ S SRR /A

Diikaz. Pohledem do dikazu cinské véty o zbytcich zjistime, Ze je zobrazeni ¢ bijektivni.
Ovéfime, Ze to je homomorfismus: pro obé operace x € {+, -} plati

v(a) * ¢(b) = (a mod myq,...,a mod my) * (b mod my,...,b mod my)
= ((a*b) mod my, ..., (a*b) mod m,) = ¢(a*bmod M),

pri¢emz v posledni rovnosti vyuzivame faktu, ze vSechna m; déli M.

Pohledem do druhé ¢asti dikazu Tvrzeni zjistime, Ze invertibilni prvky modulo M jsou
zobrazeny na invertibilni prvky modulo jednotliva m;, ¢ili <,0|27w je skutec¢né bijekci na mnozinu
Loy X oo X Ly, U

15.3. Neizomorfismus.

Vidéli jsme, Ze zobrazeni a + bi — (a,b) je izomorfismem grup C ~ R x R, ale neni izomor-
fismem grup C* a R* x R*. Nemohly by tyto grupy byt izomorfni pouzitim néjakého jiného
izomorfismu?

Podobné, ¢inska véta o zbytcich tvrdi, Zze pro m,n nesoudé€lna je Z,,, ~ Z,, X Z,. Jak je
tomu pro m,n soudélnd? Zobrazeni z — (x mod m,x mod n) neni ani prosté, ani na: ¢isla 0
i NSN(m,n) se zobrazi na dvojici (0,0). Nemohly by ale tyto grupy byt izomorfni pouzitim
néjakého jiného izomorfismu?

Obecnym principem, ktery umoziuje fesit takové tlohy, jsou invarianty. Vlastnost V nazveme
invariantem, pokud pro kazdou dvojici izomorfnich grup G ~ H plati, Ze pokud mé grupa G
vlastnost V, pak mé i grupa H vlastnost V.

Prikladem invariantu je pocet prvki daného fadu: je-li ¢ izomorfismus, podle Tvrzeni [15.4
je fad a a ¢(a) vzdy stejny.

Priklad.
e Grupa Zy,, obsahuje prvek fradu mn. Avsak v grupé Z,, x Z, maji vSechny prvky rad
nejvyse NSN(m,n). Cili pokud jsou m,n soudélné, tyto grupy nemohou byt izomorfni.
e Grupa C* obsahuje prvky libovolného radu, avsak grupa R* x R* obsahuje pouze prvky
fadu 1,2, co. Cili tyto grupy nemohou byt izomorfni.
e Kvaternionova grupa Qg i dihedralni grupa Dg obsahuji prvky fadua 1,2,4. AvSak Qg
obsahuje sest prvki rfadu 4, zatimco Dg pouze dva, takZe nemohou byt izomorfni.

Jinym piikladem invariantu je minimélni pocet generatorii.
Tvrzeni 15.7. Bud ¢ : G — H homomorfismus grup, ktery je na. Je-li G = (X), pak H =
{p(X))-
Dikaz. Prvek b € H napiSeme jako b = p(a) pro néjaky a € G, prvek a vyjadfime v generdtorech
jako a = uf ... .-ufr kde u; € X, a prvek b dostaneme jako b = ¢(a) = @(u1)* *. . . x @(u, ) €
(p(X)). O

Na rozdil od vektorovych prostort, v grupach mohou byt minimalni generujici mnoziny rizné
velké, napt. Z = (1) = (2,3). Invariantem je nejmensi pocet prvki, ktery je potfeba k nagene-
rovani dané grupy.

Priklad. Grupy Z a 7Z x 7 nejsou izomorfni, protoZe grupu Z X Z nelze nagenerovat jednim
prvkem: podgrupa ((a, b)) = {(ka, kb) : k € Z} obsahuje dvojici (1, 1) pouze pro (a,b) = £(1,1),
Lonn # Loy X Loy, pro soudélnd m, n.
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Uvedené dva invarianty umoznuji prokdzat neizomorfismus ve spousté piipadi, ale ne ve
viech. Ptikladem je dvojice grup Q a QT = {a € Q : a > 0} < QF, které nejsou kone¢nd
generované a kromeé jednotky obsahuji pouze prvky nekoneénych radu.

Priklad. Existence odmocnin, tj. vlastnost ,pro kazdé a existuje b takové, ze a = b%“, je
invariantem. Méjme izomorfismus ¢ : G — H a predpokladejme, Ze tato vlastnost plati v grupé
G. Prvek u € H napiSeme jako u = p(a), vezmeme b € G takové, ze a = b - b a polozime
v = p(b). Vidime, Ze u = p(a) = ¢(b*) = p(b)? = v2.

Tento invariant je splnén v grupé Q, kde jde o vlastnost ,pro kazdé a € Q existuje b € Q
takové, ze a = 2b“. Ale neni splnén v grupé QT, kde jde o vlastnost ,pro kazdé 0 # a € Q
existuje 0 # b € Q takové, ze a = b>“.

Obecné lze Tici, ze invariantem je kazda vlastnost, kterou lze zformulovat pomoci operaci
dané struktury, rovnosti, logickych spojek a kvantifikdtori (tzv. formule prvniho Fadu). Ani
tyto invarianty vSak nemusi pomoci. Prikladem jsou grupy Q a Q x Q, které nelze odlisit
zaddnou formuli prvniho fadu, ale pfesto nejsou izomorfni (viz cviceni).

15.4. Klasifikaéni véty.

Jednim ze zakladnich cili kazdé algebraické teorie je tzv. klasifikace objekt, tj. uplnyg seznam
vsech prikladt aZ na izomorfismus. Obvykle neni mozné provést takovou klasifikaci kompletné,
ale Casto je mozné klasifikovat objekty s néjakou specidlni, nicméné dilezitou vlastnosti.

Asi nejjednodussim prikladem je klasifikace cyklickych grup. Grupa se nazyva cyklickd, pokud
m3 jeden generator. Kazda takova grupa je izomorfni pravé jedné z grup Z nebo Z,. Jinymi
slovy, Z a Z,, jsou, az na izomorfismus, vSechny ptiklady cyklickych grup.

Véta 15.8 (klasifikace cyklickych grup). Bud G cyklickd grupa.
(1) Je-li G nekonecnd, pak je izomorfni grupé Z.
(2) Je-li G konecnd tadu n, pak je izomorfni grupé Zy,.

Dikaz. Bud G = (a) cyklicka grupa.
(1) Predpokladejme, ze je G nekonecnd, tedy ord(a) = co, a uvazujme zobrazeni

7Z — G, kv a”.

Toto zobrazeni je homomorfismus, nebot a* - a' = a**!. Pfitom jadro je trivialni, protoze a* # 1
pro vSechna k # 0, takze podle Tvrzeni jde o prosté zobrazeni. Podle Disledku je toto
zobrazeni na G.

(2) Predpokladejme, ze je G fadu n, tedy ord(a) = n, a uvazujme zobrazeni

T — G, ks a”.

Toto zobrazeni je homomorfismus, nebof a¥-a! = a*+! = gFtimedn piicemz druha rovnost plyne

z nasledujici vahy: pokud k + | < n, tvrzeni je trividlni; pokud k +1 > n, pak k + 1 mod n =
k41 —mn,atedy abttmodn — ghtl. g=n — ghtl . 171 — ¢*+l Podobné jako pro nekonecnou
grupu dostavame, ze jadro je trividlni a Ze jde o zobrazeni na G. O

N 24

ze kazda abelovskd grupa s kone¢nou mnozinou generatori je izomorfni direktnimu soucinu
koneéné mnoha cyklickych grup. Navic, pouzitim ¢inské véty o zbytcich ve formé Tvrzeni[15.6]
koneéné cyklické grupy staci uvazovat pouze fddu mocniny prvocisla. Tyto komponenty jsou
navic jednoznacné uréené (az na poradi), tj. volbou neizomorfnich cyklickych grup dostaneme
neizomorfni direktni souciny.

Véta 15.9 (klasifikace kone¢nych abelovskych grup). Bud G konecné generovand abelovskd
grupa, |G| > 1. Pak ezistujim,n > 0, prvocisla pi, ..., pm (ne nutné po dvou riznd) a prirozend
cisla kq, ..., k,, takovd, Ze

GeZ" X Ty XToky X+ XD o -
Py Po Pm

, . . . C k . NV y
Cisla m,n jsou uréena jednoznacéné a &isla pi*, ... ,pﬁ;" jednoznacné az na poradi.
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Diikaz této véty je pomérné zdlouhavy, proto jej pfenechame do nékterého navazujiciho kurzu.
Historie této véty je priznacna v kontexu vzniku moderni algebry. Gauss sice neznal pojem grupy,
ale na specialni pripad této véty prisel pfi studiu teorie ¢isel. Dlikaz pro kone¢né abelovské grupy
lze vystopovat v praci Leopolda Kroneckera z roku 1870 a obecnéjsi verzi pro kone¢né generované
grupy u Henri Poincarého z roku 1900, ale ani jeden z nich vétu neformuloval v abstraktnim
jazyce teorie grup. Az pozdéjsi matematici si vSimli, Ze jejich diikaz projde zcela obecné.

Piiklad. Podle Véty je kazda étyfprvkova abelovskd grupa izomorfni bud grupé Z,4, nebo
grup€ Zg X Zs.
e Grupa Z} je také ¢tyiprvkova. Vidime, ze ord(2) = 4, takze Zf ~ Z,.
e Grupa Z§ je také ¢tyfprvkova. Vidime, Ze ord(3) = ord(5) = ord(7) = 2, takze Z§ ~
ZQ X ZQ.

Oblibenou kratochvili grupari je hledani maljch grup, coz je svym zptisobem také klasifikacni
véta. V soucasné dobé je znam seznam vsech grup az do velikosti 2047 = 21 — 1. Nésledujici
tabulka obsahuje klasifikaci v§ech grup fadu n pron < 15 a pro n = p, 2p, p?, kde p je prvoéislo.

n grupy radu n

1 7

2 Zo

3 L3

4 Z4, ZQ X ZQ

5 Zs

6 Zg, S3 = Dg

7 /e

8 Zg, ZQ X Z4, ZQ X ZQ X ZQ, Ds, Qg
p Ly

p? Ly, Ty X L

2p ZQp; D2p

12 Z4 X Zg, ZQ X ZQ X Zg,A4,D12,X
15 Zg X Z5

Pripad n = p je disledkem Lagrangeovy véty: grupa prvociselné velikosti nemtize mit vlastni
podgrupy, takZze musi byt generovana libovolnym svym prvkem (kromé jednotky) a podle kla-
sifikace cyklickych grup musi byt izomorfni Z,.

Piipady n = p? a n = 2p svoji obtiznosti mirné pfesahuji moznosti této uc¢ebnice. Pro étverec
prvocisla se pouzije podobny trik, jako v dikazu Véty pricemz se necha pisobit grupa
na svych prvcich vnitinimi automorfismy. K piipadu n = 2p i ke klasifikaci fadua 8, 12, 15 se
hodi pojem semidirektniho soucinu a pro n = 12,15 také Sylowovy véty. Pomoci semidirektniho
soucinu se také zkonstruuje tajemna grupa X uvedend v tabulce.

15.5. Reprezentace grup.

Slabsim typem véty popisujici objekty v dané t¥idé jsou tzv. reprezentacni véty. Kazdy objekt
je popsan, az na izomorfismus, jako podobjekt objektu néjakého konkrétniho typu. Formalné,
existuje vnofeni (prosty homomorfismus) do tohoto objektu. Reprezentacni véty ukazuji, ze
zkoumani obecné teorie je stejné tézké, jako zkoumani podobjektt téchto konkrétnich objekta.

V dvodu kapitoly o grupach jsme zminili, Ze dvéma zakladnimi ptiklady grup jsou grupy
permutaci a grupy regularnich matic. To proto, ze kazdou grupu lze reprezentovat jako grupu
permutaci a kazdou kone¢nou grupu jako grupu regularnich matic. Tyto dvé reprezentacni véty
si nyni ukazeme.

Véta 15.10 (Cayleyova reprezentace). KaZdou grupu lze vnotit do néjaké symetrické grupy.
73



Formélné, pro kazdou grupu G existuje mnozina X a prosty homomorfismus ¢ : G — Sx.
Cili G je izomorfni s permutaéni grupou Im(p) < Sy.

Diikaz. Bud G grupa a uvazujme pro kazdé a € G zobrazeni
L,:G—G, z—a-x

(témto zobrazenim se ¥ika levé translace). Tato zobrazeni jsou permutace: jediné feSeni rovnice
Lo(x) = a-x = y je prvek 2 = a~! -y, tedy zobrazeni L, jsou bijektivni. Uvazujme nyni
zobrazeni

A G —=Sg, ar L,

Dokézeme, Ze A je homomorfismus. Podle Lemmatu sta¢i overit, ze A(a - b) = A(a) o \(b),
tj. ze zobrazeni L., je totozné se slozenim zobrazeni L, o Ly. Dosazenim u € G vidime, ze

Lop(u) =(a-b)-u=a-(b-u)=La(b-u) = La(Lp(u)) = (Lg o Lp)(u).

K ovéfeni prostosti staci spocitat jadro: kdyby L, = id, pak a = L,(1) = id(1) = 1. Tedy
Ker()\) = {1} a A je prosty homomorfismus. O

Véta 15.11 (linedrni reprezentace). KaZdou konecnou grupu lze vnofit do néjaké obecné linedrni
grupy, nad libovolnym telesem.

Dikaz. Bud T libovolné téleso, G dand konefna grupa a oznaéme n = |G|. Bud ¢ bijekce
G — H ={1,...,n}. Nejprve vytvorime kopii grupy G na mnoziné H, tj. vytvoiime grupu H
tak, ze ¢ je izomorfismus G ~ H. Déale vezmeme Cayleyovu reprezentaci A : H — S,,. Pokud
najdeme vnofeni ¢ grupy S, do GL,(T), hledanym vnofenim G do GL,(T) bude sloZeni
1 o Ao . Uvazujme
Y : 8, = GL,(T), o~ (52-70(].))2].:1,

kde 0, = 1 pokud u = v a 6,, = 0 v opa¢ném pripadé. Tedy (o) je matice, ve které je v
kazdém tadku a kazdém sloupci pravé jedna jednicka a jinak samé nuly, pficemz ta jednicka na
i-tém Fadku je v o~ 1(i)-tém sloupci. Evidentné jde o prosté zobrazeni, zbyva tedy dokéazat, Ze
to je homomorfismus, tedy Ze plati

P(roo) =h(r)-¢(o)

pro vSechny permutace m,0 € S,,. Prava strana je rovna
n n n
(Gir )1+ Bioi)y = (D 0in) * o)1
k

Piitom 0; x(r) * Ok,0(j) = 1 pravé tehdy, kdyz i = w(k) a k = o(j), coz je pravé tehdy, kdyz
i = 7(o(j)) a k = o(j). Tedy celd suma je rovna jedné pro i = w(o(j)) a nule v opa¢ném
pfipadé. Tim padem je to pfesné matice ¢ (7 o o). U

Priklad. Rozebereme si reprezentaci grupy Sz v grupé GL3(T). Podle navodu uvedeného v
dikazu Véty [15.11] zkonstruujeme

1 00 001 010
Yid)=[0 1 0|, ¥(123)={1 0 0], »(132)=(0 0 1],
001 010 1 00
010 1 00 00 1
P((12)=(1 00|, ¥(23)=100 1f, (13)=|0 10
001 010 1 00

74



OBRAZEK 18. Ilustrace faktu, pro¢ se cyklické grupy nazyvaji cyklické.

16. CYKLICKE GRUPY

16.1. Podgrupy, generatory, fady prvku.
Grupa G se nazyva cyklickd, pokud je generovana jednim prvkem, tj.

G = (a)g
pro néjaké a € G. Jeji prvky lze diky Disledku vyjadrit jako mocniny generatoru,
G={d": kez},

z ¢ehoz je vidét, Ze je to nutné grupa abelovska. Z Tvrzeni plyne, Ze je-li fad a nekonecny,
pak jsou tyto mocniny po dvou rtizné, a je-li ord(a) = n koneény, pak G = {a°,al,... a"'}.
Odsud pochéazi nazev pro cyklické grupy: pfi nasobeni danym prvkem a cyklicky prochazime
pres vSechny prvky grupy G.

Klasifikace cyklickych grup (Véta [15.8) fika, ze kazda cyklickd grupa je izomorfni jedné z
grup Z, Z,. Ptirozenych prikladl je vsak vice.

Priklady (cyklické grupy).
e Grupy Z a Z,, n € N, jsou cyklické, generované prvkem 1.
e Grupy C,, < C* sestavajici ze vsech komplexnich kofent polynomu z™ — 1 jsou cyklické,
C, = <e27ri/n>.
e V této sekci si dokazeme, Ze grupy Z, jsou cyklické pro kazdé prvocislo p (Véta 16.7)).
Napriiklad Zf = (2), Z% = (3), Z7, = (2).
e Neékteré grupy Z}, n slozené, jsou cyklické, napt. Z§ = {1,5} = (5), ale nékteré ne, napf.
grupa 73 cyklicka neni.
Priklad. Kazda grupa G prvociselného fadu je cyklickd. Uvazujme podgrupu (a), a # 1. Podle
Lagrangeovy véty je [(a)| déli |G|, pfitom |{(a)| > 1, tedy [{(a)| = |G| a prvek a tuto grupu
generuje.
Nejprve se podivame, jak vypadaji podgrupy cyklickych grup.
Tvrzeni 16.1. KazZdd podgrupa cyklické grupy je cyklicka.
Diikaz. Bud H podgrupa cyklické grupy G = (a). Je-li H = {1}, pak H = (1). V opa¢ném
piipadé oznaéme k nejmensi kladné ¢islo takové, ze a* € H (takové jisté existuje: je-li 1 # b € H,
pak b = a' pro n&jaké [ a bud b nebo b~! ma exponent kladny). Dokazeme, ze H = (a*). Inkluze
(a*) C H je zfejma. Pro spor tedy predpokladejme, Ze existuje né&jaky prvek a” € H ~ (a¥).
Nutné k { n, jinak bychom méli a™ = (a*)"/* € (a¥). Napisme n = kq + r, kde 0 < r < k. Pak
a" =a"M=4q"- (") € H,
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protoze a" i a¥ lezi v H, coz je spor s volbou k jako nejmensiho kladného éisla s vlastnosti
k
a” € H. (]

Tvrzeni nelze obratit: Priiferova grupa Cp~ je piikladem grupy, kterd neni cyklicka (ani
kone¢né generovand), prestoze vSechny jeji vlastni podgrupy cyklické jsou.

Piiklad (podgrupy grupy Z). Grupa Z je cyklickd, ¢ili jeji podgrupy jsou cyklické, tedy tvaru
(ky=kZ={a€Z: k|a}
pro néjaké k € Z. Pritom kZ = I7Z pravé tehdy, kdyz k = +I. Podgrupy jsou tedy ve vzajemné

jednoznac¢né korepondenci s nezdpornymi ¢isly a kZ C IZ pravé tehdy, kdyz [ | k. Cili podgrupy
jsou usporadany vzhledem k inkluzi opa¢né nez mnozina N U {0} délitelnosti.

podgrupy.

Lemma 16.2 (podgrupy cyklickych grup). Bud G = (a) cyklickd grupa. Pak
(1) (a*,al) = (@NSPkD)Y,
(2) je-li |G| = n, pak (a*¥) = (aNSPkn)),

Ditkaz. (1) Protoze NSD(k,1) déli k i I, plati a*, at € (aNSP(*D), ¢imz mame prokézanu inkluzi
C. Naopak, podle Bézoutovy rovnosti je NSD(k, ) = uk + vl pro n&jakd u,v € Z, a tedy

aNSD(k,l) — aukJrvl — (ak)u . (al)v e <ak’al>’

¢imz mame prokazanu inkluzi D.
¢ — - NSD(k,n)\ — [,k n\ — /,k o 4T —
- o - ’ - ) -
(2) Dosadime [ = n: pak (a > ( a > (a ) protoze a 1 ]

Tvrzeni 16.3 (generatory cyklickych grup). Bud G = (a) cyklickd grupa.
(1) Pokud je G nekonecnd, generdtorem jsou pouze prvky a,a™?.
(2) Pokud je G konecnd tdidu n, generdtorem jsou prdavé proky o, kde k € {1,...,n—1} je
nesoudelné s n.

Diikaz. (1) Oba prvky a,a™! grupu G generuji, protoze {a* : k€ Z} = {a™": k € Z}. Zadny
jiny generédtor grupa G nema: kdyby G = (a") pro néjaké n, pak by existovalo m € Z takové,
7e a = (a™)™, a dostali bychom 1 = (a™)™ - a~! = a™"~!; ¥4d a je oviem nekonecny, a tedy
mn =1, ¢ili n = 1.

(2) Podle Lemmatu [16.2) je (a*) = (aNSP*m)). Pokud NSD(k,n) = 1, pak (a*) = (a) = G.
Pokud NSD(k,n) = d # 1, pak (a¥) = (a%) = {a%,a?%, ... ad%} je vlastni podgrupa. O
Priklad (podgrupy grupy Z,). Grupa Z, je cyklicka, ¢ili jeji podgrupy jsou cyklické, tedy tvaru

(k) =kZp ={kumodn: u=0,...,n—1},
pro né&jaké k € {0,...,n—1}. Z Lemmatu[16.2(2) s volbou a = 1 plyne, ze kZ, = NSD(k,n)Zy,
tedy kZp, = lZ, pravé tehdy, kdyz NSD(k,n) = NSD(l,n). Podgrupy jsou tedy ve vzajemné
jednozna¢né korepondenci s déliteli ¢isla n. Pro k,l | n pak plati, ze kZ, C lZ, pravé tehdy,

kdyz [ | k. Cili podgrupy jsou uspoiddany vzhledem k inkluzi opa¢né nez mnozina viech délitelt
¢isla n délitelnosti. Podle Tvrzeni je Z,, = (k) pravé tehdy, kdyz jsou k,n nesoudélna.
Piiklad (podgrupy grupy Z;). Grupa Zj; = (2) je cyklickd fadu 10, ¢ili jeji podgrupy jsou
cyklické, tedy tvaru
2% = {2** mod 11: u=0,...,10},

pronéjaké k € {0,...,9}. Z Lemmatu|16.2(2) plyne, Ze (2¥) = (2!) pravé tehdy, kdyz NSD(k,n) =
NSD(l,n). Podgrupy jsou tedy ve vzéjemné jednoznac¢né korepondenci s déliteli ¢isla 10, mame
tedy ¢tyfi podgrupy,

<21> = Tl’ <22> = {174>5>9’3}a <25> = {17 10}7 <210> = {1}
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Generéatory jsou prvky 2¥ takové, Ze k je nesoudélné s 10, tedy prvky 2 =2, 23 =8, 20 =7a
29 = 6. Vsimnéte si, ze to jsou pravé ¢isla, kterd nepatii do zadné z vlastnich podgrup vypsanych
vyse.

Uloha se pfimocafe zobecni na libovolnou grupu Zy, p prvocislo, o které si ukdzeme, je vzdy
cyklicka, byt neni ziejmé, ktery prvek a je generatorem. Podgrupy pak budou pravé (a*), kde
k| p— 1, generatory budou pravé prvky a¥, kde NSD(k,p — 1) = 1.

7 Tvrzeni plyne, ze cyklicka grupa fadu n ma pravé ¢(n) generatori, kde ¢ znac¢i Eule-
fadu. V nekonecnych cyklickych grupach maji vSechny prvky kromé jednotky rdd nekonecny. V
konec¢nych grupach dava Lagrangeova véta omezeni na pripustné fady. Ukazeme si, ze v cyklic-
kych grupach prvky vSech pripustnych fada existuji a jejich pocet je dan Eulerovou funkci.

Tvrzeni 16.4 (fady prvku cyklickych grup). Cyklickd grupa konecného fadu n obsahuje prdvé
o(d) prokd fddu d pro kazdé d | n.

Diikaz. Bud G cyklicka grupa koneéného fadu n. Kazdy prvek fadu d | n je generatorem néjaké
cyklické podgrupy fadu d. Takova podgrupa vSak v G existuje pouze jedna: podle Lemmatu|16.2
jsou viechny podgrupy v G tvaru (a*), k | n. P¥itom [(a*)| = %, ¢ili (ad) je jedind podgrupa

fadu d. Ta mé podle Tvrzeni pravé (d) generatort. O
Tvrzeni o poctu prvkd daného fadu lze pouzit k diikazu nésledujici kombinatorické identity.
Tvrzeni 16.5. Pro kazdé n € N plati y_,,, ¢(d) = n.

Dukaz. Budeme pocitat pocet prvku grupy Z, dvéma zptsoby. Jeden zpiisob je trividlni: grupa
obsahuje ¢isla 0,...,n — 1, tedy |Z,| = n. Podruhé spoé¢itdme prvky podle fadu: podle Lagran-
geovy véty jsou piipustné fady d | n, tedy |Z,| = > dn Uds kde uq znaci pocet prvki fadu d.
Tvrzeni fika, ze ug = p(d). O

16.2. Multiplikativni grupy koneénych téles jsou cyklické.
Tvrzeni uvedené v nazvu podsekce mé dalekosahlé diisledky v teorii konec¢nych téles. K jeho
dikazu pouzijeme nasledujici kritérium cyklicnosti.

Lemma 16.6. Bud G konecnd grupa a predpoklidejme, Ze pro kazdé k grupa G obsahuge
nejuyse k proki a spliiujicich af = 1. Pak je grupa G cyklickd.

Dikaz. Oznaéme n = |G| a ug pocet prvki fadu k v grupé G. Podle Lagrangeovy véty je up = 0
pro vSechna k 1 n, a tedy n = de ug (pocitame prvky G podle jejich fadu jako v Tvrzeni
16.5).

Uvazujme néjaky prvek a fddu k v G. Podgrupa (a) je cyklickd fadu k a vSechny prvky
b € (a) spliuji b* = 1. Podle predpokladu v G zadné jiné prvky s touto vlastnosti nejsou, takze
(a) je jedina cyklickd podgrupa fadu k& v G. Podle Tvrzeni ma (k) generatoru, a tedy
u = (k).

Cili pro kazdé d | n plati ug = 0 nebo uy = ¢(d). Dokazeme, 7e vzdy nastane druhé moznost:
podle Tvrzeni Qje dn P(d) =n =34, uq, takze uq = ¢(d) pro vSechna d | n. Specialné
un # 0, a tedy v G existuje prvek fadu n, neboli generator. O

Véta 16.7. Bud T téleso a G konecnd podgrupa grupy T*. Pak G je cyklickd.

Dikaz. Podle Vétymé polynom z* —1 nejvyse k kofent v télese T. Tedy grupa G < T* miize
obsahovat nejvyse k prvki a splitujicich ¢ = 1 a mizeme aplikovat piedchozi kritérium. O

Specialné, multiplikativni grupy konecénych téles jsou cyklické. Jejich generatortim se fika
primitivnt proky. Kazdé konecné téleso T > 7Z, lze napsat jako T = Zy(a), kde a je libovolny
primitivni prvek. AvSak pozor, v télese Zy[a|/(m) neni prvek a nutné primitivni: napiiklad v
Fg = Zs[a]/(a® + 1) generuje o pouze étyfprvkovou podgrupu.

Neni bez zajimavosti, Ze pro grupy Z, lze znéni Véty interpretovat cisté v jazyce ele-
mentarni teorie ¢isel: pro kazdé prvocislo p existuje ¢islo a (generator té grupy) takové, ze
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kazdé b € {1,...,p — 1} lze vyjadfit pravé jednim zptisobem jako b = a* mod p pro né&jaké
ke{0,...,p—2}

16.3. Diskrétni logaritmus a kryptografie.
Podivejme se znovu na klasifikaci cyklickych grup (Véta[15.8). Cyklickd grupa G = (a) fadu
n je izomorfni grupé Z,, izomorfismem je zobrazeni

exp:Zn — G, kw— d".

Zobrazeni se nazyva diskrétni exponencidla a inverznimu zobrazeni se tika diskrétni logaritmus.
Jinymi slovy, diskrétni logaritmus prvku b € G pfifadi to jediné k € {0,...,n — 1}, pro které
b = a*; budeme jej znacit k = log, b. (Pro nekoneéné grupy se pouzivéa analogicka terminologie,
ale z vypocetniho hlediska nejsou tak zajimavé.)

Pocitat diskrétni exponencialu je zpravidla snadné. Presnéji feceno, kdykoliv 1ze v dané grupé
efektivné nasobit, pak lze také efektivné mocnit. Uréité ne tak, Ze bychom poéitali a* jako k
sou¢inti. Staci jich méné nez 2|log, k|: napiseme si k ve dvojkové soutave, k = ZZU:O[%Q k] w2t
kde u; € {0, 1}, a vyjadiime mocninu jako

[logg k] i i
aF = qXizo” w2 = H a?.

P u;=1

21

Pfitom prvki tvaru a” se ve vzorci vyskytuje nejvyse |logy k| + 1 a spocteme je postupnym

mocnénim _ ‘

a, a, (a®)?, ..., a* = ((12171)27 e
¢ili pomoci [log, k| souéini. Vidime, Ze spocitat libovolnou mocninu v n-prvkové grupé vyzaduje
méné nez 2logy n nasobeni.

Empiricka zkusenost ukazuje, ze pro spoustu grup je vypocet diskrétniho logaritmu obtizny.
Hledani logaritmu hrubou silou, prochazenim vsech n moznych exponentd, je exponencialné
pomalejsi nez vypocet mocniny. Pro nékteré grupy je vypocet snadny (viz piiklad nize), ale
naptiklad pro grupy Z,, p prvocislo, nebo grupy odvozené z eliptickych krivek nad kone¢nymi
télesy, neni v soucasnosti zndm vyrazné lepsi postup nez hruba sila.

Priklad. Uvazujme cyklickou grupu Z, = (a). Logaritmus log, b je roven tomu (jedinému)
k€ {0,...,n— 1}, pro které

ka=b (mod n).
Takové k najdeme snadno Eukleidovym algoritmem: podle Tvrzeni je generator nesoudélny
s n, spo¢teme Bézoutovy koeficienty 1 = NSD(a,n) = ua+vn a vidime, ze b = uab+ vnb = uba
(mod n), ¢li log, b = ub mod n.

Nadale uvazujme libovolnou cyklickou grupu G, pro kterou je diskrétni exponenciala vy-
pocetné zvladatelnd, ale logaritmus nikoliv (pouzivaji se napt. grupy Z; pro prvocisla p > 21000y
Ukéazeme si dva kryptografické algoritmy zalozené na diskrétnim logaritmu: Diffie- Hellmaniv
protokol pro vyménu klice (jde o nejpouzivanéjsi algoritmus svého druhu) a El Gamaliv algo-
ritmus pro kryptografii s vefejnym klicem (v praxi se pouziva, i kdyz algoritmus RSA ze sekce
ktery fesi stejnou ulohu, je vyrazné popularnéjsi).

Diffie- Hellmaniv protokol. Alice a Bob se potfebuji dohodnout na néjakém spoleéném hesle
(odborné klici), pficemz k dispozici maji pouze vefejny kanal (napf. odposlouchévany telefon).
Jak to provést?

Nejprve se Alice a Bob dohodnou na néjaké cyklické grupé a generatoru, G = (a). Déle si
Alice zvoli ¢islo m a Bob ¢islo n z intervalu 2,. .., |G| — 1, pfi¢emz kazdy bude svoje ¢islo drzet
v tajnosti. Pak provedou nasledujici iikkony: Alice spoc¢te u = a a posle u Bobovi, Bob spocte
v = a" a posle v Alici. Poté Alice spocte v = (a")™ = a™" a Bob spoéte u" = (a™)" = a™".
Oba ziskali stejny prvek a”" a ten prohlasi za spole¢ny klic.

Kdyby nepftitel poslouchal jejich komunikaci, co zjisti? Bude znat grupu G, generator a a
hodnoty u = a™ a v = a™. Chtél by spocitat prvek a™". Této tloze se fika Diffie-Hellmaniv
problém. OcCividnym FeSenim je provést diskrétni logaritmus, ziskat ¢isla m,n, vynasobit je a
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dopocditat a™". Toto FeSeni vSak neni vypocetné zvladatelné a zadny efektivni postup neni v
soucasné dobé znam.

El Gamaluv protokol. Piijemce zvoli cyklickou grupu G = (a), ndhodné ¢islo k z intervalu
2,...,|G| — 1 a spoéte b = a*. Verejngm klicem bude G, a,b, jeho soukromym klicem bude k.

Odesilatel zpravy zvoli ndhodné ¢islo [ z intervalu 2,...,|G| — 1, které po odeslani zpravy
znici, a zpravu x € G zasifruje jako dvojici

Yy = (alvx : bl)
Pfijemce obdrzi dvojici y = (u,v) a desifruje ji pomoci k takto:
vouF=z0 () F =z (@ ()T =

Kdybychom uméli rychle pocitat diskrétni logaritmus, okamzité ziskame soukromy kli¢. Jsou
znamy 1 jiné zpisoby utoku na El Gamaliv algoritmus, diky nimz napriklad grupy Z; nejsou
povazovany za bezpecné. Obecny postup vSak znam neni a El Gamal je povazovan za bezpeény
napriklad na dostatecné velkych grupach odvozenych z eliptickych kiivek.

Jednim ze zékladnich koncept v kryptografii je pojem jednosmérnée funkce. Velmi zjedno-
dusené Feceno, je to bijektivni zobrazeni f takové, ze hodnoty f(x) se daji pocitat rychle, ale
neni znam postup, kterym by bylo mozné ziskat néjakou statisticky vyznamnou informaci o
hodnotach inverzniho zobrazeni f~!(y). P¥ikladem je

e diskrétni exponenciala v nékterych grupach, napt. zobrazeni Z,_1 — Z, k — a* mod p
pro dostatecné velka prvocisla p;

e zobrazeni Zy — Zy, a — a* mod N pro vhodnéa k, N, napi. je-li N souc¢inem dvou
dostatec¢né velkych velkych prvoéisel (na tomto piikladu je zalozena Sifra RSA, viz sekce

7).

K ¢emu muze byt dobra funkce, kterou lze zpravu dikladné zaSifrovat, ale za Zadnych okol-
nosti desifrovat? Alice a Bob si chtéji na dalku zahrat hru ,,panna nebo orel“. Alice bude hazet
minci, Bob hadat. Jak to ale udélat, aby Alice Boba nepodvedla, kdyZ se Bob nemtize na minci
podivat? Zvolme néjakou jednosmérnou funkci f na mnoziné {1,...,n}. Pokud Alice hodi orla,
zvoli ndhodné liché ¢islo z, v opa¢ném pfipadé zvoli sudé ¢islo. Bobovi posle hodnotu f(x).
Protoze je [ jednosmérna, Bob neumi spoéitat, co padlo, zvoli tedy odpovéd ndhodné a sdéli
ji Alici. Nyni Alice zvefejni ¢islo x a Bob ihned vidi, zda vyhrél. Pro kontrolu si spoéte f(x) a
porovné ho s hodnotou, kterou dostal na zac¢atku. Pokud se hodnoty neshoduji, Alice podvadi.
Muze Alice Boba podvést tak, aby na to nepfiSel? Dejme tomu, Ze padl orel a to samé si tipnul
Bob. Aby Alice Boba podvedla, musela by Bobovi ukdzat sudé 2’ takové, ze f(2') = f(x). Jenze
takové x’ neexistuje, kdyz je f bijekce.

Pro kryptografii jsou zvlast cenné jednosmérné funkce, ke kterym existuji tzv. zadni vrdtka,
dodatecnd informace, pomoci které lze inverzni zobrazeni pocitat efektivné. Piikladem je zob-
razeni z Sifry RSA: pocitat odmocniny modulo N je obecné obtizné, ale zname-li prvociselny
rozklad ¢isla NV, je to snadné.

V posledni dobé je popularnim tématem tzv. homomorfni Sifrovdni. Cilem je najit jedno-
smérné funkce (se zadnimi vratky), které by byly homomorfismem vuéi néjaké zajimavé ope-
raci. Motivace vychazi z praxe vzdéaleného poéitani (cloud computing): radi bychom, aby pro
nas nékdo spocital ¢asové ndrocné tlohy na nasich datech, ale zaroven bychom nechtéli tato data
prozradit. Pfelozeno do matematického jazyka, mame néjakou operaci * na datech (typickym
ptikladem z praxe je tfeba souéin velkych matic) a chceme jednosmérnou funkci X — X tako-
vou, Ze kdyZ posleme poskytovateli sluzeb hodnoty f(z), f(y), on spocte vysledek f(x)x f(y) a
my jej desifrujeme zobrazenim f~!, dostaneme spravny vysledek x . To jest, chceme, aby pla-
tilo f(x)* f(y) = f(x+*y), jinymi slovy, aby f byl homomorfismus vzhledem k operaci * (ktera je
¢asto grupova, ale jsou i obecnéjsi koncepty). Tento piiklad slouzi i jako dobra motivace pojmu
homomorfismus.
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17. GRUPY SYMETRI{

17.1. Symetrie geometrickych objektii.

Jednou z ptivodnich motivaci pro rozvoj teorie grup bylo studium symetrii geometrickych
objektd. Pro jednoduchost se soustfedime na eukleidovskou geometrii, ackoliv podobné tivahy
lze provadét i v jinych geometriich.

7 kurzu linedrni algebry si pfipomeinime vétu, kterd fika, ze izometrie na eukleidovském pro-
storu R™ jsou pravé ortogonalni afinni zobrazeni, tj. zobrazeni

R*" - R", z+— Az +D,

kde A je ortogonalni matice a b € R™. Izometrie roviny jsou rotace (otoeni) se stfedem v
pocatku slozené s posunutim a reflexe (osové symetrie) podle osy prochézejici poc¢atkem slozené
z posunutim. Izometrie tfidimenzionalniho prostoru jsou rotace kolem osy prochézejici pocatkem
slozené z posunutim a déle tato zobrazeni slozena s reflexi podle roviny prochéazejici pocatkem.

Je-li dana podmnozina X eukleidovského prostoru R, uvazujme prvky eukleidovské grupy
E,, zachovavajici tuto mnozinu, tj.

Sym(X) = {p € B, : p(X) = X}.

Je snadné ovérit, ze Sym(X) tvoti podgrupu v E,,. Podgrupa Sym(X) se nazyva grupa symetrii
objektu X.

Priklad. Uvazujme n-dimenzionédlni kouli X = {(x1,...,2,) : Y x; < 1} C R™ Grupa
Sym(X) = Sym({0}) sestava z izometrii, které zachovavaji nulu, tj. ze zobrazeni = — A,
kde A je ortogondlni matice. Vidime, ze Sym(X) ~ O, (R).

Pi¥iklad. Uvazujme pravidelny n-tthelnik X C R? se stfedem v nule. Grupa Sym(X) sestava z
rotaci se stfedem v nule o thly k- 27 /n, k =0,...,n — 1, a z reflexi, jejichz osy prochazeji

e pro liché n, vrcholem a stfedem protilehlé strany,

e pro sudé n, protilehlymi vrcholy a protilehlymi stiedy stran.
Vidime, ze Sym(X) ~ Dy, kde dané izometrii odpovida pfislusna permutace na oéislovanych
vrcholech.

7 druhého prikladu si lze vzit obecné ponauceni: jsou-li izometrie zachovavajici dany objekt
X urceny hodnotami v n bodech, lze se na grupu Sym(X) divat jako na podgrupu grupy S,.
Tento dualni pohled budeme pouzivat casto, nejen pro dihedralni grupy.

P¥iklad. Uvazujme krychli X C R? se stiedem v nule. Ziejmé Sym(X) < Sym({0}). Jak
vypadaji rotace, které zachovavaji krychli?

Nejprve ukazeme, Ze existuje nejvyse 24 rotaci zachovavajicich danou krychli. Zvolme vrchol.
Ten lze otocit na libovolny z osmi vrcholt krychle. Jeho tfi sousedi se ovSsem musi zobrazit na
sousedy obrazu, a to ve stejném poradi, Cili jsou nejvysSe tfi moznosti, jak to udélat. Obrazy
protilehlych vrcholi jsou témito ¢tyfmi jednoznac¢né urceny, nemize tedy byt vice nez 8-3 = 24
rotaci.

Je snadné nahlédnout, ze nasledujicich 24 rotaci krychli zachovava:

e identita,

e rotace s osou pies stfedy protilehlych stén o thly 90, 180 a 270 stupnd,

e rotace s osou pres stfedy protilehlych hran o tthel 180 stupn,

e rotace s osou pres protilehlé vrcholy o thly 120 a 240 stupnd.
Cili podgrupa rotaci R < Sym(X) mé 24 prvki. V§imnéte si, Ze riizné rotace permutuji riiz-
nym zpusobem télesové thlopficky, ¢ili grupa R je izomorfni néjaké podgrupé grupy S, (rotaci
prifadte permutaci na o¢islovanych thlopfickach). Protoze maji obé grupy 24 prvki, nutné musi
platit R ~ Sy4.

Zvolme pevné jednu reflexi o9 € Sym(X). Pro kazdou dalsi reflexi 0 € Sym(X) plati
oooy 1 ¢ R, protoze slozenim reflexi (determinant piisluiné matice je —1) dostaneme ro-
taci (determinant 1), ¢ili podle Tvrzeni patii o do rozkladové t¥idy ogR. Dokazali jsme,
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7Ze vSechny reflexe tvofi jednu rozkladovou t¥idu, ¢ili [Sym(X) : R] = 2, a tedy Sym(X) ma
48 prvki. V pokrodilejsim kurzu teorie grup se dozvite, jak tuto grupu reprezentovat pomoci
konstrukce zvané semidirektni soudcin.

17.2. Automorfismy matematickych struktur.

Motivaci pro rozvoj teorie grup bylo studium symetrii nejen geometrickych, ale také alge-
braickych a kombinatorickych objektd. Standardni definici symetrie je pojem automorfismu.
Obecné lze Fici, ze automorfismem matematického objektu X = (X,...) (napfiklad okruhu,
télesa, grupy, vektorového prostoru, grafu, metrického prostoru, topologického prostoru atd.) se
rozumi permutace mnoziny X, kterd zachovdvd strukturu tohoto objektu. Pro algebraické struk-
tury jde o bijektivni homomorfismy (tj. izomorfismy na sebe sama) ve smyslu sekci
Pro grafy jde o bijektivni zobrazeni, kterd zachovavaji hrany i nehrany. Pro spojité struktury
jde o tzv. homeomorfismy, tedy bijektivni zobrazeni, ktera jsou spojita v obou smérech.

Automorfismy daného objektu vzdy tvori podgrupu grupy Sx, nazyvanou grupa automor-
fismi a oznacovanou Aut(X).

Priklad. Automorfismem grafu (V, E') se rozumi permutace ¢ na mnoziné vrchola V' takova, ze
(z,y) € E pravé tehdy, kdyz (¢(z),¢(y)) € E. Je snadné nahlédnout, ze automorfismy daného
grafu skutecné tvoii podgrupu grupy Sy . Napriklad,

e grupa automorfismt uplného grafu na n vrcholech je grupa S,,,

e grupa automorfismt n-prvkové kruznice je dihedralni grupa Do,

e grupa automorfismu cesty délky n > 2 je dvouprvkova.

Priklad. Automorfismem vektorového prostoru V nad télesem T se rozumi bijektivni linedrni
zobrazeni V. — V. Z linearni algebry vite, Zze pro prostory konecné dimenze automorfismy
vzajemné jednoznacné odpovidaji regularnim maticim, pricemz slozeni automorfismt odpovida
soudinu piislusnych matic. Cili Aut(V) ~ GL,(T), kde n = dim V.

Priklad. Jak uvidime v sekci celd Galoisova teorie a dukaz nefesSitelnosti polynomialnich
rovnic v radikalech jsou zaloZeny na studiu grup automorfismu téles.

Sekci zakonéime struc¢nou informaci o grupovych automorfismech. V neabelovskych grupéach
pochézi spousta symetrie z konjugace: je-li G grupa a a € GG, pak zobrazeni

ve 1 G — G, x> aza”!

je automorfismem grupy G. Tyto automorfismy se nazyvaji vnitini a je snadné oveérit, ze tvori
podgrupu grupy Aut(G), znac¢enou Inn(G).

Priklad. Dokdzeme ze Aut(S3) = Inn(S3) ~ Ss. Protoze S3 = ((1 2),(2 3)), kazdy jeji
automorfismus je urc¢eny hodnotami na téchto dvou transpozicich. Ty se mohou zobrazit pouze
na prvky fadu 2 (Tvrzeni , tedy v tomto pfipadé transpozice, ¢ili mame nejvyse 3-2 =6
moznosti, jak to udélat. Na druhou stranu, neni tézké nahlédnout, Ze vnitini automorfismy jsou
po dvou rizné, ¢ili je jich Sest a Aut(S3) = Inn(S3). Jako cviceni si dokazte, ze pro vSechna n
plati Inn(S,,) ~ S,,.

Podobné tvrzeni plati pro vSechny grupy S,, kromé n = 6, ale je to o dost téz8i dokazat. Grupa
Sg je vyjimecna: jeji grupa automorfismu je dvakrat vétsi nez podgrupa vnitfnich automorfismi.

Operace, kterou provadéji vnitini automorfismy, se nazyva konjugace. Formalné, bud G grupa
a a,b € G. Prvky a, b nazyvame konjugované v G, pokud existuje ¢ € G takové, ze a = cbc™ L.
Je vidét, ze relace konjugace je ekvivalenci. Jeji bloky se nazyvaji tridy konjugace.

Priklad. Dvé permutace jsou konjugované v grupé S,, pravé tehdy, kdyz maji stejnou strukturu
cykla, viz Tvrzeni [13.]}

Priklad. V linearni algebfe se konjugovanym maticim se ¥ikd podobné. Konjugace odpovida
zméné baze linearniho zobrazeni, tj. dvé matice jsou konjugované v grupé GL,,(T) pravé tehdy,
kdyz jsou matici téhoz linearniho zobrazeni vzhledem k jistym bazim.
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Piiklad. Permutace (1 2 3) a (2 3 4) jsou konjugované v grupé Sy, protoze obé maji jeden
cyklus délky 1 a jeden cyklus délky 3. Tyto permutace ovsem nejsou konjugované v grupé Ag:
jak plyne z dikazu Tvrzeni @ jediné permutace p spliujici (2 3 4) = po (12 3)op~! jsou
(14),(1234)a(1324). Zadna z nich oviem neni suda.

18. PUSOBENI GRUPY NA MNOZINE

18.1. Abstraktni grupa jako grupa permutaci.

V mnoha situacich se hodi interpretovat danou abstraktni grupu jako grupu permutaci na
jisté mnoziné. Napiiklad ¢iselnou grupu Z,, lze interpretovat jako grupu permutaci roviny, kde
¢islu k odpovida rotace o thel k- 27 /n. Soucet dvou ¢isel modulo n odpovida sloZeni ptislusnych
rotaci, opac¢né ¢islo odpovida opacné rotaci a nula identické permutaci, ¢ili jde o homomorfismus.
Toto pozorovani motivuje nasledujici definici.

Definice. Pisobenim grupy G na mnoziné X rozumime libovolny homomorfismus 7 : G — Sx.
Hodnotu permutace 7(g) na prvku x € X budeme znaéit kratce g(z).

Z definice homomorfismu plyne, Ze jednotka v G ptisobi jako identita, g~! piisobi jako inverzni
permutace k 7(g) a plati vztah (g - h)(x) = g(h(z)). Mizeme si pfedstavovat, ze prvky grupy
G ,hybou“ s prvky mnoziny X, pficemz jak se prvky v G nasobi, tak se prislusné , pohyby“
skladaji.

Priiklad. Trividlnim pfipadem je pfirozené pusobeni permutacni grupy G < Sy na mnozinu
X, kde 7(g9) = g.

Priklad. Pusobeni z ivodniho odstavce odpovida nasledujici konfiguraci: G = Z,,, X = R? a
(k) je permutace na X dana predpisem

AN cos(k-2m/n) —sin(k-2m/n)\ (a
b sin(k - 27 /n)  cos(k - 27m/n) b))’
Piiklad. Maticové grupy lze interpretovat jako permutace prislu$ného vektorového prostoru

dané pfislusnym linearnim zobrazenim: zde G < GL,(T), X = T" aw(A) je permutace mnoziny
T™, ktera vektor v zobrazi na souéin Av.

Priklad. Cayleovu reprezentaci (Véta lze interpretovat tak, ze dand grupa G ptisobi
na mnoziné svych prvka G translaci: g(z) = Ly(z) = gx. Jsou i jina pfirozena pusobeni grupy
na mnoziné svych prvkid, naptiklad konjugaci, kde g(x) = ¢,4(x) = grg~' (viz cviceni). Tato a
podobnd plisobeni umoznuji dokazat zajimavé vlstnosti kone¢nych grup.

Jako motivaci, pro¢ uvazovat abstraktni koncept ptisobeni grupy na mnoziné, si ukdzeme
jednu péknou aplikaci v kombinatorice. Jak spocitat jisty typ objektt az na dané symetrie?
Naprtiklad, kolika zptisoby je mozné obarvit stény krychle dvéma barvami az na otoceni, tj.
kdyz dvé obarveni povazujeme za totozna, pokud jedno z druhého dostaneme rotaci krychle?
Pro jednoduchost budeme metodu ilustrovat v dvojrozmérném pripadé.

Uloha. Kolika zptisoby je mozné obarvit policka étvercové tabulky 2 x 2 dvéma barvami aZ na
otoceni? Tj. dvé obarveni povazujeme za totoznd, pokud jedno z druhého dostaneme otocenim
tabulky.

Tuto tlohu je snadné fesit prostym vyctem vSech moznych obarveni, vyjde nam nasledujicich
Sest:

[X
X

< XXX X
x| [ X < X X1 [

Ale pri vétsim poctu barev nebo vétsim pocétu policek bychom se nedopocitali. Nejprve si
ujasnéme, co presné znamend pocitani ,,az na danou symetrii“. Dva objekty povazujeme za
totozné, pokud jeden z druhého dostaneme pomoci néjakého povoleného zobrazeni. V nasi tloze
jsou to rotace, které zachovavaji dany Ctverec, tj. rotace roviny o 0, 90, 180 a 270 stupnt kolem
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sttedu ¢tverce. Uvazujme tedy plisobeni grupy G sestavajici z téchto ¢tyrech rotaci na mnoziné
X sestavajici ze véech moznych obarveni étverce 2 x 2 dvéma barvami (¢ili | X| = 2% = 16), kde
7(g) je permutace, kterd oto¢i tabulku o pfislusny thel i s danym obarvenim.

Nyni zpét k teorii. V celém zbytku sekce budeme uvazovat libovolné ptisobeni grupy G na
mnozinu X. Budeme potfebovat nékolik uzitecnych definic a vlastnosti.

Definice. Zavedeme tzv. relaci tranzitivity ~ na mnoziné X: definujeme = ~ y, pokud existuje
g € G takové, ze g(z) = y.

Volné feceno, x ~ y, pokud néjaka permutace presouva prvek x na prvek y.
Lemma 18.1. Relace ~ je ekvivalence na mnoziné X.

Diikaz. Reflexivita: jednotka pusobi jako identita, tj. 1(z) = id(z) = x. Symetrie: inverz prvku

piisobi jako inverzni permutace, tj. g(x) = y implikuje ¢~ !(y) = . Tranzitivita: nasobeni
odpovidé skladani permutaci, ¢ili pokud x ~ y ~ z, tj. g(x) = y a h(y) = z pro néjakd g, h € G,
pak (h - g)(x) = h(g(z)) = h(y) = 2, a tedy = ~ z. O

Bloky ekvivalence ~ nazyvame orbity. Orbitu obsahujici prvek & budeme znacit
[z ={ye X: z~y}={g(x): g€ G}.

Priklad. V motivacéni tloze jsou v relaci ~ pravé ty dvojice obraveni, kde lze jedno z druhého
dostat otocenim. Mnozina vSech obarveni se tedy rozpadne na Sest orbit nasledujicim zptisobem:

XX XX [X] [X]
LI X[ XX XX
X XX X ]
CLIXI ] X XX

X LI

[ X XL
L] L Ox X
X1 X 1] [

=

Resenim motivac¢ni tlohy je pocet orbit v tomto piisobeni.

Definice. Bod x € X se nazyva pevnym bodem prvku g € G, pokud g(x) = x. Mnozinu vsech
pevnych bodid prvku g € G budeme znacit

Xg={zeX: g(x) =2}
a stabilizdtorem prvku x € X nazveme mnozinu
Gy ={9€G: g(z) =1z}

Priklad. Stabilizdtorem obou jednobarevnych obarveni je cela grupa G. Stabilizator obarveni
QE obsahuje pouze identitu. Stabilizator obarveni % obsahuje identitu a rotaci o 180 stupn.

Lemma 18.2. Stabilizator G, tvori podgrupu grupy G.

Diikaz. Jednotka nélezi G, nebot 1(x) = id(x) = x. Pokud g(z) = z, pak také g~ '(z) = z. A
pokud g, h € G, tj. plati g(z) = h(x) = z, pak (gh)(z) = g(h(x)) = g(x) = =, ¢ili gh € G,. O

Zasadni vyznam ma nasledujici tvrzeni, které dava do souvislosti velikost stabilizatoru a
velikost orbity.

Tvrzeni 18.3 (velikost orbity vs. index stabilizdtoru). Necht grupa G pusobi na mnoziné X .
Pak pro kazdé x € X plati
H:EH =[G : Gl
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Diikaz. Index [G : G| znaci pocet rozkladovych tiid podgrupy G., staéi tedy najit bijekci mezi
prvky orbity a mnozinou rozkladovych tfid. Uvazujme zobrazeni

p:{9Gs: g€ G} = [z],  9Ga > g(a).
Dokazeme, Ze to je bijekce. Pfedné je tfeba ovérit, ze jsme dobie definovali zobrazeni: mohlo by
se stat, ze tutéz rozkladovou ti¥idu méme oznacenu dvéma riznymi zpusoby, tj. ze ¢G = hG,,
a pritom se ji snazime pfifadit rtizné hodnoty g(x) # h(x). OvSem podle Tvrzeni [14.10| plati
9Gr =hG, & hlgeG, & hlglx)=2 & g(z)=h(z),
a tedy ¢ je nejen dobfe definované, ale také prosté. Navic pro kazdy prvek y € [z] existuje g € G
spliujici g(x) = y, tedy ¢ je bijekce. O
Je-li grupa G koneénd, kombinaci Tvrzeni [I8.3] a Lagrangeovy véty dostdvame vztah
G| = |Ge| - [[=]].
Specialné, velikost kazdé orbity déli fad grupy G (vSimnéte si, Ze to je splnéno v nasi motivacéni

uloze).

18.2. Burnsideova véta a poditani orbit.
Ozna¢me X/~ mnozinu vSech bloku ekvivalence ~ na mnoziné X. V nasem kontextu bude
| X /~| znacit pocet orbit daného piisobeni.

Véta 18.4 (Burnsideova véta). Necht koneénd grupa G pusobi na konecnou mnozinu X . Pak

1

X/~ = - 1%
|G| =
Vzorec lze interpretovat tak, ze pocet orbit je roven primérnému poctu pevnych bodi, kde
prumér pocitame pres vSechny prvky grupy G.
Diikaz. Oznacme
M={(g,z) e Gx X : g(z) ==z}
Prvky této mnoziny miZzeme spocitat dvéma zptsoby: bud ke kazdému g spocitdme pocet x
takovych, ze (g, x) € M, nebo naopak, ke kazdému x spoc¢itdme pocet g takovych, ze (g, x) € M.
Dostaneme tak nésledujici rovnost:
(M| =) |1Xgl= " |G-
gelG reX

Pouzitim této rovnosti dopocitadme uvedeny vzorec:

\<1J|'Z'Xg' - @'Z'Gz' S el e

1
rex 2]
1
DID MR SO zw«@:z
Oe(X/~) a:EO 0e(X/~ )zeO 0e(X/~) 0e(X/~)

Vysledek je tedy roven velikosti mnoziny X /~. O
Priklad. Vratme se k motiva¢ni tloze. Rotace o 0 stupiii (tj. identita) zachovava vSechna
obarveni, tedy |Xy| = |X| = 16. Rotace o 90 stupmiti zobrazuje levé dolni poli¢ko na levé horni,
levé horni na pravé horni, atd., ¢ili abychom dostali stejné obarveni, musi mit vsechna c¢tyfi
policka stejnou barvu. Tedy |Xogg| = 2. Podobné |Xa79| = 2. Rotace o 180 stupmit zaménuje

levé dolni policko za pravé horni a levé horni za pravé dolni. Tyto dvé dvojice tedy musi byt
stejnobarevné a to lze provést ¢tyfmi zpusoby. Tedy | X150| = 4. Podle Burnsideovy véty je pocet
obarven{ aZ na otoeni 1 - (16 + 2+ 4+ 2) = 6.

Metodu ilustrujeme na nékolika dalsich tlohéch.
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Uloha. (a) Détsk4 stavebnice obsahuje tfi ¢ervené, tii zelené a ti¥i modré ¢tvercové desticky.
Kolika zpusoby je lze sestavit do velkého ¢tverce 3 x 37 Dvé sestavy povazujeme za totozné,
pokud jednu z druhé dostaneme oto¢enim. (b) Jak se vysledek zméni, pokud je mozné dilky
pevné spojovat? Tedy pokud dvé sestavy povazujeme za totozné, dostaneme-li jednu z druhé
otoCenim a pievracenim.

Reseni. Misto sestav budeme uvazovat barveni jednotlivych poli¢ek étverce. Cili X bude mnozina
v8ech obarveni ¢tverce 3 x 3 danym poc¢tem barev a G bude (a) grupa Z,4 interpretovana jako
rotace Ctverce, (b) grupa Dg vSech symetrii ¢étverce. Grupa G pusobi na X tak, ze pfislusna
permutace oto¢i/pievrati ¢tverec i s jeho obarvenim. Resenim tlohy je pocet orbit tohoto ptiso-
beni (dvé obarveni jsou v jedné orbité pravé tehdy, kdyz jedno z druhého dostaneme oto¢enim,
resp. prevracenim).

Napiseme tabulku, v jejimz prvnim sloupci bude seznam prvkt grupy G, pficemz zobra-
zeni ,podobného typu“ budeme sdruzovat (rozumi se, ze prvky ,podobného typu“ maji stejné
velké mnoziny pevnych bodi), v druhém sloupci bude pocet prvki daného typu a ve t¥etim
pocet pevnych bodt téchto prvkd. Pevnym bodem se rozumi takové obarveni, které po daném
otoceni/prevraceni vypada stejné.

g # |Xg’

id 1 |1680
rotace o & 90° 2 0
rotace o 180° 1 0
osa pres vrcholy | 2 | 36
osa stfedem hran | 2 | 36

Podle Burnsideovy véty je pocet obarveni
(a) 7-(1680+2-0+1-0) =420,
(b) 5-(16804+2-0+1-0+2-36+2-36) = 228.

Q0=

O

Uloha. Kolik nahrdelnikii Ize sestavit (a:Sparta) ze tii ervenych, t¥i zlutych a tif modrych
kulicek, (b:Bohemians) z Sesti zelenych a t¥i bilych kuli¢ek? (Nezalezi na poloze nédhrdelniku, je
mozno jej prevracet ¢i otécet.)

Reseni. Nahrdelnik reprezentujeme jako obarveni vrcholti pravidelného devititihelnika. Cili X,
resp. Y, bude mnozina vsSech obarveni vrcholi pravidelného devititthelnika danymi barvami a
G = D3 bude grupa vsech symetrii pravidelného devititihelnika, ktera ptisobi na X, resp. Y,
tak, Ze prislusna permutace oto¢i/prevrati devitithelnik i s jeho obarvenim. Kazdé orbité tohoto
pusobeni odpovida pravé jeden ndhrdelnik (jehoz kulicky jsou uspofadany podle toho obarveni).
Napiseme tabulku podobné jako v predchozi dloze.

g 7 |Xg| ‘Yg‘

id 1 1680 | 84

rotace o = 1 vrchol | 2 0 0
rotace o £ 2 vrcholy | 2 0 0
rotace o = 3 vrcholy | 2 6 3
rotace o = 4 vrcholy | 2 0 0
reflexe 9 0 4

Podle Burnsideovy véty je podet nahrdelniki (a) & - (1680 + 2 - 6) = 94, resp. (b) & - (84 +2-
349.4)="T. 0

Uloha. Kolika zptisoby je mozné obarvit stény krychle dvéma barvami? Kolika zptsoby lze
prifadit sténam ¢isla 1 az 67 A kolik existuje hracich kostek, tj. kolika zptisoby lze priradit ¢isla
1 az 6 tak, ze soucet protilehlych stén je sedm? Dvé obarveni/pfifazeni povazujeme za totozna,
pokud Ize jedno z druhého dostat otocenim krychle.
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Reseni. Bud X mnozina vSech obarveni stén krychle dvéma barvami, Y mnozina vsech pfifazeni
¢isel 1 az 6 sténam a Z mnozina téch pfifazeni z Y, jejichz protilehlé stény davaji soucet sedm.
G bude grupa vsech rotaci krychle plisobici na X, Y i Z tak, ze pfislusnd permutace otoci
krychli i s jejim obarvenim /pfifazenim. NapiSeme tabulku podobné jako v predchozi tloze.

g # | 1 Xg| | Yyl | 2]

identita 1] 26 [ 6! [ 48

osa pies stiedy protilehlych stén, £90° | 6 | 23 0 0
osa pres stfedy protilehlych stén, +180° | 3 | 24 0 0
osa pres stiedy protilehlych hran, +180° | 6 | 23 0 0
osa pfes protilehlé vrcholy, +120° 8 | 22 0 0

Tedy pocty orbit jsou
: Kf(//:’yf%-é'zﬁ_gg-24+12-23+8~22) = 10,
= 230! =30,
o |Z/~] =57 -48=2.
Jak znamo, hraci kostky jsou dvé, pravotoc¢iva a levotociva, podle poradi stén 1, 2, 3 pfi pohledu
na roh kostky. ktery tato ¢isla sdili. O

Burnsideovu vétu lze pouzit v fadé dalsich aplikaci, napt. pokud chceme zjistit pocet néjakych
struktur dané velikosti aZ na izomorfismus. Metodu ilustrujeme na grafech se ¢tyfmi vrcholy.

Priklad. Bud X mnoZina vSech grafti s vrcholy 1,2,3,4. Dva grafy jsou izomorfni, pokud
existuje permutace z Sy, kterd prevadi hrany na hrany a mezery na mezery. Uvazujme tedy
pusobeni grupy S4 na X tak, Ze danad permutace prehazi vrcholy i s hranami, které do nich
vedou. Orbity tohoto ptisobeni budou obsahovat pravé vSechny navzajem izomorfni grafy, pocet
neizomorfnich graft je tedy roven po¢tu orbit. Resenim je tabulka

g # |Xg‘
id | 1] 2°
() |6 24
()| 3] 24
(.) | 8] 22
(...) | 6| 22

Vidime, ze ¢tyiprvkovych grafa je 11.

Na zavér ukazeme jednu zajimavost s elegantnim dikazem. Permutacni grupa se nazyva
tranzitivnd, ma-li jen jednu orbitu (ve svém pfirozeném puisobeni). Napt. grupy S,, A,, Da,
jsou tranzitivni, grupa ((1 2)(3 4))s, neni.

Véta 18.5 (Jordanova véta). KaZdd alespori dvouprvkovd koneénd tranzitivni grupa obsahuje
alesport jednu permutaci bez pevného bodu.

Dikaz. Podle Burnsideovy véty je pocet orbit roven primérnému poc¢tu pevnych bodt. Tranzi-
tivita Fika, ze pocet orbit je 1. Pritom identita méa alespon dva pevné body, tedy nadprimeérne
mnozstvi, takze musi existovat permutace, kterd ma podprimeérné mnozstvi pevnych bodd.
Protoze je pocet pevnych bodd nezaporné celé cislo, jedind podprimérna hodnota je 0. Tedy
existuje permutace bez pevného bodu. O

18.3. Cauchyova véta.

Tvrzeni lze pouzit k dikazu spousty uzitecnych tvrzeni o konecnych grupach. Jedno
takové si nyni ukézeme.

Lagrangeova véta fika, ze fad kazdého prvku déli tad celé grupy. Naopak, pokud k déli
|G|, prvek fadu k v grupé G existovat nemusi. Leda by ovSem k bylo prvocislo, pak musi.
Nasledujici véta ma fadu dtsledkt v teorii koneénych grup a i my ji budeme potiebovat v
kapitole o Galoisové teorii k dikazu, Ze jisté polynomy stupné 5 nemaji vzorec na vyjadreni
koten.
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Véta 18.6 (Cauchyova véta). Bud G koneénd grupa a p prvocislo, které déli |G|. Pak v G
existuje prvek radu p.

Diikaz. Ozna¢me
X={(a1,...,ap) €GP : ay;-...-ap=1}.

Prvnich p—1 prvki v kazdé p-tici mizeme zvolit libovolné a posledni je jimi jednoznac¢né urcéen,
¢ili | X| = |G|P~! a vidime, Ze p | | X|. Grupa Z, ptsobi na X rotaci slozek. Podle Tvrzeni m
velikost kazdé orbity déli fad ptisobici grupy, ¢ili mozné velikosti orbit jsou pouze 1 a p. Pfitom
aspon jedna orbita velikosti 1 existuje, konkrétné {(1,...,1)}. Protoze je velikost |X| délitelna
p, musi existovat jesté aspoinl p — 1 jednoprvkovych orbit. Pfitom v jednoprvkové orbité miize
byt pouze konstantni p-tice, néjaka (a, ..., a), ktera splituje a? = a-...-a = 1, ¢imz jsme objevili
hledany prvek radu p. O

19. FAKTORGRUPY

19.1. Normalni podgrupy.
Predmétem této sekce je velmi dilezita konstrukce faktorgrup. Jako parametr slouzi jisty typ
podgrup, zvanych normélni. S timto pojmem se nyni seznadmime.

Tvrzeni 19.1 (ekvivalentni definice normélni podgrupy). Bud G grupa a H jeji podgrupa.
Nasledugjici tvrzent jsou ekvivalentni:
(1) aH = Ha pro kazdé a € G (. levé a pravé rozkladové tridy daného prvku jsou stejné),
(2) aha™! € H pro kazdé h € H a kaZdé a € G (tj. je uzaviena na konjugaci libovolngm
prukem).

Dikaz. (1) = (2). Bud h € H a a € G. Pak ah € aH = Ha, a tedy existuje k € H takové, ze
ah = ka. Dostavame aha™' =k € H.

(2) = (1). DokdZeme obé inkluze v rovnosti aH = Ha. Nejprve uvazujme ah € aH. Pak
k = aha™' € H, a tedy ah = ka € Ha. Nyni uvazujme ha € Ha. Pak | = a~'ha € H, tedy
ha =al € aH. O

Definice. Podgrupa H se nazyva normdilni v grupé G, pokud splnuje ekvivalentni podminky
formulované v Tvrzeni Tento fakt znac¢ime H < G.

V abelovskych grupach je kazdé podgrupa normaélni, obé ekvivalentni podminky jsou triviadlné
splnény. Z trividlnich diivodu plati také {1} < G a G < G.

Priklad.

e Podgrupa SL,,(T) matic s determinantem 1 je normélni v grupé GL,(T), jak plyne z
podminky (2) uzitim souc¢inového vzorce pro determinanty: det(AHA~!) = (det A)(det H)(det A)~1 =
det H.

e Podgrupa A, sudych permutaci je norméalni v grupé S,,, jak plyne ze soucinového vzorce
pro znaménko: sgn(aha™!) = (sgna)(sgnh)(sgna)=! = sgn h.

e Podgrupa Dy, neni normélni v grupé S,,, coz je vidét z Tvrzeni[13.1]

Mozné jsou oba extrémy: jsou grupy, kde je kazdd podgrupa normélni (kromé abelovskych
napiiklad kvaternionovd grupa Qg), ale také grupy, které obsahuji pouze nevlastni norméalni
podgrupy (napiiklad grupy A,,, n # 4). Grupy, které nemaji Zadné vlastni normalni podgrupy,
se nazyvaji jednoduché. Jednim z nejvétsich algebraickych vysledki 20. stoleti je klasifikace (tzn.
uplny seznam az na izomorfismus) vSech koneénych jednoduchych grup.

Priklad. Jediné normélni podgrupy v grupé S,, n # 4, jsou {1}, A,, S,. Grupa S; navic
obsahuje ¢tyiprvkovou norméalni podgrupu

Ky = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23) },

které se fika Kleinova. Dikaz pro n = 3,4,5 si provedte jako cvi¢eni za pomoci Tvrzeni a
[14.5
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OBRAZEK 19. Konstrukce faktorgrupy

G/N

Na zavér uvedeme jedno dilezité pozorovani doplinujici Tvrzeni [15.2
Tvrzeni 19.2. Jddro homomorfismu je normdlni podgrupa.

Diikaz. Uvazujme ¢ : G — H. V Tvrzeni jsme dokéazali, ze Ker(y) je podgrupa. Normalita
plyne z toho, ze pro libovolné a € Ker(p) a u € G plati p(uau™t) = ¢(u) * p(a) * p(u) =
p(u) * p(u) = e. O

19.2. Konstrukce faktorgrupy.

V riznych odvétvich matematiky se opakuje myslenka konstrukce faktorobjektu. Neformalné
feceno, je dan objekt s velmi jemnou strukturou (hvézdy na obloze). Pokud od objektu pood-
stoupime, nékteré prvky splynou (pfi pohledu pouhym okem napiiklad hvézdy v jedné galaxii).
To, co vidime, je faktorobjekt ptivodniho objektu (svétlé body na obloze). O trochu formélnéji,
ztotoznime podobné objekty (na obloze ty, které jsou piili§ blizko). Co se pfesné mysli relaci
podobnosti uz zavisi na konkrétnim typu objektu.

V sekci jsme se seznamili se specidlnim pfipadem konstrukce faktorokruhu: dva poly-
nomy jsme prohlasili za podobné, pokud davaji stejny zbytek modulo dany polynom m, a s
reprezentanty zbytkt jsme pocitali modulo m. Tato konstrukce funguje obecnéji: polynom m
mizeme zameénit za libovolny ideal I a dva prvky prohlasime za podobné, pokud je jejich rozdil
v I. Analogickou myslenku lze pouZit i pro grupy, kde misto idedlu budeme uvaZovat normaélni
podgrupu N a dva prvky prohlasime za podobné, pokud je jejich podil v N.

Definice. Bud G grupa a N jeji normélni podgrupa. Definujeme relaci na mnoziné G predpisem
a~b < a-bleN.
Podle Tvrzeni[14.10[je a ~ b pravé tehdy, kdyz Na = Nb, ¢ili relace ~ je ekvivalenci na mnoziné
G. Jeji bloky jsou rozkladové tiidy grupy G podle podgrupy N, a protoze je N normalni, levé
i pravé rozkladové t¥idy jsou totéz (Tvrzeni [19.1)), ¢ili
[a] = aN = Na.
Na téchto blocich definujeme operace predpisy
o] -] =a-b] a [a ' =[]

(v nasledujicim lemmatu ovéfime, Ze je tato definice korektni, tj. Ze vysledek operace nezavisi
na tom, kterym prvkem si dany blok ozna¢ime), za jednotkovy prvek vezmeme blok [1] = N.
Mnozina bloki s vysSe uvedenymi operacemi se nazyva faktorgrupa grupy G podle podgrupy N,

G/N = ({[a] : a € G},-, 71, [1]).
Lemma 19.3. Bud G grupa a N jeji normalni podgrupa.

(1) Vyse uvedené operace na blocich jsou dobre definovany.
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(2) Faktorgrupa G/N je skutecné grupa.

Diikaz. (1) Uvazujme dva bloky oznacené dvéma zpusoby, [a] = [c] a [b] = [d]. Ovéfime, Ze
[a-b] =c-d] afa=!]=[c"!]. Protozea ~cab~d, tj.a-c’t € Nab-d~! € N, z uzavienosti
mnoziny N na ndasobeni i konjugaci libovolnym prvkem dostavame
(ab) - (cd)™t = abd e ! = ac™tebd re ™t = (ac™l) - e(bd V)t € N,
—_— ——
EN eEN

¢ilia-b~c-d, tj. [a-b] = [c-d]. Pro inverz staci vyuzit faktu, ze ac™* € N < a~lc € N,
protoze levé i pravé rozkladové t¥idy jsou stejné, a tedy Na = N¢ < alN =cN.

(2) Ovérime, ze G/N spliuje axiomy grup. Operace - je asociativni, nebot [a] - ([0] - [c])

O |

[a-(b-c)] =[(a-b)-c] = ([a]-[b])[c], a podobné se ovéFii [a]-[1] =[a-1] =[a] =[1-a] = [1] - [
alal-[o) "t =[a-a!]=[1] =[a] " [a].
Priklad. Uvazujme grupu G = Z a normalni podgrupu H = nZ. Plati
a~b & nla—b & a=b (modn),

bloky této ekvivalence jsou rozkladové tiidy

a]| ={k€Z: k=a (modn)} =a+nZ, a=0,...,n—1.
Pfitom [a] + [b] = [a+b] = [a+b mod n] a —[a] = = [—a] = [n—al, ¢ili operace na prvcich Z/nZ
jsou jako operace na ¢islech 0, ...,n — 1 modulo n. Neni tézké ovéfit, ze [a] — a je izomorfismus

Z)nZ == Lo,
Priklad. Uvazujme grupu G = S,, a normalni podgrupu H = A,,. Plati
T~0 & moo €A, & sgn(r) =sgn(o),

¢ili tato ekvivalence mé pravé dva bloky: mnozinu S sudych permutaci a mnozinu L lichych
permutaci. Operace na téchto tfidach je SoS = LoL =S a SolL =LoS =1L, jdeo
dvouprvkovou grupu izomorfni grupé Z*.

Jak jednoduse, ale pritom formalné urcit, jak vypada faktorgupa dané grupy? Pomize nam
nasledujici véta, kterda dava do souvislosti faktorgrupy a homomorfni obrazy grup.
Véta 19.4 (véta o homomorfismu). Bud ¢ : G — H homomorfismus grup.
(1) Je-li N < Ker(p) normadlni podgrupa grupy G, pak je zobrazeni
Y :G/N — H, [a] — o(a)
dobre definovan€ a je to grupovy homomorfismus.

(2) (1. véta o izomorfismu) G/Ker(p) ~ Im(yp).

Diikaz. (1) Predné je tfeba ovéfit, ze je zobrazeni i) dobfe definované: mohlo by se stat, ze
méme tentyz blok oznafen dvéma riznymi zpusoby, tj. Ze [a] = [b] pro néjaka a # b, a pfitom
se témto blokiim snazime piifadit dvé rtizné hodnoty ¢(a) # ¢(b). OvSem

=[] © a-b'eN = a-b'eKer(p) & pla-b1)=1 < ¢(a) =),
tedy 9 je dobfe definované zobrazeni. Protoze ¢([a-b]) = p(a-b) = p(a)-p(b) = = ¥([a])-¥([b]),

je to homomorfismus.
(2) Pouzijeme (1) pro N = Ker(y). Vysledny homomorfismus je prosty, nebot

[a] =] & a-b ' eKer(p) & ¢la-b7) =1 & pa) =pb),
a uvazujeme-li jej jako zobrazeni G/Ker(¢) — Im(¢) = Im(p), pak je také na. O

1. véta o izomorfismu je dobrym néastrojem, pokud chceme urcit, jak vypada dana faktorgrupa.
Chceme-li dokézat, ze G/N ~ H, sta¢i najit homomorfismus z G na H, jehoz jadrem je N.
Metodu ilustrujeme na nékolika prikladech.
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Priklad. Jak vypada faktorgrupa Z/nZ 7 Analyzu situace jsme provedli vySe a vidime, zZe
bychom méli hledat homomorfismus Z — Z,, jehoz jadrem je podgrupa nZ. Situaci fesi zobra-
zeni a — a mod n, které je o¢ividné homomorfismem na Z,,, jehoz jaddrem je {a € Z : a mod n =
0} = nZ. Podle 1. véty o izomorfismu

Z|nZ = L,

Priklad. Jak vypada faktorgrupa S, /A, ? Analyzu situace jsme provedli vyse a vidime, ze
bychom méli hledat homomorfismus S,, — Z*, jehoz jadrem je podgrupa A,. Situaci fesi zob-
razeni 7 — sgn(m), které je ofividné homomorfismem na Z*, jehoz jadro tvoii sudé permutace.
Podle 1. véty o izomorfismu

Sn/A, ~ 7"

Priklad. Jak vypada faktorgrupa GL,(T)/SL,(T) ? Plati
A~B & AB ' €SL,(T) & det AB™' =det A(det B)™' =1 &< det A = det B.

Bloky této ekvivalence jsou tedy urceny hodnotou determinantu, kterou muze byt libovolny
nenulovy prvek télesa. Pritom determinant soucinu je souc¢in determinantii, tedy bloky se nasobi
tak, jak se nasobi ptislusné prvky télesa, ¢ili faktorgrupa GL,,(T)/SL, (T) by méla byt izomorfni
grupé T*. Skute¢né, zobrazeni det : GL,,(T) — T* je homomorfismem na grupu T*, jehoz jadro
tvofi matice s determinantem 1, ¢ili podgrupa SL,,(T). Podle 1. véty o izomorfismu je

GL,(T)/SL,(T) ~ T*.
Jsou pripady, kdy podobna analyza nedava Zadny dobry nahled. Leckdy je mozné pouzit

dalsich trikt, naptiklad tvah o pocétu prvki a znalosti malych grup.

Priklad. Jak vypadé faktorgrupa S;/K4, kde K4 je Kleinova podgrupa? Podle Lagrangeovy
véty je |S4/Ky| = [Sq : Ky] = 24/4 = 6, ¢ili faktorgrupa S4/K, je izomorfni bud grupé Ss,
nebo cyklické grupé Zg. Dokézeme, Ze neni abelovskd, coz potvrdi prvni variantu:

[(123)]0[(1234)]=[(123)0(1234)]=[(1342)],
[(1234)]0[(123)]=[1234)0(123)]=[(1324)],

oviem [(1342)]#[(1324)],nebot (1342)0(1324)"1=(124)¢K,.

Jingm pfikladem pouziti 1. véty o izomorfismu je elegantnéjsi dikaz klasifikace cyklickych
grup.
Alternationi dikaz Véty[15.8 Bud G = (a) cyklickd grupa a uvazujme zobrazeni
p:7— G, k— a”.
Podle Diisledku je toto zobrazeni na G. Je-li ¢ také prosté, pak je izomorfismem G ~ Z.

V opaéném piipadé je Ker(p) = nZ, kde n = ord(a), a podle 1. véty o izomorfismu je G ~
ZInZL ~ L. O

V sekci o feSitelnych grupach bude potieba porozumét tomu, jak vypadaji podgrupy faktor-
grup. O tom hovoti 2. véta o izomorfismu.

Tvrzeni 19.5 (2. véta o izomorfismu). Bud G grupa a N jeji normdlni podgrupa.
(1) Je-li N <H < G, pak H/N je normdlni podgrupa v G/N.
(2) Je-li K < G/N, pak ezistuje normdlni podgrupa H < G takovd, Ze K = H/N.
(3) Pro N <H < G plati
(G/N)/(H/N) ~ G/H.

Diikaz. (1) Bud [al,[b] prvky H/N, ¢ili a,b € H, a bud [g] prvek G/N. Pak [a][b] = [ab]
je prvek H/N, protoze ab € H, a ze stejného ditvodu jsou H/N také [1], [a] ! = [a7}] a
l9llallg) ! = [gag™'].
(2)BudH ={a€G: [a) € K}.Proa,be H ag e G plati ab € H, protoze [ab] = [a][b] € K,
a ze stejného diivodu jsou prvky H také 1, a=! a gag~'. Zjevné K = H/N.
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OBRAZEK 20. Tlustrace 2. véty o izomorfismu. Vétsi podgrupa H urc¢uje hrubsi
ekvivalenci (s vétsimi bloky).
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OBRAZEK 21. Tlustrace 3. véty o izomorfismu. Podgrupa HN je sjednoceni roz-
kladovych tiid =N, které H protne.

(3) Uvazujme homomorfismus ¢ : G/N — G/H, [a|n + [a|g. Je dobfe definovany, protoze
N < H, a tedy [a]n = [b]n implikuje [a]g = [b]g. Je to homomorfismus, ¢([a]n[b]N) =
o([abln) = [abla = [a]lu[bla = ¢([a]n)¢([b]n). Jeho obraz je celé G/H a jeho jadro sestava z
téch [a]n, pro které je a € H, tedy Ker(y) = H/N. Aplikaci 1. véty o izomorfismu dostaneme
uvedeny vztah. O

Je-li dana podgrupa H a norméalni podgrupa N, mame dvé prirozené definované dvojice
podgrup: jednou je HNIN < H, druhou je N < HN, kde HN = {hn : h € H,n € N}. Oba
faktory jsou izomorfni.

Tvrzeni 19.6 (3. véta o izomorfismu). Bud G grupa, N jeji normdlni podgrupa a H jeji
libovolnd podgrupa. Pak HN tvori podgrupu grupy G, H N N tvori normdlni podgrupu grupy
Ha

HN/N ~ H/(HﬂN).

Diikaz si provedte jako cviceni v podobném stylu, jako jsme dokazovali 2. vétu o izomorfismu.

19.3. Resitelné grupy.

Pojem fesitelnosti vychézi z Galoisovy véty (Véta , ktera tika, ze danou polynomialni
rovnici lze Fesit v radikalech pravé tehdy, kdyz je Galoisova grupa tohoto polynomu fesitelna.
Pojmy tykajici se feSeni polynomialnich rovnic si vysvétlime pozdéji, ted se podivame na pojem
grupové feSitelnosti.
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Definice. Grupa G se nazyva resitelnd, pokud existuje ¢islo k a normalni podgrupy Ny, ..., Ng <
G takové, 7e {1} = Ny < N; < ... < Np = G a kazda faktorgrupa N;/N;_1, i = 1,...,k,
je abelovska. Nejmensimu k, pro které takova fada podgrup existuje, se ika stupern resitelnosti
grupy G.

Vidime, Ze grupa je fesitelna stupné 1 pravé tehdy, kdyz je abelovska. Resitelné grupy stupné
< 2 se nazyvaji metabelovske.

Priklady.
e Grupa Sj3 je metabelovska, jak prokazuje fada podgrup
{1} <A;<Ss.

Obé faktorgrupy As/{1} ~ A3 ~ Zs a S3/A3 ~ Zy jsou abelovské.
e Obecnéji, dihedralni grupy D, jsou metabelovské, jak prokazuje fada podgrup

{1} S R g D2n7

kde R sestava ze vSech rotaci. Obé faktorgrupy R/{1} ~ R ~ Z,, a D9, /R ~ Zs jsou
abelovské.
e Grupa Sy je Tesitelna stupné 3, jak prokazuje fada podgrup

{1} < K4 < Ay <8y,

kde K4 je Kleinova podgrupa. Vsechny faktorgrupy Ky /{1} ~ Ky ~ Zgo X Zo, Ay/K4 ~
Zs a S4/A4 ~ Zs jsou abelovské.

e Vsechny grupy fadu p*, p prvoéislo, jsou Fesitelné, ale diikaz neni Gplné jednoduchy.
Slavna a velmi obtizna Feit- Thompsonova véta Fika, ze vechny grupy lichého fadu jsou
FeSeitelné.

Priklad. Grupy S,, n > 5, nejsou fesitelné, protoze S,, ma jedinou vlastni normalni podgrupu
A, tedy jedind mozna fada je {1} < A,, < S,,, avSak podgrupa A,, neni abelovska. Ani grupy
A,, nejsou Tesitelné, protoze nemaji vibec zadné vlastni normélni podgrupy. (Pro n = 5 jste
tento fakt méli ovéfit ve cvicenich k sekci ) Grupa Aj fadu 30 je nejmensi grupa, kterd
neni feSitelna.

S abelovskosti faktorgrupy tzce souvisi nasledujici pojem: pro danou grupu G definujeme
derivovanou podgrupu

G’ = (aba b7 : a,beq.

Tato podgrupa je vzdy normalni v G, jak si plyne z nasledujiciho tvrzeni.

Lemma 19.7. Bud G grupa a N jeji normdlni podgrupa.

(1) N’ je normalni podgrupa v G.
(2) G/N je abelovskad pravé tehdy, kdyz G' < N.

Diikaz. (1) Generatory grupy N’ jsou uzavieny na konjugaci: pro a,b € N a g € G plati

glaba™'b™ ") g™ = (gag™")(gbg™")(ga" g™ )(gb™ g™ ),
pri¢emz vSechny Ctyfi prvky v zavorkach jsou v IN, protozZe je tato podgrupa normalni. Z Tvrzeni
pak stejnym argumentem plyne, Ze pokud je mnozina generatori X uzaviena na konjugaci,
podgrupa jimi generovand je norméalni: pro prvek alfl ...al kde a; € X, plati

M (gang ™k,

glay' ... ay)g™" = (garg™)
pricemz vSechny prvky v zavorkéch jsou v X.

(2) Faktorgrupa G /N je abelovska pravé tehdy, kdyz pro vSechna a, b € G plati [a][b] = [b][a],
neboli [1] = [a][b][a]1[b]~! = [aba~1b71], tj. aba~'b~! € N. Nejmensi takovd podgrupa je z
definice G’, vsechny ostatni N ji musi obsahovat. U

Nasledujici tvrzeni dava do souvislosti fesitelnost dané grupy a jejich podgrup a faktorgrup.

Neékolikrat jej vyuzijeme v dikazu Galoisovy véty.
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Tvrzeni 19.8 (fesitelnost podgrup a faktorgrup). Bud G grupa.
(1) Je-li G resitelnd a H jeji podgrupa, pak je H fesitelnd.
(2) Je-li G resitelnd a K jeji normdlni podgrupa, pak je G/K fesitelnd.
(3) Pokud G obsahuje normalni podgrupu N takovou, Ze jsou obé grupy N i G/N resitelné,
pak je G Tesitelnd.
Dikaz. (1) Uvazujme fadu normélnich podgrup {1} = Ny < N; < ... < Ny = G, kde je kazda
faktorgrupa N;/N;_; abelovska. Dokazeme, Ze
{1}:N00H§N1QHS ...<N,N"H=H
je Tada prokazujici Fesitelnost grupy H. Pomoci 3. véty o izomorfismu upravime
(Nz N H)/(Nz_l N H) = (Nz N H)/((NZ N H) N Nz’—l)
~ (lel(Nz N H))/NZ,1 < NZ/N1,1
idi 9 j A i—1, .
Vidime, Ze pivodni faktorgrupa je podgrupou abelovské grupy N; /N;_1, ¢ili je abelovska
(2) Vyjdeme ze stejné fady a dokazeme, ze
K/K=N)K/K<N;K/K<...<N;K/K=G/K
je fada prokazujici Fesitelnost grupy G /K. Pouzijeme postupné 2., 3. a 2. vétu o izomorfismu a
dostaneme
~ Nz/(Nz—lK) NN; ~ (Nz/Nz—l)/ ((Nz_lK) M Nz/Nz—l)
osledni krok vyuziva pozorovani, ze N;_1 < i—1 N N;). Vidime, ze puvodni faktorgrupa
(posledni krok vyuziva p ini, ze N (N;—1K) NN;). Vidime, ze ptuvodni faktorgrup
je faktorgrupou abelovské grupy N;/N;_1, ¢ili je abelovska.
(3) Uvazujme fadu N/N = Ly/N < L;/N < ... < L;/N = G/N, kde je kazda faktor-
grupa (Li/N)/(Li_l/N) ~ L;/L;_; abelovské (takovy zapis podgrup je mozny diky 2. véte o

NP

izomorfismu, bod (2)). Tvrzeni dokdZzeme indukci podle stupné fesitelnosti grupy N.

Je-li N fesitelna stupné 1, tedy abelovska, pak

{1} < N=Ly<L; <...<L; =G,
je fada prokazujici fesitelnost grupy G.

Nyni pfedpokladejme, ze tvrzeni plati, kdykoliv je N feSitelna stupné < k, a uvazujme situaci,
kdy je stupen Fesitelnosti roven k. Uvazujme fadu {1} = Ko < K; < ... < K = N, kde je
kazda faktorgrupa K, /K, 1 abelovska. Pfedposledni ¢len fady, grupa Kj_1, je Fesitelnd stupné
< k a N/Kj_1 je abelovskd. Z Lemmatu plyne, ze N’ < Kj;_1 a ze N’ je normdlni v G.
Cast (1) pak ik, ze grupa N’ je fesitelna stupné < k, diky fadé

{1}:KOQN/§K1QN/§ SKk_lﬂN,:N,.
Také G/IN’ je FeSitelnd grupa, coz prokazuje rada
N'/N' <N/N' =L¢/N' <L;/N' <...<L;/N = G/N".
7 indukéniho predpokladu plyne, Zze G je FeSitelna. O
Dausledek 19.9. Bud G grupa a Ny, ..., N < G takové, zZe {1} =Ny < N; <...<Np =G
a kazda faktorgrupa N; /N;_1, i = 1,...,k, je Tesitelnd. Pak je G Tesitelnd.

Dikaz. Indukci podle k: z indukéniho predpokladu je fesitelnd grupa Nj_q, feSitelna je také
faktorgrupa Ny, /Nj_1, takze diky Tvrzeni[19.8(3) je fesitelnd i grupa G = Ny, O
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Ciselna télesa a kofeny polynomii

20. OKRUHOVE HOMOMORFISMY A FAKTOROKRUHY

20.1. Homomorfismy.

Vyklad teorie télesovych rozsifeni zacneme kratkym pojednanim o zakladnich vlastnostech
okruhovych homomorfismt a s nimi souvisejici obecnou konstrukci faktorokruhu podle idealu.
Vétsina fakt v této sekci je pfimou analogii situace, kterou jsme vidéli v grupach.

V celé sekci budou R, S dva okruhy (ne nutné komutativni). Zobrazeni ¢ : R — S je
homomorfismem téchto okruhtl, zapisujeme ¢ : R — S, pokud pro kazdé a,b € R plati

pla+b)=p(a) +¢b), ¢la-b)=ypl) @b), @(-a)=-pla) a 0)=0.

Z Lemmatu ihned plyne, ze prvni dvé podminky implikuji tfeti a ¢tvrtou, ¢ili jsme v souladu
s definici ze sekce [[.3l
Obrazem homomorfismu nazyvame jeho obor hodnot, tj. mnozinu

Im(p) ={be€ H: b= ¢(a) pro néjaké a € G}.
Jddro homomorfismu definujeme jako mnozinu

Ker(¢) ={a € G: ¢p(a) =0}.

Pfipomenime, %e podmnozinu [ v okruhu R nazveme idedlem, pokud je (I, +, —,0) podgrupou
grupy (R,+,—,0) aprokazdé a € I, r € Rplatir-a € I aa-r € I. Nasledujici tvrzeni mimo
jiné ik, ze idedly hraji vzhledem k homomorfismim roli norméalnich podgrup.

Tvrzeni 20.1 (jidro a obraz jsou podokruhy). Bud R, S okruhy a ¢ : R — S homomorfismus.
Pak

(1) Im(yp) tvori podokruh okruhu S;
(2) Ker(p) tvori idedl okruhu R

Diikaz. Okruhovy homomorfismus je zaroven grupovy homomorfismus vzhledem k operacim
+, —, 0, ¢ili mizeme pouzit Tvrzeni[I5.2)a ihned dostaneme uzavienost jidra a obrazu na operace
+, —, 0. Uzavienost obrazu na nasobeni se dokaze stejné jako pro s¢itani. Zbyva dokoncit cast
(1): je-li ¢(a) =0 a r € R libovolné, pak ¢(r - a) = ¢(r) - p(a) = ¢(r) - 0 = 0 a analogicky pro
souéin a - r, ¢ili Ker(p) tvori idedl v R. O

7 Tvrzeni ihned plyne jeho analogie pro okruhy.

Tvrzeni 20.2. Bud R,S okruhy a ¢ : R — S homomorfismus. Pak ¢ je prosty prdvé tehdy,
kdyz Ker(p) = {0}.

Podobné jako pro grupy se dokaze také nasledujici tvrzeni (provedte jako cvieni!).

Tvrzeni 20.3. Bud R,S, T okruhy a ¢ : R — S, ¥ : S — T homomorfismy. Pak

(1) ¥ o ¢ je homomorfismus R — T,
(2) je-li ¢ bijektivni, pak o' je homomorfismus S — T.

Bijektivni homomorfismy se nazyvaji izomorfismy. Dva okruhy nazveme izomorfni, pokud
mezi nimi vede izomorfismus (viz sekce [1.3]). Ve, co bylo v sekci fefeno o izomorfismech
grup, plati analogicky i o izomorfismech okruh.
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Priklad. Dulezitou rodinou jsou tzv. moduldrni homomorfismy. V ¢iselné varianté zvolme ¢islo
m > 0 a definujme zobrazeni

Om L — Lo, a — a mod m.
V polynomialni varianté zvolme polynom 0 # m € T'[z]| a definujme zobrazeni
©m : T[z] = T[z]/(m), f+— f modm.

Neni tézké oveéfit, ze jde o homomorfismy, jejich jadra jsou mZ, resp. mT[z]. Podobné bychom
mohli postupovat v kazdém oboru, kde je definovano jednoznac¢né déleni se zbytkem.

Modulérni zobrazeni z ¢inské véty o zbytcich je okruhovy izomorfismus, viz Tvrzeni
Toto zobrazeni lze interpretovat jako simultanni moduldrni homomorfismus do nékolika okruhi
Zy, najednou.

Priklad. DileZitou rodinou jsou tzv. dosazovaci homomorfismy. Uvazujme komutativni okruhy
R < S a prvek a € S a definujme zobrazeni
¢a : Rlz] = S, [ fla).

Neni tézké ovérit, ze jde o homomorfismus. Je-li R = S, jeho jadrem je hlavni ideél (z — a)T[x]
(viz Tvrzeni|2.3) a obrazem celé R (diky konstantnim polynomtim). Obecné miize jadro a obraz
vychazet vielijak, napt. pro R = Z, S = C, a = i dostaneme jadro (z2 + 1)Z[z] a obraz Z[i].
Priklad. Oba vySe uvedené typy lze kombinovat, napfiklad zobrazeni

¢ : Zlx] — Zo, f— f(0) mod 2
je také homomorfismem, jeho jadro sestava z téch polynomu, jejichz absolutni ¢len je sudy, coz

neni hlavni ideal.

Tuto podsekci ukon¢ime ptikladem homomorfismu, ktery hraje zasadni roli v okruzich nenu-
lové charakteristiky. Vyuzijeme jej naptiklad pri klasifikaci kone¢nych téles.

Tvrzeni 20.4 (Frobenitv endomorfismus). Bud R okruh s jednotkou prvociselné charakteristiky
p a definugme zobrazeni
ep: R—=R, a— ab.
(1) Zobrazeni v, je homomorfismus.
(2) Je-li R obor integrity, pak je p, proste.
(3) Je-li R konecné téleso, pak je ¢, automorfismus.

Zobrazeni ¢, se Tikd Frobeniiv endomorfismus, resp. Frobeniiv automorfismus v pripadé,
kdy je bijektivni. Specidlnim pfipadem bodu (1) je rovnost

(a+b)P =aP + 0P,
ktera je snem kazdého stfedoskolaka, ale plati pouze za predpokladu prvociselné charakteristiky
D.
Diikaz. (1) Ziejmé (a - b)P = aP - bP a podle binomické véty

P
p . s
P ipp—i _ P
(a +b) _Z <i>abp = af + b7,
=0
nebot p déli vSechny binomické koeficienty (f), i = 1,...,p — 1, protoZe vsechna prvocisla

obsazena ve jmenovateli jsou mensi.

(2) Z podminky ¢,(a) = a” = 0 plyne, ze a = 0. Tedy jadro homomorfismu ¢, je trivialni,
¢ili je prosty (Tvrzeni [20.2)).

(3) Prosté zobrazeni na koneéné mnoziné je bijektivni (Lemma [1.4)). O
Dusledek 20.5. Bud p prvocislo a f polynom ze Zy|x]. Pak f(2P) = fP.

Diikaz. Ozna¢me f = > a;z’. Pak fP = (3 a;z")P = > al'(z")? = 3" a;2'?, kde druha rovnost
plyne z Tvrzeni[20.4) a tfeti z malé Fermatovy véty. O
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20.2. Konstrukce faktorokruhu podle idealu.
Vzhledem k tomu, Ze ideal tvori normélni podgrupu aditivni grupy daného okruhu, mizeme
v konstrukei faktorokruhu vyzit vse, co jsme udélali pro faktorgrupy.

Definice. Bud R okruh a I jeho ideal. Definujeme ekvivalenci na mnoziné R predpisem
a~b < a—-bel.

Podle Tvrzeni [14.10] je a ~ b pravé tehdy, kdyz a + I = b+ I, ¢ili bloky jsou rozkladové tiidy
[a] = a + I. Na téchto blocich definujeme operace predpisy
[a] +[b] = [a+b],  —la] =[=a],  [a]-[b] =[a-b].

(v nésledujicim lemmatu ovéfime, ze je tato definice korektni). Mnozina blok s vy$e uvedenymi
operacemi se nazyva faktorokruh okruhu R podle idedlu I,

R/I = ({[a] : a € R},+,—,-,[0]).
Lemma 20.6. Bud R okruh a I jeho idedl.

(1) Vyse uvedené operace na blocich jsou dobre definovany.
(2) Faktorokruh R/I je skutecné okruh.

Dikaz. 7 konstrukce faktorgrupy jiz vime, Ze je s¢itani a od¢itani dobre definované. Pro nasobeni
predpokladejme [a] = [¢] a [b] = [d], ovéfime, Ze [ab] = [cd]. Pfedpokladaje a ~ c a b ~ d, tj.
a—c€elab—del, spotteme

ab—cd=a(b—d)+(a—c)del,

—— N —
el el

¢ili ab ~ cd, tj. [ab] = [cd]. Podobné jako pro grupy se ukéaze, ze takto definované operace
splnuji vSechny axiomy okruhi, véetné komutativity a existence jednotky, pokud tyto platily v
ptivodnim okruhu R (pozor, vlastnost byti oborem integrity zachovana byt nemusi, viz sekce
20.3]). O

Priklad. Uvazujme komutativni okruh R = Z a ideédl I = nZ. Plati
a~b & nla—-b & a=b (modn).
Stejné jako pro grupy neni problém ukazat, ze Z/nZ ~ 7Z,.
Podobné jako pro grupy plati véta o homomorfismu a 1. véeta o izomorfismu.

Véta 20.7 (véta o homomorfismu). Bud ¢ : R — S homomorfismus okruhi.
(1) Je-li I C Ker(yp) idedl v R, pak je zobrazeni

v :R/I—S, [a] — ¢(a)

dobre definované a je to okruhovy homomorfismus.
(2) [1. véta o izomorfismu] R/Ker(¢) ~ Im(y).

Diikaz. Plyne piimo z grupové verze (Véta [19.4), pouze je tieba si uvédomit, ze vSechna defi-
novand zobrazeni jsou i okruhové homomorfismy. (]

Priklad. Modularni homomorfismus Z — Z,,, a — a mod n, prokazuje, ze Z/nZ ~ Z,.
Je-li R komutativni okruh a I = mR jeho hlavni idedl, pak
a~b < m|la—b < a=b (modm).

Je-li v okruhu R definovano jednozna¢né déleni se zbytkem (napi. R = Z nebo R = TJz], T
téleso), prvky R/mR mizeme reprezentovat jako vSechny mozné zbytky po déleni prvkem m a
operace v R/mR budou jako operace v ptivodnim okruhu modulo m, nebot

[a] £ [b] = [a = b] = [a &= b mod m], [a] - [b] = [a - b] = [a - b mod m)].
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Specidlné, pro R = T[z], T téleso, vidime, Ze konstrukce faktorokruhu ve smyslu této sekce
a ve smyslu sekce jsou ,,v podstaté totozné“. 1. véta o izomorfismu pouzitd na modularni
zobrazeni T[z] — T[z]/(m) dadvé izomorfismus

T(z]/mTx] ~ T[z]/(m),
v némz polynom f stupné < degm jednozna¢né odpovida pfislusnému bloku [f]. Znaceni se
zpravidla sméSuje, pouzivaji se oba zapisy T[z]/mT][x] i T[x]/(m) pro obé formalné rtizné,
nicméné izomorfni konstrukcee.

Priklad. Jak vypadé faktorokruh T[z|/(x — a), kde a € T' ? Uvazujme dosazovaci homomor-
fismus

T[z] —» T, f— f(a).
Je to zobrazeni na T a jeho jadro je
{feTz]: fla) =0y ={fe€Tl]: z—alf}=(z—a)T[z]
Podle 1. véty o izomorfismu je T[x]/(:c —a)~T.

vvvvvv

Piiklad. Jak vypada faktorokruh Q[z]/(z? + 1) ? Uvazujme homomorfismus
Qz] = QG),  f = f0).
Je to zobrazeni na Q(i) a jeho jadro je
{feQla]: f(i) =0} ={f €Qlz]: f(i)=f(—i)=0}
={feQla]: z—ilf, z+ilf}
—{feQ]: (- i)z +i)=aP+1] f}
= (#* +1)Q[a].
Podle 1. véty o izomorfismu je Q[z]/(x? + 1) ~ Q(3).
Piiklad. Jak vypada faktorokruh Q[z]/(z? — 1) ? Uvazujme homomorfismus
Q] - QxQ,  fr (f(1),f(=1)).
Je to zobrazeni na Q x Q a jeho jadro je
{feQla]: fO)=f(-1) =0} ={f€Qlz]: —1]|f z+1]f}
—{feQ]: (w-D+1)=a>—1] f)
= (2% = 1)Q[a].
Podle 1. véty o izomorfismu je Q[z]/(z? — 1) ~ Q x Q.
Na zaveér jeden priklad s ideadlem, ktery neni hlavni.

Priklad. Jak vypadé faktorokruh Z[z|/I, kde I = {f € Z[z] : m | f(0)} 7 Dva polynomy
f» g jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyz f — g € I, tj. pravé tehdy, kdyz m | f(0) — g(0), tj.
pravé tehdy, kdyz f(0) = g(0) (mod m). Existuje tedy presné m rozkladovych t¥id. Neni tézké
nahlédnout, Ze zobrazeni

Zlz] = L, f+— f(0) mod m
je homomorfismem, jehoz jadro je I, a tedy Z[z|/I ~ Zp,.

Podobné jako pro grupy se dokazi i 2. a 3. véta o izomorfismu.

Tvrzeni 20.8 (2. véta o izomorfismu). Bud R okruh a I jeho idedl.
(1) Je-li I C J idedl v R, pak J/I ={[a] : a € J} je idedl v R/I.
(2) Je-li K idedl v R/I, pak existuje idedl J v R takovy, Ze K = J/I.

(3) V obou pripadech plati
(R/I)/(J/I) ~R/J.
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Tvrzeni 20.9 (3. véta o izomorfismu). Bud R okruh, I jeho idedl a S podokruh. Pak S + I

tvori podokruh okruhu R a
(S+I)/I~S/(SNI).

20.3. Faktorokruhy podle maximalnich idealu a prvoideali.

V této ¢asti si ukdzeme analogii k Tvrzeni které fika, ze faktorokruh T[a]/(m) je téleso
pravé tehdy, kdyz to je obor integrity, a to pravé tehdy, kdyz m je ireducibilni prvek v T[a].
Obecné je situace slozitéjsi: muze se stat, ze faktorokruh podle idealu je oborem integrity, ale
ne télesem.

Definice. Ideal I okruhu R nazveme
e prvoidedlem, pokud pro kazdé a,b € R plati, ze kdykoliv ab € I, pak a € I nebo b € I;
e maximadlni, pokud je I maximalni v uspoiddané mnoziné vlastnich idealti, tj. pokud
neexistuje idedl J spliujici I C J C R.

Véta 20.10 (faktor podle prvoidedlu a maximalniho idedlu). Bud R komutativni okruh s jed-
notkou a I jeho idedl. Pak

(1) R/I je obor integrity prdvé tehdy, kdyz I je prvoidedl;

(2) R/I je téleso prave tehdy, kdyz I je mazimdlni idedl.

Diikaz. (1) Faktorokruh R/I je oborem integrity pravé tehdy, kdyz pro kazdé a,b € R plati,
ze kdykoliv [ab] = [a] - [b] = [0], pak [a] = [0] nebo [b] = 0. Pfelozeno do feéi ideald, ab € I
implikuje a € I nebo b € I, coz je definice prvoidealu.

(2) Podle Tvrzeni je R/I télesem pravé tehdy, kdyz neobsahuje zadné vlastni idedly. 2.
véta o izomorfismu Fika, ze jakykoliv vlastni idedl v R/I je tvaru J/I, kde I C J C R je ideal
v R. Cili neexistence vlastniho idedlu v R/I je ekvivalentni tomu, Ze je I maximalni idedl. [J

Vsimnéte si, Ze v oborech hlavnich idealt jsou
e prvoidedly pravé ty idedly, které jsou generované prvoéinitelem (obé podminky pozaduji,
aby m | ab implikovalo m | @ nebo m | b);
e maximalni pravé ty idedly, které jsou generované ireducibilnim prvkem (protoze b je
vlastnim délitelem a pravé tehdy, kdyz aR C bR).
Obory hlavnich idealt jsou gaussovské (Véta [7.8) a v nich jsou ireducibilni prvky totéz, co
prvocinitelé (Dusledek (2)) Cili Tvrzeni peciélnim pfipadem Véty

Piiklad. Pfipomerite si ptiklady Q[z]/(f) ze sekce
e polynom 2241 je ireducibilni, tedy ideal (z24-1)Q|x] je maximalni, a skuteéné, Q[z]/(x%+
1) ~ Q(7) téleso;
e polynom x? — 1 neni ireducibilni, tedy ideal (22 — 1)Q[x] neni maximélni (napf. ideal
(x — 1)Q[x] je vétsi), a skuteéns, Q[z]/(2? — 1) ~ Q x Q neni téleso.

Priklad. Obor Z[x] neni oborem hlavnich idealt. Napiiklad idedl I = zZ[z] je prvoidedlem
(protoze je polynom z prvodinitelem), avSak neni to maximdlni idedl (naptiklad idedl {f €
Zlz] - 2| f(0)} je vétsi). A vskutku, faktorokruh Z[z]/I ~ Z (dosazovaci homomorfismus) je
oborem integrity, ale ne télesem.

21. TELESOVE ROZSIRENI JAKO VEKTOROVY PROSTOR

Tématem celé kapitoly je studium vlastnosti télesovych rozsifeni. Soustfedime se na dva
zédkladni pojmy: stupen rozsireni, tj. dimenze vétsiho télesa jakozto vektorového prostoru nad
mensim télesem, a jeho souvislost s vlastnostmi algebraickych Cisel, a dale na Galoisovu grupu
rozsirent, tj. grupu symetrii vétsiho télesa vii¢i tomu mensimu.

Pomoci téchto pojmi 1ze studovat fadu klasickych problémt. Ukazeme si dva ptiklady, které
patii mezi stézejni vysledky matematiky prvni poloviny 19. stoleti. Pomoci stupné rozsiteni
se charakterizuji body, které lze sestrojit pravitkem a kruzitkem, a touto metodou dokazeme
nemoznost Feseni nékterych planimetrickych tloh. Vyjadfitelnost kofenti daného polynomu vzor-
cem pouzivajicim jeho koeficienty tizce souvisi se symetriemi jeho rozkladového nadtélesa a touto
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metodou dokazeme neexistenci vzorcil na feSeni polynomidlnich rovnic stupné 5 a vice. Jako
vedlejsi produkt teorie rozkladovych nadtéles dostaneme také klasifikaci kone¢nych téles.

Ve vyse uvedenych tématech nis budou zajimat predevsim tzv. ciselnd telesa, tj. realna ¢i
komplexni rozsifeni racionalnich ¢isel koneéného stupné, ¢ili télesa tvaru Q(aq,...,ay), kde
ai,...,ay jsou algebraickd komplexni ¢isla. Vétsina teorie nicméné plati obecné. Pripomeiime
si zde konstrukce téles, které jsme dosud potkali:

e podilova télesa obori integrity, napf. téleso racionalnich funkei (sekce ,
e faktorokuhy podle ireducibilniho prvku (Tvrzeni [9.4]), resp. podle maximélniho idedlu

(Véta 20.10),
e specialné, koneéna télesa Z, a Zplal/(f) (sekee[9.2)).

Rozsivenim téles budeme rozumét libovolnou dvojici téles T, S takovou, ze T < S. Rikdme,
ze T je podtélesem S, nebo ze S je rozsitenim T.

Klicem k pochopeni celé kapitoly je myslenka, Ze téleso S lze povazovat za vektorovy prostor
nad télesem T: s¢itdni a od¢itani ponechdme a misto nasobeni jakozto operace S x S — S
uvazujeme pouze restrikci T x S — S. Neformalné, prvky vétsiho télesa S povazujeme za
vektory, prvky mensiho télesa T za skaldry a uvazujeme pouze nasobeni skaldr krat vektor.
Tento vektorovy prostor budeme znacit St.

Uvédomte si, Ze jde skute¢né o vektorovy prostor: aditivni struktura (.5, +, —, 0) je abelovskou
grupu a pro vSechna a,b € T (skalary), v,w € S (vektory) plati kazdy z axiomi vektorovych
prostort: a(bv) = (ab)v plyne z asociativity nasobeni, 1v = v z vlastnosti jednotky a a(v+w) =
av + aw a (a + b)v = av + bv z distributivity.

Definice. Dimenze vektorového prostoru St se nazyva stupern rozsireni a znaci se

[S:T] =dimSr.
Je-li stupen [S : T] kone¢ny, fikdme, Ze jde o rozsifeni konecného stupneé.
Priklady.
e [C : R] = 2. Kazdé komplexni ¢islo 1ze zapsat pravé jednim zpusobem jako a + bi,

a,b € R, ¢ili prvky 1,4 tvori bazi prostoru Cg.

e Analogicky, pro s, které neni ¢tvercem, je stupeni [Q(v/s) : Q] = 2, prvky 1, /s tvoii
bazi prostoru Q(v/s)g.

e [Q(v2,V3) : Q] = 4, bazi prostoru Q(v/2,v/3)q tvoii napiiklad prvky 1,+/2,/3, /6.

e Pozor, pro (3 = €2™/3 je stupeii [Q((3) : Q] = 2 a nikoliv 3: prvky 1, (3, (3 jsou linearné
zavislé, protoze (2 = —1 — (3.

e Je-li u transcendentni ¢islo (napf. konstanty e nebo 7), stupent [Q(u) : Q] je nekoneény
(spocetny): linearné nezévislou mnozinu tvoii tieba prvky 1,u,u?,... (viz Véta .

e Stupern [R : Q] je dokonce nespoéetny: prostory spocetné dimenze nad spocetnym téle-
sem jsou spocetné, zatimco redlnych ¢isel je nespocetné.

Pripomerime pojem prvookruhu. Pro libovolny okruh R s jednotkou uvazujme zobrazeni

7Z — R, n—14+...+1.
~———
n

Je vidét, ze jde o homomorfismus, jehoZ obrazem je tzv. prvookruh okruhu R a jehoZ jadrem
je ideal nZ, kde n je charakteristika okruhu R. Pouzitim 1. véty o izomorfismu dostavame,
ze prvookruh libovolného okruhu je izomorfni bud okruhu Z v pfipadé charakteristiky 0, nebo
okruhu Z/nZ ~ Z, v pfipadé charakteristiky n.

Nyni uvazujme téleso T. Jeho prvotélesem se rozumi nejmensi podtéleso. To v sobé jisté
obsahuje prvookruh, ale navic musi ke kazdému nenulovému prvku obsahovat jeho inverz. Podle
Tvrzeni je charakteristika télesa 0 nebo prvocislo p. V druhém ptipadé je prvookruh jiz
télesem (izomorfnim Z,), ¢ili pojmy splyvaji. V ptipadé charakteristiky 0 prvotéleso sestéava ze
viech zlomkt ab~!, kde a,b jsou prvky prvookruhu, ¢&ili je izomorfni télesu Q.
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Kazdé téleso je samoziejmé rozsifenim svého prvotélesa. Specidlné, pro konecéna télesa dosta-
vame velmi zajimavy disledek vektorového pohledu na télesova rozsifeni.

Tvrzeni 21.1. Pocet prvki koneéného télesa je mocnina prvocisla.

Diikaz. Konecné téleso T charakteristiky p je rozsifenim svého prvotélesa P ~ Z,,. Cili vektorovy
prostor Tp je izomorfni prostoru (Z,)*, kde k = [T : P], ¢ili m4 p* prvk. O

22. ALGEBRAICKE PRVKY A ROZSIRENT KONECNEHO STUPNE

22.1. Minimalni polynom a stupen jednoduchého rozsireni.

V této sekci se vratime k pojmu algebraického cisla a uvedeme jej do souvislosti s vlast-
nostmi tzv. jednoduchych rozsirent, tj. rozsiteni tvaru T(a), urcenych jednim prvkem. Hlavnim
cilem této sekce je vybudovat teorii, jejimz disledkem je nésledujici charakterizace: ¢islo a je
algebraické pravé tehdy, kdyz je stupen [Q(a) : Q] koneény, pfi¢emz tento stupeii je pak roven
stupni libovolného ireducibilniho polynomu, jehoz je a kofenem.

Zacéneme obecnéjsi definici algebrai¢nosti, nad libovolnym télesem.

Definice. Bud T < S rozsifeni téles a a € S. Rekneme, Ze prvek a je algebraickj nad T, pokud
existuje nenulovy polynom z T[z], jehoZ je a kofenem. V opa¢ném piipadé se prvek a nazyva
transcendentn? nad T.

Uvédomte si, ze Cislo je algebraické ve smyslu sekce pravé tehdy, kdyz je algebraickym
prvkem nad télesem Q: dané ¢islo je kofenem néjakého racionalniho polynomu pravé tehdy,
kdyzZ je kofenem néjakého celociselného polynomu, staci prenasobit koeficienty.

Definice. Bud T < S rozsifeni téles a a € S algebraicky nad T. Minimdlnim polynomem prvku
a nad T rozumime ireduicibilni monicky polynom m, 1 z T[z], jehoz je a kofenem.

Tvrzeni 22.1 (vlastnosti minimalnich polynomt). Bud T < S rozsifeni téles a a € S alge-
braicky nad T. Pak

(1) minimdlni polynom m, 1 existuje a je jednoznacné urceny;
(2) prvek a je kotenem polynomu f € T[x]| pravé tehdy, kdyz mq T | f.

Diikaz. Mnozina I = {f € T[x]: f(a) = 0} tvoii ideal v oboru T[z], a protoze je T[z] oborem
hlavnich idealt (Véta[7.5), existuje monicky polynom m € T'[z] takovy, ze I = mT[z]. Vidime,
ze f(a) = 0 pravé tehdy, kdyz m | f(a). Kdyby polynom m nebyl ireducibilni v T[x], tj. kdyby
m = fg, kde f,g }f m, pak 0 = m(a) = f(a)g(a), ¢ili prvek a by byl kofenem alespon jednoho
z polynomii f, g, ale m 1 f, g, spor. Cili m je minimalni polynom prvku a nad T. Pro jakykoliv
jiny monicky ireducibilni polynom m € T'[z], jehoZ je a kofenem, plati m | m a z ireducibility a
monicnosti dostavame m = m. O

Priiklad. Je ihned vidét, Ze
myg = — 1, mi,@:acQ—i—l, m%Q:x?’—Z
nebot jde o ireducibilni polynomy, které maji dany prvek za kofen.

Piiklad. Pozor, pro (3 = ¢*™/3 minimalni polynom Mg, @ neni 23 — 1, nebot tento polynom
neni ireducibilni. Plati 23 — 1 = (x — 1)(2% + 2 + 1), (3 je kofenem druhého ¢initele, ten je
ireducibilni, a tedy m¢, o = 2% + = + 1.

Priklad. Spocteme minimélni polynom prvku a = V2 + /3. Plati
a2 =5+2v6, ®=11vV2+9V3, a*=49+20V6

a vidime, ze a* = 10a®> — 1. Cili a je kofenem polynomu z* — 10z? 4 1. Tento polynom je
ireducibilni: diky Tvrzeni nemad racionalni koren a na soucin dvou polynomt stupni 2 se
rozklddat nemtize, nebot V2 4+ /3 neni feSenim 7adné kvadratické rovnice.
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Tvrzeni 22.2 (struktura jednoduchych rozsiteni). Bud T < S rozsireni téles a a € S alge-
braicky prvek nad T. Pak

Diikaz. Podle Tvrzeni [3.1] je

Tlal ={f(a): f € T[a]}.
Dokéazeme, zZe tyto prvky tvoii podtéleso. Méjme tedy néjaky prvek 0 # f(a) € T[a], hleddme
jeho inverz, tedy polynom g € T'[z] takovy, ze f(a)g(a) = 1. Protoze f(a) # 0, polynom mg 1
nedéli f. Z ireducibility m, 1 plyne NSD(m, T, f) = 1, ¢ili podle Bézoutovy rovnosti existuji
polynomy u, g € T'[x] takové, ze 1 = umg, 1 + ¢f. Dosazenim prvku a dostavame

1 = u(a)ma,x(a) +g(a)f(a) = u(a) - 0+ g(a)f(a) = f(a)g(a),
¢ili g(a) je inverzni prvek k f(a). O
Alternativni dikaz. Uvazujme homomorfismus ¢ : T[z] — Tla], f — f(a). Ten je zfejmé na,

jeho jadro je ideal m, 1T [x], a tak podle 1. véty o izomorfismu T[x]/(m, 1) ~ T[a]. Protoze je
mg, ireducibilni, podle Tvrzeni|9.4] je Tla] téleso, a tedy T[a] = T(a). O

Pt¥iklad. Cislo /s, s € Z, je algebraické nad Q, tedy Q(1/s) = Q[/s]. A skuteéns,
1 a b

(a+b\/§) - aQ_bQS_az_bQS\/gEQ[\/g]‘

Pro rozsiteni vyssich stupiit vychézeji vzorce ogklivé (zkuste si to!) a Tvrzeni ma svoji

cenu.

Poznamka. Je-li a transcendentni prvek nad T, pak T[a] # T(a). Kdyby % € Tla], pak by
existoval polynom f € T[z] takovy, ze f(a) = a1, ¢li af(a) = 1, a tedy a by bylo kofenem
polynomu zf — 1 € T[z], spor.

Tvrzeni 22.3 (stupen jednoduchych rozsiteni). Bud T < S rozgireni téles a a € S algebraicky
prvek nad T. Pak
[T(a) : T| = degmg, .

Diikaz. Oznacme n = degm, 1. Dokadzeme, ze prvky 1,a, a?,...,a"" ! tvoii bazi vektorového
prostoru T(a)T, a tedy Ze jeho dimenze je n.

Kdyby byly prvky 1,a,a?,...,a" ! linedrné zavislé, pak by platilo Z?;ol tia' = 0 pro né&jaka
t; € T, z nichz by aspon jedno bylo nenulové. Prvek a by tedy byl kofenem (nenulového)
polynomu Z?;()l t;z € T[r] s mens{m stupném nez mg 1, coz by byl spor s minimalitou.

Nyni dokdZeme, Ze prvky 1, a,a?,...,a" ! generuji vektorovy prostor T(a). Uvazujme prvek
f(a) télesa T(a) = T|a], vyjadiime jej jako linedrni kombinaci. Bud ¢,r € T[z] takové, ze
f=q -mgr +17adegr <degm,t =n. Pak

fla) = q(a) - mq,x(a) +7(a) = g(a) - 0+ r(a) = r(a),

a protoze je stupen r mensi nez n, mame f(a) = r(a) = 2?2—01 tia’, kde t; € T jsou koeficienty
polynomu 7. U

Priklad. Pomoci Tvrzeni lze urcit stupen jednoduchého rozsiteni.

e [C:R]=[R(i) : R] = degm; g = deg(z* + 1) = 2.

e [Q(t/p) : Q] = deg(z"™ — p) = n pro libovolné n € N a prvocislo p, protoze uvedeny
polynom je podle Eisensteinova kritéria ireducibilni. (Pokud p neni prvoéislo, situace je

e [Q(e*™/™) : Q] = ¢(n) (hodnota Eulerovy funkce), coz ale neni snadné dokézat, pouzivé
se k tomu teorie cyklotomickych polynomt, viz prednaska Teorie ¢isel. Je-1li n prvocislo,
miniméalnim polynomem je 2" ' + 2" 2 4+ ... + 1 = “”;:11, jehoz ireducibilitu lze po
substituci ukazat z Eisensteinova kritéria.

Dusledek 22.4. Bud T < S rozsifeni téles a a € S. Prvek a je algebraicky nad T prdvé tehdy,
kdyz je stupen [T(a) : T| konecny.
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Diikaz. Je-li a transcendentni, pak 1,a, a?,... tvoif nekone¢nou linedrné nezavislou mnozinu:
kdyby Y ,tia" = 0 pro néjaké koeficienty t; € T, aspon jeden nenulovy, bylo by a kofenem
nenulového polynomu > ¢;2" z T[], spor. Opac¢na implikace plyne z Tvrzeni m O

Priklad. UkaZeme si strukturu tzv. kvadratickych rozsitent, tj. rozsifeni stupné 2. DokaZzeme,
zeje-lli T<S<CalS:T]=2, pak

S = T(+/s) pro néjaké s € T.

Bud 1, a baze prostoru St. Pak S = T(a) a podle Tvrzeni je a kofenem néjakého polynomu
z T[z] stupné 2. Zndmy vzorec na vypocet korent kvadratického polynomu ¥ika, ze a = u+v+/s

pro né&jakd u,v,s € T, a tak S = T(u + vy/s) = T(V/s).

22.2. Vicenasobna rozsifeni.
K vypoétu stupné vicenasobného rozsifeni slouzi nésledujici obecné pravidlo. (Plati i pro
nekonecné stupné, viz pozndmka nad Vétou M)

Tvrzeni 22.5 (stupenl vicendsobnych rozsifeni). Bud T < S < U rozsifeni téles. Pak
[U:T|=[U:S]-[S:T].

Diikaz. Zvolme bazi A vektorového prostoru St a bazi B vektorového prostoru Ug. DokazZeme,
ze
C={ab: a€ A, be B}
je bazi vektorového prostoru Ur.
Nejprve dokéazeme, ze C' generuje prostor Ur (jisté C C U, a tedy C generuje podprostor
Ur). Je-li uw € U, pak u = Zj sjb; pro néjakd s; € S a b; € B. Kazdé s; lze napsat jako
sj = > . tija; pro n€jaka t;; € T a a; € A, a dosazenim druhé rovnosti do prvni dostaneme

u = Z (Ztijai)bj = Ztij . aibj.
J i i,J
Tedy u je lineadrni kombinaci prvki C' s koeficienty z télesa T.
Nyni dokazeme lineadrni nezéavislost. Pfedpokladejme, zZe Zl ;tij - aibj = 0 pro néjaka t;; € T

a a;b; € C. Rozepiseme
0= Ztijaibj = Z (Ztijai) bj.
,J J i
es
Linearni nezavislost prvkia b; nad télesem S nam dava ) . t;ja; = 0 pro kazdé j a z linedrni
nezavislosti prvkil a; nad télesem T dostavame ¢;; = 0 pro vsechna 1, j.
7 linearni nezavislosti také plyne, Ze prvky ab, a € A, b € B, jsou po dvou rizné, a tedy

U:T]=|C|=|AxB|=|A|-|B|=[S:T] [U:S]
O

Tvrzeni a miizeme aplikovat na vypocet stupné vicendsobnych rozsifeni typu T(a1, az, . .. ).

Dvojité rozsifeni T < T(a,b) mizeme rozbit na dvé jednoducha rozsiteni T < T(a) < T(a,b)
a spocteme
(T(a,t) : T] = [T(a,b) : T(a)] - [T(a) : T] = degmyz(q) - degmar
< degmy 1 - degmg .
Pozor, pii vyjadieni stupné [T(a,b) : T(a)] musime pouzit minimalni polynom prvku b nad
télesem T(a), ktery miuze byt mensiho stupné, nez minimalni polynom nad télesem T. Vicena-
sobnym pouzitim popsaného postupu snadno dokazeme nasledujici disledek.

Dusledek 22.6. Bud T < S rozsireni téles a ai,...,a, € S prvky algebraické nad T. Pak
T(a1,...,ay) je rozsitenim koneéného stupné nad T.
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Piiklad. Pomoci vypoc¢tu dimenze predvedeme, ze

QV2+v3) =Q(v2,V3).

Ziejmé Q(v2+/3) < Q(v/2,V3). Pokud tedy dokéazeme, Ze oba prostory maji stejnou dimenzi,
musi byt totozné. Spocteme miniméalni polynomy:

—_ 4 2 .
[ ] mﬂ+\/g7(@2—x — 10z +17
* Mg =T %
* M 30/ = 2?2 — 3 (ovéite, 7e je opravdu ireducibilni v Q(v/2)[z] !).

Podle Tvrzeni a dostéavame [Q(\/i-i- \/5) :Q=4a [Q(\/ﬁ, \/g) . Q| = [Q(\/i \/5) :
Q(W2)-[Q(v2):Q=2-2=4.

Je-li T < S rozsiteni téles a kazdy prvek télesa S je algebraicky nad T, hovofime o algebraic-
kém rozsireni. Tuto vlastnost maji vSechna rozsifeni kone¢ného stupné.

Tvrzeni 22.7. Rozsiteni konecného stupné jsou algebraickd.

Dikaz. Oznaéme n = [S : T]. Pro libovolny prvek a € S dokdzeme, Ze je algebraicky nad T.
Prvky 1,a,a?,...,a" !, a™ jsou linearné zavislé, protoze jich je vice nez je dimenze vektorového
prostoru St. Tedy existuji koeficienty ¢; € T', aspon jeden z nich nenulovy, kterymi lze linearné
nakombinovat nulu, tj. > t;a’ = 0. Cili prvek a je kofenem nenulového polynomu Y 1 ¢z’ €
Tz]. O

Opacna implikace neplati: prikladem je algebraicky uzaveér télesa Q, ktery ma nekonecny
stupen nad Q.

Tvrzeni je principem nekonstruktivnich dilkazii algebrai¢nosti: k ditkazu, Ze je prvek
a algebraicky nad T, stac¢i najit rozsifeni S > T konec¢ného stupné, v némz a lezi. Typickym
prikladem je dikaz, Ze soucet, rozdil, soucin a podil algebraickych prvki je algebraicky prvek.

Véta 22.8 (algebraické prvky tvoii podtéleso). Bud T < S rozsifeni téles. Pruky S, které jsou
algebraicke nad T, tvori podtéleso télesa S.

Diikaz. Uvazujme prvky a,b € S algebraické nad T. Rozsiteni T < T(a, b) je kone¢ného stupné
(Dtsledek , a tedy algebraické (Tvrzeni . Cili viechny prvky T(a,b) jsou algebraické
nad T, specialné také prvky a + b, a-b, —a i a=! (pro a # 0). Tedy algebraické prvky tvori
podtéleso télesa S. O

Jinou aplikaci Tvrzeni je fakt, ze kazdé rozsiteni T < S konec¢ného stupné lze napsat
jako S = T(ai,...,a,), kde ay,...,a, jsou néjaké algebraické prvky nad T. Tento fakt lze
dokazat snadno indukci podle k = [S : T|. Pro k = 1 je S = T. V indukénim kroku zvolme
prvek a € S\ T. Ten musi byt algebraicky, rozsifeni rozbijeme jako T < T(a) < S a aplikujeme
indukéni predpoklad na rozsifeni T(a) < S. Detaily dtikazu si dopliite jako cviceni.

Tento fakt mé mensi vyznam nez se zda. Jiz jsme dokézali, ze kazdé konecné téleso T cha-
rakteristiky p lze napsat jako T = Z,(a): staci vzit generator a cyklické grupy T* (Véta [16.7).
Na télesa charakteristiky 0 se pak aplikuje tzv. Artinova véta o primitivnim prvku, kterd rika,
ze (za jistych predpokladi) kazdé rozsifeni T < S kone¢ného stupné lze napsat jako S = T'(a),
kde a je néjaky algebraicky prvek nad T. Dtikaz této véty je pomérné komplikovany, ctenafe
odkazujeme do libovolné ucebnice komutativni algebry. (Pro nekoneénd télesa nenulové cha-
rakteristiky existuje fada protiprikladi, muzZete si zkusit néjaky najit tfeba pro podilové téleso
oboru Zyx,y|.)

23. NERESITELNOST ULOH PRAVITKEM A KRUZITKEM

Mezi klasické matematické tlohy s kofeny v antickém Recku pat¥i konstrukce pomoci pravitka

a kruzitka. Nékteré tlohy jsou snadné a uci se na zakladni skole: napiiklad zdvojeni ¢tverce ¢i

pileni dhlu. Jsou tlohy, které odolavaly tisicileti: naptiklad konstrukci pravidelného sedmnacti-

thelnika objevil Gauss roku 1796. Uz v té dobé se tusilo, ze nékteré ulohy zfejmé fesit neptjdou,
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ale byl to az rozvoj algebry pocatkem 19. stoleti, ktery to umoznil dokézat. Mezi nejznadméjsi
takové tlohy patii:

e zdvojeni krychle: k dané tiseCce sestrojit tsecku, kterd je +/2-krat delsi (ptivodni formu-
lace: k dané tiseCce u sestrojit isecku v takovou, Ze krychle s hranou v méa dvakrat vétsi
objem, nez krychle s hranou u);

o trisekce dhlu: k danému thlu sestrojit tfetinovy thel;

o rektifikace kruznice a kvadratura kruhu: k dané tseCce sestrojit sestrojit uisecku, ktera
je m-krat delsi (ptivodni formulace: k dané kruznici k sestrojit tsecku, ktera je stejné
dlouh3 jako obvod k, resp. tisecku takovou, ze ¢tverec nad ni sestrojeny mé stejny obsah
kruh dany k; obé ulohy lze snadno prevést na konstrukei m-krat delsi usecky).

o konstrukce pravidelnych n-uhelniku, pro nékterd n.

V této sekci si ukazeme dikazovou metodu, kterou vymyslel Pierre Wantzel roku 1837. Jeji
pomoci lze dokézat nefesitelnost vSech uvedenych tloh (v nékterych piipadech za pomoci dalsi
teorie, jako je dikaz transcendence ¢isla 7).

Predné musime upresnit, co vlastné rozumime konstrukci pravitkem a kruzitkem. Na zacatku
je dand jista koneéna mnozina My bodi v roviné. Z ni mizeme zkonstruovat novy bod jako
prusecik pfimek nebo kruznic uréenych jiz zkonstruovanymi body; a tento postup lze nékolikrat
opakovat.
Formalné, konstrukce pravitkem a kruzitkem je posloupnost My C M; C ... C M,, konec-
nych mnozin bodt v roviné takova, ze M;;1 = M; U {X}, kde X vznikne jako
(1) prusecéik pfimky AB a pfimky CD;
(2) prutsecik piimky AB a kruznice k(C,|DE|) se stfedem C a polomérem |DE|;
(3) prusecik kruznic k(A, |BC|) a k(D, |[EF|)

pro né&jaké body A, B,C,D,E, F € M.

Princip Wantzelovy metody je prevedeni konstrukci pravitkem a kruzitkem do jazyka al-
gebry: misto mnozin bodd budeme uvaZovat télesa souradnic. Zvolme v roviné soufadnice
a uvazujme nejmensi téleso T; < R, které obsahuje z-ové i y-ové souradnice vsech bodt
z M;. Cili, pokud M, obsahuje body Ai,..., A se souiadnicemi (ay,b1),..., (ag,br), pak
T; = Q(a1,by,...,a,b;). Pfiddnim bodu X se souradnicemi (u,v) dostaneme T;;1 = T;(u,v).
Vysledkem je Tetézec rozsifeni téles To < T1 < Ty <... < T,,.

Piiklad (Ptleni tihlu). Podivejme se, jak se formalizuje tloha k danému thlu sestrojit polovi¢ni
thel. Méjme déan thel tfemi body A, B,C (kde A je vrchol).

Sestrojime body
D =k(A|AB|)NAC a FE=k(B,|BD|)Nk(D,|BD|),
vysledkem bude thel dany body A, B, E. Tedy
Mo={A,B,C}, Mi=MoU{D}, My=MU{E}
Zvolme soufadnice tak, ze A = (0,0), B = (1,0) a C = (a,b). Neni tézké spocitat, ze D =
(\/ﬁ’ \/ﬁ) a k= (% + 2%’ ? + 2%)’ tedy
To = Q(a,b), Ti=To(Va2+1b2), Ty=To(Va2+0b%V3).

Stézejnim krokem Wantzelovy metody je nasledujici vlastnost.
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Lemma 23.1. Pro kazdou konstrukci pravitkem a kruzitkem je [T;y1 : Ty] € {1,2} pro kazdé i.

Dukaz. Probereme postupné vSechny tii moznosti, jak se konstruuje novy bod.

(1) Jde-li o pruse¢ik dvou rtiznobéznych piimek, ziskdme soufadnice nového bodu fesenim
soustavy dvou linearnich rovnic o dvou nezndmych nad télesem T;. Konkrétné, primka urcené
body A, B se soufadnicemi (a,b), (¢, d), kde a,b,c,d € T;, mé rovnici

(b—d)x+ (¢c—a)y =bc —ad

a vidime, Ze vSechny tfi koeficienty jsou v télese T;. ReSenim soustavy linedrnich rovnic dvou
proménnych nad télesem T; je dvojice (u,v) prvku télesa T;, takze T,y = Ti(u,v) =T; a
[Ti+1 . Tz] =1.

(2) Jde-li o prusecik piimky a kruznice, ziskdme soufadnice nového bodu fesenim soustavy
jedné linearni a jedné kvadratické rovnice o dvou nezndmych nad télesem T;. Piimku jsme si
rozebrali vysSe, a kruznice k(A, |BC|) uréend body A, B, C se soufadnicemi (a,b), (c,d), (e, f),
kde a,b,c,d, e, f € T;, ma rovnici

(x—a)’+(y—b)*=(c—e)+(d—f)
a vidime, Ze vSechny koeficienty jsou v télese T;. Vyjadiime-li z rovnice pfimky y a dosadime
jej do kvadratické, dostaneme kvadratickou rovnici pro x, jejiz koeficienty jsou z T; a feSenim
je © = u+v4/s pro n&jakd u, v, s € T;. Dosazenim do linedrni rovnice zjistime, ze y = v’ +v'\/s
pro néjaka u’,v" € T;. Cili Ty41 = Ti(u,v) = Ti(y/s), z éehoz plyne, Ze
[Tiy1: Ty] € {1,2}

v zéavislosti na tom, zda je /s € T; nebo ne. (Provedte popsany vypocet podrobné a ovéite, ze
skutecné obé Feseni nalezi T;(y/s) !)

(3) Jde-li o prisecik dvou kruznic, ziskdme soufadnice nového bodu feSenim soustavy dvou
kvadratickych rovnic o dvou neznamych nad télesem T;. Odectenim rovnic od sebe se zbavime se
kvadratickych ¢lent (vSechny maji koeficient 1) a ziskdme tak ekvivalentni soustavu sestavajici
z jedné linearni a jedné kvadratické rovnice, vse nad télesem T;. Stejnym argumentem jako v
(2) dostaneme

[Tz'+1 : Tz] S {1,2}.
(Provedte popsany vypocet podrobné samil!) O

Tvrzeni 23.2 (stuper rozsifeni pro konstrukce pravitkem a kruzitkem). Pro kaZdou konstrukci
pravitkem a kruzitkem je [T, : To] = 2F pro néjaké k < n.

Dikaz. Podle Tvrzeni je
[Tn . To] = [Tn . Tnfl] .t [Tg . Tl] . [Tl . To],
coz je soucin jednicek a dvojek. O

Priklad (zdvojeni krychle). Zvolme soufadnice tak, Ze krajni body zadané tsecky (symbolizujici
hranu krychle) jsou (0,0) a (1,0); &li Tg = Q. Cilem tlohy je sestrojit tsecku délky /2 a bez
tijmy na obecnosti miizeme piedpokladat, ze vysledna tisecka ma krajni body (0,0) a (3/2,0).
V tom piipadé ale v/2 nalezi télesu T, ¢ili Q < Q(v/2) < T, a podle Tvrzeni je

[T, To] = [T : Q(V2)] - [Q(V2) : Q) = 3 [T, : Q(V2)],

coz je ve sporu s Tvrzenim [23.2]
(Obecnéji bychom mohli Fici, ze z jednotkové tsecky nelze sestrojit zadné tsecka délky a,
jejiz polynom m, g ma stupen, ktery neni mocninou dvojky.)

Priklad (rektifikace kruznice a kvadratura kruhu). Analogicky, zvolme soufadnice tak, ze krajni
body zadané tsecky (udavajici stfed a polomér kruznice) jsou (0,0) a (1,0); ¢ili To = Q. Cilem
tilohy je sestrojit isecku délky 7 (resp. 27 a /7 v pivodnim zadéni). Cili transcendentni é&islo
7 by mélo byt prvkem télesa T, ale to je podle Tvrzeni rozsifenim QQ kone¢ného stupné,
a tedy podle Tvrzeni obsahuje pouze algebraicka cisla, spor.
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(Obecnéji bychom mohli Fici, Ze z jednotkové usecky nelze sestrojit tsecku zadné transcen-
dentni délky.)

Priklad (trisekce tihlu). Sta¢i najit jedno konkrétni zadani, které neni fesSitelné pravitkem
a kruzitkem. Uvazujme tedy thel 60° zadany body (0,0), (1,0) a (3, @), éili Top = = Q(v/3).
Dokézeme, ze neni mozné sestrojit bod

(cos20°,sin 20°).

(Kdybychom zkonstruovali pfimku se smérnici 20° pomoci jiného bodu, dostaneme tento jako
jeji prusecik s jednotkovou kruznici.) Dokazeme-li, ze

[Q(v/3,c0s20°) : Q(V3)] = 3,

mizeme pouzit stejny argument jako pro zdvojeni krychle. K tomuto cili sta¢i podle Tvrzeni
nalézt minimalni polynom é&isla cos 20° nad télesem Q(+/3), tj. néjaky ireducibilni polynom,
jehoz je ¢islo cos 20° kofenem. Prolistujeme-li néjakou sbirku goniometrickych vzorcid, najdeme
vztah

cos 3o = 4(cos o) — 3cos a,

z kterého plyne, Ze cos20° je kofenem polynomu 4z® — 3z — % € Q[z]. Tento polynom je v
Q(v/3)[x] ireducibilni, nebot nemé v Q(+/3) koten (jak snadno zjistime dosazenim z = a+bv/3).

Tedy
_p_ 3.1
mcosZOO,Q(\/g) =T - 41’ B 8

a dostavame [Q(v/3,c0s20°) : Q(v/3)] = degm,_ 20°,Q(v3) = 3

24. IZOMORFISMY TELESOVYCH ROZSIRENI

24.1. Galoisova grupa rozsifeni.
Galoisova teorie studuje grupy symetrii télesovych rozsifeni. Konkrétné, ptijde o automor-
fismy vétsiho télesa, které zachovavaji mensi téleso.

Definice. Bud T, S, U télesa takova, ze T < S a T < U. Okruhovy izomorfismus ¢ : S — U
se nazyva T-izomorfismus, pokud ¢(t) =t pro kazdé t € T.

Vsimnéte si, ze T-izomorfismus je linearnim zobrazenim vektorovych prostori S — Ur:
obé definice vyzaduji ¢(a + b) = ¢(a) + ¢(b) pro vSechna a,b € S a pro skaldrni nésobeni plati
o(t-a) =p(t) - ¢(a) =t-p(a) pro véechna t € T, a € S. Opacné implikace samoziejmé neplati:
je fada linearnich zobrazeni, které nezachovavaji nasobeni.

Definice. Bud T < S rozsifeni téles. T-izomorfismy S — S se nazyvaji T-automorfismy. Je
snadné nahlédnout, Ze jsou uzavieny na skladani a invertovani (drobné rozsifeni Tvrzeni ,
a tedy tvoii podgrupu symetrické grupy na mnoziné S. Tato grupa se nazyva Galoisova grupa
rozsiteni T < S a znaci se Gal(S/T).

Priklad. Spocteme grupu Gal(C/R). Baze vektorového prostoru Cg je 1,i. Uvazujme R-
automorfismus ¢. Nutné ¢(1) = 1, nebot 1 € R. Dale ¢(i)? = p(i?) = p(—1) = —1, a tedy
(i) € {i,—i}. Protoze ¢(a + bi) = a + by(i), dostavame pfesné dvé moznosti: ¢ =id a ¢ =7,
komplexni sdruzeni. Obé zobrazeni jsou okruhovymi homomorfismy, a tedy

Gal(C/R) = {id,}, Gal(C/R) ~ Z.

Priklad. Obecné je vypocet Galoisovych grup obtizny a vysledek pfedem nejasny. Naptiklad,
plati, ale neni snadné dokazat, ze Gal(R/Q) je jednoprvkova, zatimco Gal(C/Q) je nekone¢na.

V dalsim textu se soustfedime na ptfipad S = T(ay,...,ay), kde aq,...,a, jsou algebraické
prvky nad T. Zékladnim pozorovanim je, ze T-automorfismy jsou uréeny hodnotami na prvcich
ai,...,an. Bud ¢ ngjaky T-automorfismus a oznac¢me ¢(a;) = u;. Obecny prvek s € S muizeme

vyjadrit jako soucet
— i1 i
s=Y Cip il apy
1
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pro néjaka ¢;, . ;. € T (pron = 1 viz Tvrzeni a zobecnéni na vice prvku je pfimocaré)
a jeho obraz pak bude

o(s) =Y @ciy,in) @)™ - plan)™ = iy igui - uly

Ovsem pozor, ne kazda volba hodnot u; dava T-automorfismus. Jak jsme vidéli na prikladu
vyse, pro S = Q(i) jsou jediné moznosti ¢(i) € {£i}. Obecny princip formuluje nasledujici
tvrzeni.

Tvrzeni 24.1 (Galoisova grupa a kofeny polynomil). Bud T < S rozsifent téles, f € T[x] a
A C S mnozina vSech koteni polynomu f v S\ T. Pro kazdé ¢ € Gal(S/T) je p|a permutaci
mnoziny A a zobrazeni

Gal(S/T) = Sa, ¢ ¢la

je grupovym homomorfismem.

Diikaz. Oznaéme f = > c;z' a uvazujme jeho koten a € S. Pak ¢(a) je také kofenem f, protoze

J(e(@) =Y apla) = 3 plepla) = ¢ (D cia’) = ¢(f(a) = 9(0) =0,

kde druhd rovnost vyuziva faktu, ze ¢|r je identita. Pfitom kofeny, které lezi v T, se musi
zobrazit na sebe, a z prostosti ¢ plyne, Ze se na né nezobrazi zadny kofen z S ~\ T. Cili |4
zobrazuje A do A, je prosté, mnozina A je konecna, takze musi byt permutaci. Uvedené zobrazeni
pak ocividné zachovava skladani permutaci. O

Piiklad. Spocteme grupu Gal(Q(+/s)/Q), kde s neni ¢tvercem. Bud ¢ néjaky Q-automorfismus.
Prvek /s je kofenem polynomu f = x? — s a podle Tvrzeni se musi zobrazit na nék-
tery z kofenu f v Q(v/s). Ty jsou pouze dva, ¢ili ¢(y/s) € {++/s} a dostavame zobrazeni
o(a+ by/s) = a £ by/s. Snadno ovéfime, ze jde o Q-automorfismy, a tedy

Gal(Q(v/5)/Q) ~ Z.

Piiklad. Spoc¢teme grupu Gal(Q(+/s)/Q), kde /s ¢ Q. Bud ¢ né&jaky Q-automorfismus. Prvek
/5 je kofenem polynomu f = 2% — s a podle Tvrzeni se musi zobrazit na néktery z koreni
f v Q(/s). Ale v tomto télese f Zadny jiny kofen nemd (oba zbylé kofeny v C jsou imaginérni),
¢ili mame pouze jeden T-automorfismus, identitu. Galoisova grupa je jednoprvkova.

24.2. Izomorfismy kofenovych a rozkladovych nadtéles.

Pro Galoisovu teorii jsou stézejni Galoisovy grupy rozkladovych nadtéles. V této podsekci
doplnime teorii rozkladovych nadtéles, ktera je nutna k jejich vypoctu.

Bud T téleso a f polynom z T[z]| stupné > 1. Pfipomenme, Ze

e kotenovym nadtélesem pro f nad T rozumime miniméalni rozsifeni, ve kterém ma poly-
nom f koren (tj. rozsifeni S, kde existuje a € S takové, ze S = T(a) a f(a) = 0);

e rozkladovym nadtélesem rozumime minimélni rozsireni, kde se rozklada na linearni ¢i-
nitele (tj. rozsifeni S, kde existuji ai,...,a, € S takova, ze S = T(ay,...,a,) a
Fl@=—a1)-... (z—ay)).

Diisledek prokazuje existenci téchto rozsireni.

Piiklad. Diky zakladni vété algebry (Véta vime, ze kofenové i rozkladové nadtéleso
polynomu f nad télesem Q lze nalézt uvniti télesa C: kofenovym bude libovolné Q(a), kde a
je né&jaky komplexni kofen f, a rozkladovym bude Q(ay,...,an), kde ay,...,an jsou vsechny
komplexni kofeny f.

e UvaZzujme polynom z2 + 1. Jedinym kofenovym nadtélesem obsazenym v C je téleso
Q(i) = Q(—1), které obsahuje oba kofeny =+i, a tedy je i nadtélesem rozkladovym.

Pfipometime znafeni (3 = ¢2/3,

e Uvazujme polynom z3 — 1. Tento polynom mé dvé rtizné kofenové nadtélesa v C, a to
Q=Q(1) a Q(¢3) = Q(¢2). Tato télesa jisté nejsou Q-izomorfni. To vétsi je rozkladové,
nebot obsahuje vSechny tii kofeny.
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e Uvazujme polynom 3 — 2. Tento polynom mé dvé riizné kofenova nadtélesa, Q(\S/i) a

Q(¥/2-¢3) (to druhé obsahuje oba imaginarni kofeny). A¢ to neni vidét na prvni pohled,
tato télesa jsou Q-izomorfni. Rozkladovym nadtélesem pak bude téleso Q(v/2, v/2-(3) =
Q(V/2,(3).

Rozlozitelné polynomy typicky nemaji izomorfni kofenova nadtélesa: mimo jiné proto, zZe
ireducibilni délitelé raznych stupnd vynucuji rtizny stupen piislusnych kotfenovych nadtéles.
Na druhou stranu, mozné trochu piekvapivé, pro ireducibilni polynomy jsou vsechna kofenové
nadtélesa izomorfni. Pro rozkladovéa nadtélesa mame izomorfismus také, tentokrat jiz bez pred-
pokladu ireducibility.

Véta 24.2 (jednoznacnost kofenovych a rozkladovych nadtéles). Bud T teleso a f € T[x]
stupné > 1.
(1) Je-li f ireducibilni, pak kaZdd dvé kotenovd nadtélesa pro f nad T jsou T-izomorfni.
(2) Kazdd dvé rozkladovd nadtélesa pro f nad T jsou T-izomorfni.

V dalsim vykladu (konkrétné k vypoctu Galoisovych grup a jednoznac¢nosti algebraického
uzavéru) budeme potiebovat silnéjsi tvrzeni o rozsifovani ¢asteénych izomorfismit mezi koreno-
vymi a rozkladovymi nadtélesy. Véta tak bude specidlnim pfipadem Lemmat a
K jejich formulaci je potfeba nasledujici znaceni a pozorovani.

Bud T < Ty, T < Ty rozsifeni téles a ¢ : Ty — To T-izomorfismus. Zobrazeni ¢ lze rozsirit
na T-izomorfismus oborti polynomu nad témito télesy (budeme jej opét znadit ¢):

¢ : Tq[z] — Tolx], Z a;xt Zg)(ai)wi.

Oznaéme f = > a;x%, g = Y. bat. Koeficienty souétu f + g jsou a; + b;, koeficienty souctu
o(f)+p(g) jsou (a;)+p(b;) = p(a;+b;) avidime, ze o(f+g) = p(f)+¢(g). Koeficienty soucinu
fgjsou 3>, i) aibj, koeficienty soucinu ¢(f)p(g) jsou 32, iy p(ai)p(bj) = (32, aibj) a
vidime, Ze ¢(fg) = ¢(f)p(g). Bijektivita zobrazeni je ziejma. Okamzitym dusledkem souéinové
vlastnosti je, ze

e f|gv Ti[z] pravé tehdy, kdyz ¢(f) | ¢(g) v Taz];
e polynom f je ireducibilni v T [x] pravé tehdy, kdyz ¢(f) je ireducibilni v Tsx].

Lemma 24.3. Bud T < Ty, T < Ty rozsireni téles a ¢ : T1 — To T-izomorfismus. Bud f €
T\ [z] ireducibilni polynom, T1(a) korenové nadtéleso pro f nad Ty a Ta(b) kofenové nadtéleso
pro o(f) nad Ty. Pak existuje T-izomorfismus ¢ : Ti(a) — To(b) takovy, Ze ¥(a) = b a
1/}’T1 =P
Diikaz. Podle Tvrzeni [22.2| je T1(a) = Ti[a] = {g(a) : g € Ti[z]} a Ta(b) = Ta[b] = {g(b) : g €
Ts[x]}. Uvazujme tedy zobrazeni

¥ :Ti(a) = Ta(b),  g(a) — g(b).
Piedné je tieba dokazat, ze to je dobfe definované zobrazeni. Ozna¢me a = ¢(a). Uvédomte si,
ze f = mgT,, protoze f je ireducibilni polynom a a je jeho kofen, a zrovna tak ¢(f) = maT,,
protoze ¢(f) je ireducibilni polynom a @ je jeho koten. Cili

gla) = h(a) < (g—h)(a)=0 < flg—nh
a analogicky
p(9)(a) = p(h)(a) & ¢(g—h)(a)=0 & o(f)[¢lg—h).

Ekvivalence obou tvrzeni na pravé strané plyne z pozorovani vyse. Dokézali jsme, Ze ¢ je dobfe
definované zobrazeni a navic prosté. Oc¢ividné jde o bijekci a je snadné oveérit, ze jde o okruhovy
homomorfismus: pro kazdé g,h € Ti[z] plati ¥(g(a) + h(a)) = ¥((g + h)(a)) = ¢(g + h)(b) =
©(g)(b) + ¢(h)(b) = ¢¥(g(a)) + ¥ (h(a)) a analogicky pro nasobeni. Prvky télesa T; odpovidaji
volbé konstantniho polynomu ¢, pro takovy polynom plati 1(c) = 1 (c(a)) = ¢(c)(b) = ¢(c), ¢ili
Y|T, = ¢. Volbou g = = ovéfime, ze p(a) = b. O
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OBRAZEK 22. Ilustrace diikazu jednoznac¢nosti rozkladového nadtélesa.

Lemma 24.4. Bud T < T, T < Ty rozsireni téles a ¢ : T1 — Ty T-izomorfismus. Bud
f € Ti[x] polynom stupné > 1 a oznacme Sy rozkladové nadtéleso polynomu f nad T1 a S
rozkladové nadtéleso polynomu ¢(f) nad Ty. Pak ezistuje T-izomorfismus 1 : S; — So takovy,

ze TNTl = .

Diikaz. Budeme postupovat indukci podle stupné polynomu f. Je-li deg f = 1, pak S; = T4,
So = To a vy = . V indukénim kroku uvazujme ireducibilni délitel g polynomu f a jeho
koten a v Sy. Pak ¢(g) je ireducibilni délitel polynomu ¢(f) a uvazujme jeho kofen b v So.
Podle Lemmatu [24.3] existuje zobrazeni ¢ : T1(a) — T2(b) takové, ze (a) = b a |, = ¢.
Napisme f = (z—a)-h pro néjaky h € Ti[z], ¢ili také ¥ (f) = (z—b)-¢(h). Pak S; je rozkladové
nadtéleso polynomu h nad T (a) a Ss je rozkladové nadtéleso polynomu ¢ (h) nad Ty (b). Protoze
deg h < deg f, podle induk¢éniho predpokladu existuje T-izomorfismus p : S; — Sy takovy, ze
Pl () = ¥, €ili také plry = . O

Volbou T1 = T2 = T a ¢ = id v obou lemmatech dostaneme Vétu [24.2]

24.3. Galoisova grupa polynomu.

Definice. Bud f polynom z T[z]| stupné > 1. Galoisovou grupou polynomu f nad télesem
T, znac¢ime Gal(f/T), rozumime jakoukoliv grupu Gal(S/T), kde S je rozkladové nadtéleso
polynomu f nad T.

Dava tento pojem smysl, kdyz je rozkladové nadtéleso urceno jednoznacné pouze aZ na izo-
morfismus? Uvazujme T-izomorfismus ¢ : S; — Ss dvou rozkladovych nadtéles pro f. Je
snadné ovéfit (provedte jako cvideni!), ze

Gal(S;/T) — Gal(S/T), @ poporpt
je izomorfismem piislusnych Galoisovych grup. Cili Galoisova grupa polynomu jsou urcena a#
na izomorfismus.

Pi¥iklad. V pifkladech v sekci jsme ukézali, Ze Gal(x? — s/Q) ~ Zy. Ale pozor, Gal(z® —
2/Q) neni jednoprvkova grupa, nebot Q(+/2) neni rozkladové nadtéleso polynomu z3 — 2.

Nésledujici tvrzeni umoznuji uréit Galoisovy grupy nékterych jednodussich polynomii.

Tvrzeni 24.5 (zédkladni vlastnosti Galoisovych grup). Bud T téleso, f polynom z T|x] stupné
> 1 a S jeho rozkladové nadtéleso. Pak
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(1) Gal(S/T) je izomorfni podgrupé symetrické grupy S,,, kde m je pocet riznych koreni
polynomu f v S\ T;

(2) je-li f ireducibilni, pak pro kazdé dva koteny a,b € S ezistuje ¢ € Gal(S/T) takovy, Ze
p(a) = b;

(3) pro kazdé rozsiteni T < S < U takové, Ze U je také rozkladovym nadtélesem néjakého
polynomu nad T, plati Gal(U/S) < Gal(U/T) a

Gal(U/T)/Gal(U/S) ~ Gal(S/T).

Diikaz. (1) Ozna¢me A = {a1,...,a;} mnozinu kofent polynomu f v S\ 7. Tvrzeni fika,
Ze pro kazdé ¢ € Gal(S/T) je ¢|4 permutace na A a zobrazeni

Gal(S/T) — Sa, © = p|a

je dobre definovany homomorfismus. Dokazeme, Ze je prosty. Protoze je S rozkladové pro f,
plati S = T(ay, ..., an). Cili kazdé ¢ € Gal(S/T) je jednoznaéné uréené svymi hodnotami na
prvcich ay, ..., anm, a tedy také svoji restrikci ¢l 4.

(2) Podle Lemmatu existuje T-izomorfismus kofenovych nadtéles ¢ : T(a) — T(b)
takovy, ze 1(a) = b. Ten se podle Lemmaturozéifuje do T-izomorfismu p : S — S takového,
ze p|r(a) = ¥, specialné tedy p(a) = b.

(3) Podobné jako v ¢éasti (1), Tvrzeni iika, ze kazdé ¢ € Gal(U/T) permutuje kofeny
polynomu f v U, ovSem tyto kofeny generuji téleso S, takze ¢(S) = S a restrikce ¢|g je
T-automorfismem télesa S. Cili zobrazeni

® : Gal(U/T) — Gal(S/T), @ — p|s

je dobfe definovany homomorfismus. Dokézeme, Ze jeho jadrem je Gal(U/S) a obrazem celé
Gal(S/T). Dokazované tvrzeni pak plyne z faktu, Ze jadro je norméalni podgrupou, a z 1. véty
o izomorfismu.

Jadro Ker(®) obsahuje pravé ty automorfismy ¢, pro které ¢|s je identita, tedy pravé
v8echny S-automorfismy télesa U, tedy Ker(®) = Gal(U/S). Co se tyc¢e obrazu, je-li dano
¥ € Gal(S/T), ¢ili T-izomorfismus S — S, podle Lemmatu existuje T-automorfismus ¢
télesa U takovy, ze p|s = ¢, a tedy Im(®) = Gal(S/T). O

Na nékolika piikladech ilustrujeme pouziti Tvrzeni k vypoctu Galoisovych grup.

Priklad. Uvazujme ireducibilni polynom f stupné 2 nad télesem T. Podle bodu (1) je tato
grupa nejvyse dvouprvkova, podle bodu (2) musi mit alesponn dva prvky, ¢ili Gal(f/T) ~ Zs.
Pro T = Q je netrividlnim prvkem Gal(f/Q) komplexni sdruZeni, tj. zobrazeni z — Z.

Priklad. Uvazujme ireducibilni polynom f stupné 3 nad télesem Q s dvéma imaginarnimi
koteny. Podle bodu (1) se Gal(f/Q) vnotfuje do Ss, podle bodu (2) je aspon t¥iprvkova. Vzhle-
dem k tomu, Ze rozkladové nadtéleso obsahuje imaginarni prvky, komplexni sdruzeni je jeho
Q-automorfismem fadu 2. Podle Lagrangeovy véty Gal(f/Q) nemtze byt tfiprvkové, a tedy
musi byt izomorfni celé Ss.

Plati, ale neni Gplné jednoduché dokazat, zZe ireducibilni polynom stupné 3 nad télesem Q
ma Galoisovu grupu izomorfni Sz pravé tehdy, kdyz je jeho diskriminant D zaporny (viz sekce
25.1)); v opaéném piipadé je Galoisova grupa t¥iprvkova.

Priklad. Spocteme grupu

Gal(Q(v2,V3)/Q).
Aplikaci Tvrzeni na polynomy z? — 2 a 22 — 3 vidime, 7e kazdy ¢ € Gal(S/Q) spliiuje
©(vV2) = uv2 a o(v/3) = vv/3 pro né&jaka u,v € {£1}, ¢li Q-automorfismy jsou nejvyse étyti a

lze je zapsat vzorcem

ola+bvV2+ V3 +dV6) = a + ubv2 4 vev3 + uvdVe.

7 vzorce také vidime, Ze p? = id pro vSechny volby u,v.
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Jsou to skuteéné Q-automorfismy? Je mozné, ale velmi pracné, to ovérit pfimo z definice.
Jednodussi je vyuzit bodu (2). V sekci jsme ukazali, ze

S =0Q(v2,v3) = Q(V2 +v3)

Aplikujeme-li bod (2) na minimélni polynom m 5,30 Vidime, Ze |Gal(S/Q)| > 4.
Shrnuto, |Gal(S/Q)| je ¢tyfprvkova grupa, a protoze jsou vSechny prvky fadu < 2, plati
Gal(S/Q) ~ Zy X Zs.

Vsimnéte si, ze ve vSech pfikladech vysel stupen rozkladového nadtélesa stejné, jako tad
Galoisovy grupy. Pro télesa charakteristiky 0 skutecné plati, Ze je-li S rozkladovym nadtélesem
polynomu f nad T, pak [S : T] = |Gal(S/T)|, nicméné dikaz této véty je znacné nad ramec
moznosti této ucebnice.

Ve zbytku sekce se budeme vénovat dvéma specidlnim pfipadtm. Za prvé, ukazeme, Ze roz-
kladova nadtélesa polynomii definujicich n-té odmocniny maji fesitelné Galoisovy grupy; tento
fakt je stézejni v diikazu ¢asti Galoisovy véty (Véta, ktera tika, ze polynomy, jejichz kofeny
Ize vyjadrit vzorcem, maji fesitelné Galoisovy grupy. Za druhé, ukaZzeme si polynom, jehoz Ga-
loisova grupa neni fesitelna, a o némz tedy Galoisova véta fika, ze jeho kofeny vzorcem vyjadrit
nejdou.

Piipomeiime zna&eni ¢, = €27/,

Lemma 24.6. Bud 0 # a € Q. Rozkladovym nadtélesem polynomu f = x™ — a nad télesem Q
je téleso Q(Cp,b), kde b je libovolny komplexni koten polynomu f.

Diikaz. Komplexni kofeny polynomu f jsou pravé cisla b - Cﬁ, k =0,...,n — 1: dosazenim
snadno ovérime, ze kazdé z téchto Cisel je kofenem, a vic kofent byt nemtize podle Tvrzeni [2.4
Rozkladové nadtéleso tedy obsahuje jak prvek b (volbou k = 0), tak prvek ¢, (soucin b=1-(b-¢,)).
Pritom kazdy kofen je soucinem téchto dvou cisel, takze rozkladové nadté€leso mizeme napsat

jako Q((p, b). O

Tvrzeni 24.7 (Galoisovy grupy pro odmocniny). Bud Q < T < C téleso, n € N, a € T. Pak

(1) Gal(z™ — 1/T) je abelovskd grupa,
(2) Gal(z™ — a/T((,)) je abelovskd grupa,
(3) Gal(z™ — a/T) je metabelovskd grupa.

Diikaz. Oznac¢me S = T((,) a U = T((p, b), kde b je néjaky komplexni kofen polynomu z™ — a.

(1) Dokézeme, ze Gal(z™—1/T) je izomorfni néjaké podgrupé grupy Z , tedy jde o abelovskou
grupu. Kazdy automorfismus ¢ € Gal(S/T) permutuje kofeny polynomu z" — 1, &li o(¢,) = ¢&
pro néjaké k € {0,...,n — 1}. Zaroven také permutuje kofeny vSech polynomi =™ — 1, m | n,
tedy zobrazeni ¢ zachovava fady prvki v grupé S*, takize ord(¢*) = n, coz nastane pravé tehdy,
kdyz NSD(k,n) = 1 (Tvrzeni[16.3). Vidime, Ze zobrazeni Gal(S/T) — Z, které automorfismu
 prifadi toto k, je prosty homomorfismus: prosty diky tomu, ze ¢ je jednoznac¢né uréeno hodno-
tou na generatoru, a homomorfismus diky tomu, ze skladani automorfismt odpovida nasobeni
pifslusngch exponentit: je-li ¢(¢n) = ¢ a 1(Ca) = ¢y, pak p(¥(¢a)) = (Ch)F = ¢

(2) Dokazeme, ze Gal(z"—a/S) je izomorfni néjaké podgrupé grupy Z,, tedy jde o abelovskou
grupu. Kofeny polynomu 2" — a v S jsou pravé ¢isla tvaru b-¢%, k = 0,...,n — 1. Kazdy
automorfismus ¢ € Gal(U/S) fixuje prvek ¢, a zobrazuje b +— b - (¥ pro néjaké k. Vidime, 7e
zobrazeni Gal(U/S) — Z,, které automorfismu ¢ pfifadi toto k, je prosty homomorfismus:
prosty diky tomu, Ze ¢ je jednoznacné urcéeno hodnotou na generatoru, a homomorfismus diky
tomu, ze sklddani automorfismi odpovidé s¢itani prislusnych exponenti: je-li p(b) = b - Q}’f a
w(b) = b-CL, pak (b)) = (b- (L) - ¢k = b- (hH.

(3) Uvazujme rozsiteni T < S < U. Obé vétsi télesa jsou rozkladova, muzeme tedy aplikovat
Tvrzeni [24.5(3), které iikd, ze {id} < Gal(U/S) < Gal(U/T). Pfitom grupa Gal(U/S) je
abelovska podle bodu (2), grupa Gal(U/T) / Gal(U/S) ~ Gal(S/T) je abelovska podle bodu
(1), ¢ili grupa Gal(U/T) je metabelovska. O
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Prestoze vétsina polynomu stupné > 5 nemad fesSitelnou Galoisovu grupu, neni tplné snadné
néjaké konkrétni ukazat. Asi nejjednodussi rodinu prikladt popisuje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 24.8 (polynomy s plnou Galoisovou grupou). Bud p prvocislo a f € Q[x] ireducibilni
polynom stupné p, ktery md p — 2 redlngych a 2 imagindrni koveny. Pak Gal(f/Q) ~ S,.

Diikaz. Bud U rozkladové nadtéleso polynomu f nad Q. Podle Tvrzeni[24.5(1) je grupa Gal(U/Q)
izomorfni podgrupé H < S,,, jejiz prvky sestavaji z restrikci prvkia Gal(U/Q) na kofeny poly-
nomu f. DokaZzeme, ze H obsahuje aspon jednu transpozici a aspon jeden p-cyklus. Pak staci
vyuzit pozorovéani, ze libovolnd transpozice a libovolny p-cyklus generuji celou grupu S, (viz
cviceni v sekei [14.1]).

Komplexni sdruzeni je netrivialnim Q-automorfismem télesa U. Pfitom p — 2 kofenu fixuje a
2 prohazuje, jde tedy o transpozici na kofenech.

Uvazujme piisobeni grupy H na mnoziné kofent polynomu f. Podle Tvrzeni [24.5(2) jde o
tranzitivni pusobeni, ma tedy jednu orbitu velikosti p. AvSak velikost orbity déli fad pusobici
grupy (Tvrzeni [18.3), ¢ili p | |H|. Podle Cauchyho véty (Véta obsahuje grupa H prvek
tadu p, coz mize byt pouze p-cyklus. U

Piiklad. Prikladem polynomu, ktery splituje predpoklady Tvrzeni je tieba f = 2% —4z+2.
Tento polynom je ireducibilni podle Eisensteinova kritéria a pocet realnych kofenti snadno
zjistime pomoci diferencialniho kalkulu: f’ = 5z* — 4, tato rovnice ma dvé realna feseni, tedy
prislusné realné funkce f ma jedno lokalni maximum a jedno lokalni minimum, pfi¢emz snadno
dopoditame, ze maximum je kladné a minimum zaporné. Protoze jsou polynomialni funkce
spojité, f musi mit pravé tii redlné koreny.

25. (NE)RESITELNOST POLYNOMU V RADIKALECH

25.1. Cardanovy vzorce.

Polynomiélni rovnice byly pfedmétem studia od samého poc¢atku matematiky: na kvadratické
(resp. kubické) rovnice pfirozené vede fada geometrickych tloh v roviné (resp. prostoru). Nékteré
typy kvadratickych rovnic umeéli fesit jiz starovéci matematikové, kompletni navod pochazi od
ucéence Al-Chvérizmiho z 9. stoleti. Rovnice vyssich stupnia vSak dlouho odolévaly. Prvni obecny
postup pro Teseni rovnic tfetiho stupné nasel Niccolo Tartaglia okolo roku 1530 a pro rovnice
¢tvrtého stupné Lodovico Ferrari o malo pozdéji. Jejich postupy byly publikovany v roce 1545 v
knize Ars Magna Gerolama Cardana, a tak se vZilo oznaceni Cardanovy vzorce. Jejich postupy,
prevedené do moderniho jazyka, si nyni ukazeme.

P1i vykladu Cardanovych vzorct budeme uvazovat racionalni polynomy a pracovat v télese
komplexnich ¢isel, i kdyz vétSina tvrzeni je platnd v libovolném télese, kde pouzivané operace
(odmocniny, déleni 2, 3) davaji smysl.

Kvadraticke rovnice. Budeme fesSit rovnici

azx® + bx +c=0.
Substituci z =y — % dostaneme rovnici
5 b?—dac
4a?
tedy

a zpétnym dosazenim dostaneme
—b+ Vb? — 4dac
x = .
2a

Vidime, Ze se oba kofeny nachazeji v télese Q(v/b? — 4ac), které je rozkladovym nadtélesem
polynomu az? + bx + ¢ nad Q.

112



Klicovou fintou byla substituce, kterd nas zbavila prostfedniho ¢lenu. Stejny trik lze pouzit i
pro rovnice vyssiho stupné: mame-li rovnici n-tého stupné
ant™ + an_12" V4 ...+ a1z +ag =0,
tedy ekvivalentné

Ap—1 _ al ag
g+ ="+ —2+ — =0,
an an  an

substituujeme x = y— aTZT_l Po roznasobeni ziskame ekvivalentni rovnici s monickym polynomem
n
a nulovym koeficientem u y"~!. Nadale se budeme vénovat jen tomuto specialnimu tvaru.

Kubické rovnice. Budeme feSit rovnici

22+ bz +c=0.
Vsimnéte si, ze pro libovolné u, v plati

(u+v)* = 3uv(u+v) — (u* +v*) = 0.

Reseni rovnice budeme hledat ve tvaru z = u + v, pii¢emz aby to sedélo, pro koeficienty
dostavame rovnosti
b= —3uw, c=—ud— 03
Nyni je snadné vyjadrit u,v pomoci koeficientt b, c: dosazenim v = —% do druhé rovnosti
dostavame
6 g b
uw +cu’ —-—==0
27 ’
coz je kvadraticka rovnice s nezndmou u®. Oznacime-li diskriminant D = ¢? + %bg, FeSenim
je u? = %. Ze dvou moznosti £ uvazujme napiiklad soucet (druhd volba by pfinesla ty
samé tii kofeny, ale v jiném potadi). Oznac¢ime-li w libovolnou tfeti odmocninu z % a
¢ = (3 = €2™/3 mame pro u t¥i FeSent,
Uk:Ck'w> k:07172’
a k nim snadno dopoc¢teme odpovidajici hodnoty
b b
—k
v = ——— = -—, k=0,1,2.
3uk C 3&)’ s 4y

Resenim ptivodni rovnice jsou pak vSechny t¥i souéty uy + vy.

Je-li zlomek # realny, je piirozené zvolit redlnou odmocninu w = ¥ # a upravou

zlomku % =/ # dostaneme tfi kofeny

3 —c—%-\/ﬁ
2

3 C—l-\/ﬁ

Ck' _Cik' ) k:O7172
2
Vidime, Ze se vSechny tfi kofeny uj + v nachézeji v télese Q((,w). Rozkladové nadtéleso

polynomu 2?3 + bz + ¢ je jeho podtélesem.

Priklad. VyfeSime rovnici
22— 62 —9=0.
9%7 %H = —1. Volbou w = 2 dostaneme

Diskriminant je roven D = 49, &ili u? = =8av? =

kofeny
—3+/3i =3 —3i
2 N 2

Rozkladovym nadtélesem je Q(¢) = Q(v/3i) a v tomto piipadé je totozné s vyse popsanym
télesem Q((, w).

ro=u—v=3, x1=Cu—C= zo = Clu— (v
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Priklad. VyfeSime rovnici

2 —3z+1=0.
Diskriminant je roven D = —3, ¢ili u? = _HT‘/EZ avd = 1+T\/§i, z ¢ehoz snadno vyjadiime kofeny
jako rozdily tfetich odmocnin z jistych imaginarnich ¢isel. Presto, jak se snadno presvédéime
vySetfenim pritbéhu funkce, vSechny tii kofeny jsou realné. Cili rozkladové nadtéleso neobsahuje
7adny z prvki VD, ¢, w.

Pripadu, kdy jsou realné kofeny vyjadieny pomoci odmocnin z imaginarnich cisel, se fika
casus irreducibilis. Pro nékteré polynomy se tomuto popisu nelze vyhnout, tj. neexistuje za-
pis kofend pomoci vzorce, ktery by pouzival pouze realna c¢isla. Tento fakt presvédcil tehdejsi
matematiky k prijeti komplexnich ¢isel jako smysluplného ¢iselného oboru.

Kvartické rovnice. Budeme fesit rovnici

2+ b2’ +ex+d=0.

Napisme rovnici ve tvaru

zt 4 2uz® + u? = —ba?

—cx —d+ 2uz® + u? = (2u — b)z? — cx + (u? — d),

kde u je jakysi zatim neznamy parametr. V§imnéte si, Ze levou stranu lze napsat jako (z2 + u)?.
Kdybychom i pravou stranu uméli napsat jako druhou mocninu néjakého polynomu v proménné
x, mohli bychom obé strany odmocnit a ziskat tak kvadratickou rovnici pro z. Aby pravé strana
byla mocninou, diskriminant musi byt roven nule, tj.

& —4(2u —b)(u® — d) = 0.

Tim dostavame rovnici tfetiho stupné pro u, pricemz néjaky jeji kofen 1y nalezneme pomoci
Tartagliova vzorce. S timto ug mizeme obé strany dané rovnice odmocnit a ziskame dvé kvad-
ratické rovnice

a:2+u0:r:1:+s a x2+u0:—r:c—s,
kde r, s splituji (rz + s)? = (2ug — b)z? — cx + (u? — d), ¢ili

r=+2uy—b, s=+/ui—-d

(je-li vyraz pod odmocninou imagindrni, vezmeme libovolnou odmocninu). Ackoliv popsany
postup pripominé spise algoritmus nez vzorec, v principu je mozné vyjadrit vSechna Ctyfi feseni
vzorcem, ktery pouziva koeficienty daného polynomu a zakladni operace +, —, -, / a odmocniny.

Priklad. VyfeSime rovnici

a2+ 40 -3=0.
Diskriminant vede na rovnici —2u? + u? — 6u + 7 = 0, kterd mé feSeni nap¥. ug = 1. Ptvodni
rovnici upravime na tvar (z? 4 1)? = (z — 2)?, a tak staéi fesit rovnice

P 4+l=2-2 a 2 +1=—z+2
Resenim jsou &isla
14+/11i ~1++5

2 . 2
25.2. Galoisova véta.

Problém feseni rovnic stupné 5 a vice zustal otevieny dalSich témér 300 let po Cardanovi.
Existuji vzorce, které by vyjadrovaly kofeny polynomi stupné n pomoci jejich koeficientti za
pouziti zédkladnich aritmetickych operaci +, —, -, / a n-tych odmocnin?

V roce 1799 prisel Paolo Ruffini s ndpadem, jak dokazat, Ze vzorce pro rovnice stupné > 5
neexistuji. Jeho argument byl sice neuplny, ale na zakladé jeho myslenek Niels Henrik Abel
publikoval v roce 1823 kompletni diikaz. Tuto tzv. Abel-Ruffiniho vétu si ted dokazeme. Pijdeme
ale jinou cestou, kterou odhalil o 10 let pozdéji Evariste Galois. Jeho metoda je elegantnéjsi a
navic umoznuje dokazat kritérium, které popisuje prave ty polynomy, jejichz kofeny lze vyjadrit
vzorcem. Tedy nejen Ze neexistuje vzorec, ktery by fungoval pro vSechny polynomy daného
stupné zaroven, ale pro nékteré polynomy neexistuje ani jednorazové vyjadfeni korentl.

114



Nejprve si vSak musime ujasnit, co pfesné znamené ,vyjadfitelnost kofenti vzorcem“.

Definice. Bud T < U rozsiieni téles a a € U. Rekneme, Ze prvek a je vyjddritelnsj v radikdlech
nad télesem T, pokud existuje fada rozsiteni T = Tg < T7 < ... < Ty takova, Ze a € T} a
kazdé T; je rozkladovym nadtélesem néjakého polynomu z™ — a; € T;_1[x| nad télesem T;_;.

Priklad. Prvek
VV2+1
141
je vyjadritelny nad Q, nebof je prvkem rozsifeni Q < Ty < Ty < T3, kde postupné pouzijeme
polynomy 2% — 2 € Q[z], 2° — (V24 1) € Ty[z] a 22 + 1 € Tp[z].

Definice. Bud T téleso a f polynom z T|[x]. Rekneme, Ze polynom f je 7esitelny v radikdlech
nad télesem T, pokud je kazdy kofen polynomu f vyjadfitelny v radikdlech nad T. Jinymi slovy,
pokud existuje fada rozsiteni T = Ty < T; < ... < T} takova, ze kazdé T; je rozkladovym
nadtélesem néjakého polynomu z™ — a; € T;_1[z] nad télesem T;_;, a rozkladové nadtéleso
polynomu f je obsazeno v Tj.

Priklad. Ukéazeme si, jak se Cardanovy vzorce interpretuji v rdmci formalni definice fesitelnosti.

e Koieny polynomu ax? + bx + ¢ najdeme v télese Q(v/b2 — 4ac), které je rozkladové pro
22 — (b? — dac) € Q[z].

e Koieny polynom z3 + bz + ¢ najdeme v télese Q((,w), které dostaneme jako fadu dvou
rozkladovych rozsireni

Q <Q(VD) <Q(¢,w),

prvni pro polynom z? — D € Q[z], druhé pro polynom x> — % € Q(VD)[z].

e Sledujice Ferrariho postup pro polynom z* + bx? + cx + d postupné budujeme fadu
rozkladovych rozsiteni Q < Ty < To < T3, kde T je rozkladové pro polynom 02—4(23:—
b)(z%—d) nad Q (vypoclet ug), T2 je rozkladové pro polynomy % — (2ug—b), z2 — (ud —d)
nad Ty (vypocet 7, s) a T3 je rozkladové pro polynomy x? +rx +ug =+ s (finalni vipocet
kotfent zadaného polynomu). Tuto fadu lze déle rozepsat tak, aby vSechna nadtélesa
byla rozkladova pro polynomy tvaru x™ — a, pfiCemz s trochou prace lze ukazat, ze
n bereme postupné 2,3,2,2 (coz souvisi s tim, ze v grupé S, existuje fada podgrup
S4y=Hy>H;>Hy>Hs> Hy = {ld}, kde |HZ'/H1'+1’ je postupné 2,3,2,2, ale tak
daleko se ve vykladu Galoisovy teorie nedostaneme).

Nyni mtuzeme zformulovat slavnou Galoisovu vétu.

Véta 25.1 (Galoisova véta). Bud T téleso charakteristiky 0 a f polynom z T|x] stupné > 1.
Polynom f je Tesitelny v radikdlech pravé tehdy, kdyz je grupa Gal(f/T) resitelnd.

Podle Tvrzeni 24.5 se Galoisova grupa polynomu stupné n vnoruje do grupy S,. Existence
vzorcll na feSeni polynomiélnich rovnic stupné n se tak dostava do piimé souvislosti s fesitelnosti

grupy S,.

Dausledek 25.2 (Al Chvérizmi, Tartaglia, Ferrari). Vsechny polynomy stupné < 4 jsou tesitelné
v radikdlech.

Ditkaz. Bud f polynom stupné n. Podle Tvrzeni [24.5(1) je Gal(f/T) podgrupou grupy S,. V
sekci jsme ukézali, Ze grupy Sn, n < 4, i jejich podgrupy (Tvrzeni[19.8(1)) jsou Fesitelné.
7 Galoisovy véty tedy plyne, Ze polynomy stupné < 4 jsou reSitelné v radikalech. O

Dusledek 25.3 (Abel-Ruffiniho véta). Ezistuji raciondlni polynomy stupné 5 a vice, které
nejsou resitelné v radikdlech nad telesem Q.

Diikaz. V sekci jsme si fekli, Ze grupy S,, n > 5, nejsou Fesitelné. Podle Tvrzeni [24.§]
existuje polynom stupné 5, jehoz Galoisova grupa je Ss. U
115



V této ucebnici dokdzeme pouze jednu implikaci Galoisovy véty: tu, ze které plyne neexistence
vzorci. Opacnd implikace je slozitéjsi, k dikazu Abel-Ruffiniho véty neni potieba a existenci
Cardanovych vzorcu jsme ukazali explicitné.

Idea dtkazu je nésledujici: pro fesitelny polynom f vezmeme rozsifeni
Q=T <T1 <...<Tg

takova, ze T; je rozkladové nadtéleso néjakého polynomu z™ — a; € T;_1[x] nad télesem T;_1,
a rozkladové nadtéleso polynomu f je obsazeno v Tj. Za jistych okolnosti bude takové radé
odpovidat fada normalnich podgrup

pricemz faktorgrupy Gal(Ty/T;) / Gal(Ty/T;+1) budou izomorfni Gal(z"™ — a;/T;), a tedy
fesitelné podle Tvrzeni Potom Disledek [19.9) zaruéi, ze celd grupa Gal(Tj/Q) je fesitelna
a pomoci Tvrzeni [24.5(3) se ukaZe FeSitelnost i pro Galoisovu grupu rozkladového nadtélesa
polynomu f, které je obsazeno v T}.

Aby tento postup fungoval, télesa T4, ..., Ty by musela byt rozkladova pro néjaké polynomy
nad T. To obecné pravda neni, v diikazu tedy budeme konstruovat posloupnost o trochu vétsich
téles, kterd tuto vlastnost maji a pritom Galoisova grupa nejvétsiho télesa ztistava resitelna.

Lemma 25.4. Bud'S rozkladové nadtéleso néjakého polynomu nad télesem T a bud g ireduci-
bilni polynom v T|x]. Pokud md polynom g v télese S néjaky koten, pak se v S|x] rozklddd na
linearni cinitele.

Diikaz. Oznaéme f polynom, pro néjz je S rozkladovym nadtélesem, a uvazujme rozkladové
nadtéleso U pro polynom fg nad T. Ozna¢me a kofen polynomu ¢ v télese S a uvazujme
jakykoliv jiny kofen b tohoto polynomu v U. Chceme dokazat, ze b lezi v S. Podle Lemmatu
existuje T-izomorfismus T(a) — T(b) zobrazujici a — b, a ten se podle Lemmatu [24.4]
rozsifuje do T-izomorfismu ¢ : U — U, tj. prvku Gal(U/T), ktery spliiuje ¢(a) = b. Podle
Tvrzeni zobrazeni ¢ permutuje kofeny polynomu f, ty generuji téleso S, a tedy ¢(S) C S.
Specialné dostavame, ze b = p(a) € S. O

Lemma 25.5. Bud T téleso charakteristiky 0 a T < S < U rozs§iteni téles takovd, Ze S je
rozkladové nadteleso néjakého polynomu nad T a U je rozkladove nadtéleso polynomu x" —
a € S[x] nad S. Pak existuje rozsireni U < V takové, Ze V je rozkladové nadtéleso néjakého
polynomu nad T a Gal(V/S) je resitelnd grupa.

Poznamenejme, ze kdyby bylo samo U rozkladovym nadtélesem néjakého polynomu nad T,
pak bychom mohli volit V = U a fesitelnost by zajistilo Tvrzeni [24.7

Dikaz. Bez tjmy na obecnosti mizeme predpoklddat, ze U < C (rozkladova nadtélesa jsou
izomorfni a jedno lze najit v C). Ozna¢me f polynom, pro néjz je S rozkladovym nadtélesem.
Definujeme polynom
g =mqr(z") € T[a]

(do minimalniho polynomu m, t dosadime mocninu proménné z) a uvazujme rozkladové nad-
téleso V < C polynomu fg € T[z] nad télesem T.

Nejprve si v§imneme, ze U < V: v oboru S[z] plati x —a | mq, T, tedy také 2" —a | mq(2") =
g, takze se polynom z" — a rozkldda ve V[z] na linearni ¢initele. Dokazeme, ze Gal(V/S) je
feSitelna grupa.

Polynom my, je ireducibilni, mé kofen v télese S, a tedy se tam podle Lemmatu [25.4]rozklada
na linearni ¢initele. Ozna¢me tento rozklad mg T = (z —a1) - -+ (z — ay,). Pak

g=mgr(a") = (2" —a1) - (2" — am).

Definujeme sekvenci

S=5<5<...<8,.1 <S8, =V,
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kde S; je rozkladovym nadtélesem polynomu z™ —a; nad S;_1, ¢ili také rozkladovym nadtélesem
polynomu (z" — ay) - -+ (2™ — a;) nad S, pro kazdé i = 1,..., m. Uvazujme fadu podgrup

Gal(V/S) = Gal(V/S,) > Gal(V/S;) > ... > Gal(V/S,,) = {id}.

Protoze jsou vSechna mezitélesa S; rozkladova nad S, mtzeme aplikovat Tvrzeni M(?)) Apli-
kaci na rozsifeni S < S; < V vidime, ze Gal(V/S;) < Gal(V/S). Aplikaci na rozsifeni
S S Si—l S Si vidime, ze

Gal(V/S;) / Gal(V/S;11) ~ Gal(Si+1/Si),

pfi¢emz tyto faktorgrupy jsou fesitelné podle Tvrzeni [24.7] protoze S; je rozkladovym nad-
télesem polynomu z™ — a; nad t€lesem S;_;. Dtsledek zaruci, ze celd grupa Gal(V/S) je
fesitelna. O
Dikaz Galoisovy véty[25.1], édst (=).

Bud f polynom fesitelny v radikalech a uvazujme Fadu rozsifeni prokazujici tento fakt, tj.
méjme T = Ty < Ty < ... < T} takova, ze T; je rozkladové nadtéleso néjakého polynomu
2™ — a; € T;—1[z] nad télesem T,;_; a rozkladové nadtéleso W polynomu f nad T je obsazeno
v télese T}. Dokdzeme, ze grupa Gal(f/T) = Gal(W/T) je fesitelna.

Postavime fadu rozsifeni

T=Up=Vo<U; <V <...<U <V

tak, ze pro i = 1,...,m vezmeme U; rozkladové nadtéleso polynomu x™ — a; nad télesem V;_;
a vezmeme V; jako téleso V z Lemmatu aplikovaného na rozsifeni T < V,_; < U;. Cili
kazdé V; je rozkladové nadtéleso nad T a grupa Gal(V;/V;_1) je fesitelna.

Zbytek dikazu je podobny jako v predchozim lemmatu. Z fady rozsiteni T = Vo < V; <
... < Vi ziskdme fadu podgrup

Gal(Vy,/T) = Gal(Vy,/Vy) > Gal(Vy,/V1) > ... > Gal(Vy/Vy) = {id)}.

Protoze jde o rozkladové nadtélesa nad T, mizeme aplikovat Tvrzeni [24.5(3). Aplikaci na
rozsifeni T < V; < Vi, vidime, ze Gal(V/V;) < Gal(V/T). Aplikaci na rozsiteni T < V,;_; <
V,; vidime, zZe
Gal(Vy/V;) / Gal(V/Vi) = Gal(Viy1/ V),
coz jiz vime, Ze jsou feSitelné grupy. Diisledek [19.9|zarudi, ze celd grupa Gal(Vy,/T) je FeSiteln4.
Zbyva dokézat, ze grupa Gal(W /T) je také Fesitelna. Znovu pouzijeme Tvrzeni 24.5(3) na
rozsifeni T < W < Vi a vidime, ze

Gal(W/T) ~ Gal(Vy/T) / Gal(Vi/W).

Nyni sta¢i pouzit Tvrzeni které 7ika, ze faktorgrupa fesitelné grupy Gal(Vy/T) je také
fesitelna. (]

Galoisova teorie dale rozviji vztah mezi podtélesy daného rozkladového télesa a podgrupami
prislusné Galoisovy grupy: mezi nimi existuje vzajemné jednoznacné korespondence pirenasejici
fadu dulezitych vlastnosti (naptiklad stupen rozsiteni souvisi s indexem podgrupy). Jeji vyklad
najdete ve vétsiné ucebnic komutativni algebry. Také bychom mohli zminit, ze pfedpoklad
charakteristiky 0 je zbytecné silny, vétsina Galoisovy teorie plati i pro konecna télesa a obecné
v8echna rozsiteni, kterd jsou tzv. separabilni.

26. KONECNA TELESA

Aplikaci Vét a o existenci a jednoznacnosti rozkladovych nadtéles ukazeme, ze pro
kazdou mocninu prvoéisla p* existuje, az na izomorfismus, pravé jedno téleso velikosti p*. Princip
dikazu je v tom, Ze téleso méa presné p* prvkd pravé tehdy, kdyz je rozkladovym nadtélesem
polynomu 2P" — 7 nad télesem Z,,. 7 existence a jednoznacnosti rozkladovych nadtéles pak plyne
existence a jednoznacnost konec¢nych téles.

Lemma 26.1. Rozkladové nadtéleso polynomu 2P — 2 nad télesem Ly, md prave P proki.
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Diikaz. Ozna¢me g = p¥. Bud T rozkladové nadtéleso polynomu f = 29 — & nad Z,. Ukazeme,
ze koteny f tvoii v T podtéleso. Tvrzeni o Frobeniové endomorfismu fiké, Ze zobrazeni
¢ : a+ aP je homomorfismem T — T. Jeho k-ndsobné slozeni, ¢*, je také homomorfismem a
zobrazuje a — (((a?)P)...)P = a?* = ad, &l

(a+b)=a’+b? a (a-b)?=a? b7

pro kazdé a,b € T. Tedy, jsou-li a,b kofeny polynomu f, tj. a? = a a b? = b, pak (a + b)? =
a? + b9 = a+ b je také kofen f a stejné tak (a-b)? = a?-b? = a-b, (—a)! = —a? = —a
a (a™1)? = (a9)~! = a~!. Cili kofeny tvoii podtéleso. Z pozadavku minimality pak plyne, Ze
rozkladové nadtéleso T sestava pravé z kofent f, a tedy ma nejvyse deg f = ¢ prvki.
Abychom dokézali, ze T ma presné ¢ prvku, staCi ovérit, Ze polynom f nemé vicendsobné
koteny. Kdyby byl prvek a vicendsobnym kofenem, podle Véty by platilo f’(a) = 0. OvSem
f'=qxi™' —1 = —1, a tedy zadné kofeny nema. O

Lemma 26.2. Bud T konecné téleso, |T| = p*. Pak T je rozkladovym nadtélesem polynomu
a?" — x nad télesem Zp a v Tx] plati

o — = H(x—a).

a€eT

Diikaz. Ozna¢me q = p*. Nejprve si viimnéte, ze kazdy prvek a € T je kofenem polynomu
f =x%— z. Pro 0 to plati trividlné a pro nenulovy prvek a vyuzijeme Lagrangeovu vétu (Véta
: ord(a) | [T*| =q—1, ¢li a”' =1 aa? = a. Tedy [[,er(z — a) | f, a z rovnosti stupit
i vedoucich koeficientii dostavame rovnost téchto polynomu. Podle predchoziho lemmatu méa
rozkladové nadtéleso polynomu f pravé ¢ prvkd, ¢ili T je timto télesem. U

Véta 26.3 (klasifikace koneénych téles).
(1) Konecné téleso velikosti n existuje pravé tehdy, kdyz n = p* pro néjaké prvocislo p a
prirozené cislo k.
(2) Konecna télesa stejné velikosti jsou izomorfni.

Dikaz. (1) (=) plyne z Tvrzeni 21.1] (<) plyne z Lemmatu a Véty o existenci roz-
kladovych nadtéles. (2) plyne z Lemmatu a Véty o jednoznacnosti rozkladovych nad-

téles. 0

V sekei jsme predstavili koneéna télesa ve formé faktorokruhtt Zy[a|/(m). Lze kazdé
konecné téleso timto zptsobem reprezentovat?

Véta 26.4 (reprezentace koneénych téles). Pro kazZdé prvocislo p a prirozené cislo k existuje
ireducibilnt polynom m € Zy|a| stupné k a

Fe =~ Zpla]/(m).

Dikaz. Podle Véty existuje néjaké téleso T > 7, velikosti p*. Podle Véty existuje
néjaky generator a cyklické grupy T*. Uvazujme minimalni polynom m,z,. Ten je jisté iredu-
cibilni a jeho stupen je

degmgz, = [Zp(a) : Zp) = [T : Zp] =k,
pri¢emz prvni rovnost plyne z Tvrzeni druhé z faktu, ze T = Z,(a), protoze T sestava z
mocnin prvku a, a t¥eti z toho, ze vektorovy prostor s p* prvky mé dimenzi k. Z jednoznac¢nosti

ve Véte plyne, ze T ~ Zy[a]/(maz,)- O

Vsimnéte si, jakym obratem jsme prokazali existenci ireducibilniho polynomu stupné & v
Zp|z]: nejprve jsme prokazali existenci néjakého télesa velikosti p¥, abychom mohli vzit generator
jeho multiplikativni grupy a jeho miniméalni polynom. Pfimy dikaz existence téchto polynomt
je mozny, ale mnohem technic¢téjsi a dava mensi vhled do celé situace.

118



OBSAH

[I. Zakladni algebraické objekty|

[1.  Obory integrity]

[1.1. Definice a priklady]

1.2, Zakladni vlastnostil

(.3, Izomorfismus|

(1.4, Podilova télesal

[2.1. Obory polynomul

[2.2.  Hodnota polynomu a polynomialni zobrazeni|
[2.3. Deéleni polynomu se zbytkem|

[2.4. Koreny a délitelnost|

[2.5. Vicenasobné koreny a derivace)
2.6.  Algebraicka a transcendentni ¢islal
3. Ciselné oboryl

Bl Okl a0 <Tend

[3.2.  Kvadraticka rozsireni celych cisell

Al ] o dehitel 1

(4. Flementarni teorie cisell

|4.1. Delitelnost a zakladni véta aritmetiky|

|4.2.  Eukleiduv algoritmus a Bézoutova rovnost|

|4.3.  Kongruence|

4.4. FEulerova véta a kryptosystém RSA|

4.5. Cinsk4 véta o zbytcich|

[b.  Zakladni pojmy|

(5.1, Deélitelnost a asociovanostl

[5.2. Nejveétsi spolecny délitel|

[5.3.  Ireducibilni prvky a rozklady]|

[5.4. Privocinitelel

|6.  Existence a jednoznacnost ireducibilnich rozkladul
|6.1.  Gaussovské obory|

6.2. Zobecnéni zakladni véty aritmetiky]|

6.3. Reseni diofantickych rovnic pomoci rozkladu v rozsireni
|7.  Eukleiduv algoritmus a Bézoutova rovnost|

[7.1.  Fukleidovské obory|

[7.2. Obory hlavnich idealul

[7.3. Hierarchie oboru integrity|

(ITII. Algebra polynomul

[8.  Polynomy nad gaussovskymi obory|

[8.1. Gaussova. vétal

[8.2. Racionalni kofeny a Eisensteinovo kritérium)|
9. Pocitani modulo polynom|

9.1. Cinska véta o zbytcich a interpolace|

19.2.  Faktorokruh modulo polynom|

03 Ko Tad Ttilesal

[10. Konecna télesa a jejich aplikace]

[10.1. Konecna télesa a pocitacova reprezentace dat|
[10.2. Sdileni tajemstvi

[11.  Symetrické polynomy a Vietovy vztahy|

[12.  Zakladni véta algebry|

119

20
20
20
21
22
24
26
28
28
29
30
32
32
32
34
35
36
36
38
40

42
42
42
44
44
44
46
48
49
49
50
51
54



1V. Grupy 57

[13.  Pojem grupy| LY
[13.1. Zakladni vlastnosti permutaci| a7
[13.2.  Definice a priklady grup| 58
[13.3. Mocniny a rad prvkul 61
[14.  Podgrupy] 62
[14.1.  Generatory| 62
[14.2.  Lagrangeova véta) 64
[14.3. Loydova patnactka a generatory alternujici grupy| 66
[15.  Grupové homomorfismy| 68
(15.1. Zakladni vlastnostil 68
(15.2. Izomorfismus| 70
(15.3. Neizomorfismus| 71
[15.4.  Klasifikac¢ni véty| 72
|115.5. Reprezentace grup| 73
[16. Cyklické grupy| 75
|16.1. Podgrupy, generatory, rady prvkul 75
[16.2.  Multiplikativni grupy konec¢nych téles jsou cyklicke| 77
[16.3. Diskrétni logaritmus a kryptografie| 78
[17.  Grupy symetrii| 80
[17.1.  Symetrie geometrickych objektu] 80
[17.2.  Automorfismy matematickych struktur| 81
[18.  Pusobeni grupy na mnozine€)| 82
[18.1.  Abstraktni grupa jako grupa permutaci 82
[18.2.  Burnsideova véta a pocitani orbit| 84
[18.3.  Cauchyova vétal 86
[19.  Faktorgrupy| 87
[19.1. Normalni podgrupy] 87
19.2.  Konstrukce faktorgrupy] 88
19.3. Resitelné grupy| 91
[V. Ciselna télesa a koieny polynomn| 94
[20.  Okruhové homomorfismy a faktorokruhy| 94
[20.1.  Homomortismy| 94
[20.2.  Konstrukce faktorokruhu podle idealu] 96
[20.3.  Faktorokruhy podle maximalnich idealu a prvoidealul 98
[21.  Telesové rozsireni jako vektorovy prostor| 98
[22.  Algebraické prvky a rozsiteni konec¢ného stupné 100
[22.1.  Minimalni polynom a stupen jednoduchého rozsireni 100
[22.2. Vicenasobna rozsirenil 102
[23. Neresitelnost uloh pravitkem a kruzitkem| 103
[24.  Izomorfismy télesovych rozsiteni| 106
[24.1.  Galoisova grupa rozsireni 106
[24.2.  Izomorfismy korenovych a rozkladovych nadtéles| 107
24.3. Galoisova grupa polynomul 109
25. (Ne)resitelnost polynomu v radikalechl 112
[25.1. Cardanovy vzorce] 112
(25.2. Galoisova. vétal 114
(26. Konecna télesal 117

120



	I. Základní algebraické objekty
	1. Obory integrity
	1.1. Definice a príklady
	1.2. Základní vlastnosti
	1.3. Izomorfismus
	1.4. Podílová telesa

	2. Polynomy
	2.1. Obory polynomu
	2.2. Hodnota polynomu a polynomiální zobrazení
	2.3. Delení polynomu se zbytkem
	2.4. Koreny a delitelnost
	2.5. Vícenásobné koreny a derivace
	2.6. Algebraická a transcendentní císla

	3. Císelné obory
	3.1. Okruhová a telesová rozšírení
	3.2. Kvadratická rozšírení celých císel


	II. Abstraktní teorie delitelnosti
	4. Elementární teorie císel
	4.1. Delitelnost a základní veta aritmetiky
	4.2. Eukleiduv algoritmus a Bézoutova rovnost
	4.3. Kongruence
	4.4. Eulerova veta a kryptosystém RSA
	4.5. Cínská veta o zbytcích

	5. Základní pojmy
	5.1. Delitelnost a asociovanost
	5.2. Nejvetší spolecný delitel
	5.3. Ireducibilní prvky a rozklady
	5.4. Prfvocinitelé

	6. Existence a jednoznacnost ireducibilních rozkladu
	6.1. Gaussovské obory
	6.2. Zobecnení základní vety aritmetiky
	6.3. Rešení diofantických rovnic pomocí rozkladu v rozšírení

	7. Eukleiduv algoritmus a Bézoutova rovnost
	7.1. Eukleidovské obory
	7.2. Obory hlavních ideálu
	7.3. Hierarchie oboru integrity
	III. Algebra polynomu
	8. Polynomy nad gaussovskými obory
	8.1. Gaussova veta
	8.2. Racionální koreny a Eisensteinovo kritérium

	9. Pocítání modulo polynom
	9.1. Cínská veta o zbytcích a interpolace
	9.2. Faktorokruh modulo polynom
	9.3. Korenová a rozkladová nadtelesa

	10. Konecná telesa a jejich aplikace
	10.1. Konecná telesa a pocítacová reprezentace dat
	10.2. Sdílení tajemství

	11. Symetrické polynomy a Viètovy vztahy
	12. Základní veta algebry

	IV. Grupy
	13. Pojem grupy
	13.1. Základní vlastnosti permutací
	13.2. Definice a príklady grup
	13.3. Mocniny a rád prvku

	14. Podgrupy
	14.1. Generátory
	14.2. Lagrangeova veta
	14.3. Loydova patnáctka a generátory alternující grupy

	15. Grupové homomorfismy
	15.1. Základní vlastnosti
	15.2. Izomorfismus
	15.3. Neizomorfismus
	15.4. Klasifikacní vety
	15.5. Reprezentace grup

	16. Cyklické grupy
	16.1. Podgrupy, generátory, rády prvku
	16.2. Multiplikativní grupy konecných teles jsou cyklické
	16.3. Diskrétní logaritmus a kryptografie

	17. Grupy symetrií
	17.1. Symetrie geometrických objektu
	17.2. Automorfismy matematických struktur

	18. Pusobení grupy na množine
	18.1. Abstraktní grupa jako grupa permutací
	18.2. Burnsideova veta a pocítání orbit
	18.3. Cauchyova veta

	19. Faktorgrupy
	19.1. Normální podgrupy
	19.2. Konstrukce faktorgrupy
	19.3. Rešitelné grupy


	V. Císelná telesa a koreny polynomu
	20. Okruhové homomorfismy a faktorokruhy
	20.1. Homomorfismy
	20.2. Konstrukce faktorokruhu podle ideálu
	20.3. Faktorokruhy podle maximálních ideálu a prvoideálu

	21. Telesové rozšírení jako vektorový prostor
	22. Algebraické prvky a rozšírení konecného stupne
	22.1. Minimální polynom a stupen jednoduchého rozšírení
	22.2. Vícenásobná rozšírení

	23. Nerešitelnost úloh pravítkem a kružítkem
	24. Izomorfismy telesových rozšírení
	24.1. Galoisova grupa rozšírení
	24.2. Izomorfismy korenových a rozkladových nadteles
	24.3. Galoisova grupa polynomu

	25. (Ne)rešitelnost polynomu v radikálech
	25.1. Cardanovy vzorce
	25.2. Galoisova veta

	26. Konecná telesa





