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Ř́ıjen 2023

1 Teoretická část

0. Vzpomeňte si na větu, která tvrd́ı, že graf G je normálńı právě tehdy, když
je konfluentńı. Lze tato věta ześılit na tvrzeńı:

”
Graf G je konvergentńı

právě tehdy, když je konfluentńı?“ A plat́ı to pro G konečné? Ne,
existuje normálńı neterminuj́ıćı graf, třeba orientovaný cyklus, takže ani
pro konenčné neplat́ı.

1. Dokažte, že << je ostré a terminuj́ıćı uspořádáńı, za předpokladu, že < je
př́ıpustné uspořádáńı na termech. Je lineárńı? f <
< f vede podle indukce ke sporu. Posloupnost f1 >> f2 >> f3 >> . . .
muśı mı́t od nějakého indexu neměnný nejvyšš́ı term. Necht’ je to index
i, potom odečtěte od každého polynomu v fi >> fi+1 >> . . . nejvyšš́ı
člen, porovnáváńı se zachová a maximálńı počet člen̊u v celé poslounpsti
se sńıž́ı o 1. Toto lze opakovat jen konečněkrát podle terminovanosti >,
obdrž́ıme indexy i1, . . . ik a zbytek posloupnosti gik >> už může obsahovat
jen nulové polynomy, spor s definićı <<.

2. Všimněte se, že obecně neńı<< lineárńı. (Předchoźı cvičeńı.) Předpokládejte,
že máme nějaké přirozené uspořádáńı na našem tělesu (jako např. na Q,
R). Lze

”
zlinearizovat“ << na nějaké <<′, které již bude lineárńı? Bude

mı́t <<′ nějakou (pro výpočty) nepř́ıjemnou vlastnost? Lze linearizovat
pomoćı koeficient̊u, ovšem nebude terminuj́ıćı.

3. Uspořádejte xy2+x2y, −2xy2+x2+x2y, −x2y+2x2y2+2, x2y+x+2y2

pomoćı uspořádáńı << určeného termovým uspořádáńım:

(a) <LEX , x > y; −2x2y + 2x2y2 + 2 >> −2xy2 + x2 + x2y >>
x2y + xy2 >> x2y + x+ 2y2

(b) <LEX , x < y; stejné

(c) <GLEX , x > y; stejné

(d) <GLEX , x < y. stejné

4. Dokažte, že <LEX , <GLEX a vaháhovaně lexikografické uspořádáńı jsou
př́ıpustné. Př́ımočaře z definice.
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5. Předpokládjte, že R = {xy−x3−x2, x4+x3+x} je Gröbnerova báze pro
<LEX , x < y. Určete, zda x4y4 + x3y3 ∈ ⟨R⟩. x4y4 + x3y3 →
x6y3 + x5y3 + x3y3 → −x5y3 − x3y3 + x5y3 + x3y3 = 0

6. Ukažte, že R neńı Gröbnerova báze pro <LEX , x > y. (x4 + x3 + x) +
x(xy − x3 − x2) = x+ x2y je terminál, ale je v ideálu.

7. * Ukažte, že problém určit zda polynom p(x) nálež́ı danému ideálu I ≤
Q[x] je NP-těžký. Je i co-NP-těžký?

2 Výpočetńı část

1. Ověřte 3 pomoćı sage (bude se hodit link, pozor, uspořádáńı na polyno-
mech využ́ıvá hodnot koeficient̊u, to neńı konzistentńı s naš́ı definićı <<).

2. Ověřte 5 pomoćı sage.
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https://doc.sagemath.org/html/en/reference/polynomial_rings/sage/rings/polynomial/term_order.html
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