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Opakováńı

Opakováńı: Testy o sťredńı hodnotě normálńıho rozděleńı

1 jednovýběrový t-test

2 párový t-test

3 dvouvýběrový t-test

Testy v binomickém rozděleńı

jednovýběrová situace

dvouvýběrová situace

Neparametrické testy

jednovýběrový Wilcoxonův test

dvouvýběrový Wilcoxonův test
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Test pravděpodobnosti v binomickém rozděleńı

Situace: Y ∼ Bi(n, p), chceme testovat na hladině α

H0 : p = p0 proti H1 : p 6= p0

(resp. proti jednostranným alternativám)

Testová statistika

Z =
Y − np0√
np0(1− p0

z CLV plyne, že za H0 má Z přibližně N(0, 1) rozděleńı

Test: Hypotézu H0 zaḿıtáme ve prospěch

H1 : p 6= p0, pokud |Z | > z1−α/2

H1 : p > p0, pokud Z > z1−α

H1 : p < p0, pokud Z < −z1−α
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Poznámky

asymptotický test na hladině α

pomoćı Z lze odvodit interval spolehlivosti pro p

někdy korekce pro spojitost (Yatesova korekce)

Z̃ =
|Y − np0| − 0.5√

np0(1− p0)
· sgn(Y − np0)

pak za H0 má Z̃∼̇N(0, 1)

existuje i přesný postup bez použit́ı aproximaćı
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Př́ıklad — náboženské vyznáńı

Př́ıklad

sč́ıtáńı lidu v roce 1991: 39.2 % obyvatel ř́ımskokatolické
(ŘK) vyznáńı

zaj́ımá nás, zda je pod́ıl vysokoškolských učitel̊u s t́ımto
vyznáńım stejný nebo odlǐsný

pr̊uzkum: 62 VŠ učitel̊u, z nich 30 ŘK vyznáńı

Model:

Y je počet
”
úspěchů“ = počet učitel̊u s ŘK vyznáńım z n

náhodně vybraných

Y ∼ Bi(n, p)

Chceme testovat

H0 : p = 0.392 proti H1 : p 6= 0.392
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Př́ıklad — řešeńı

Y = 30, n = 62, α = 0.05

bodový odhad p̂ = 30
62 = 0.484

testová statistika

Z =
30− 62 · 0.392√

62 · 0.392 · (1− 0.392
= 1.482

test: |Z | = 1.482 < z(0.975) = 1.960  nelze zaḿıtnout
H0 a tedy nelze prokázat, že by byl pod́ıl ŘK mezi VŠ
učiteli odlǐsný od celé populace

korekce pro spojitost:

Z̃ =
|30− 62 · 0.392| − 0.5√
62 · 0.392 · (1− 0.392

· sgn(30−62 ·0.392) = 1.352

opatrněǰśı výsledek
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Řešeńı v programu R

Program R: funkce prop.test poč́ıtá Z 2, resp. Z̃ 2

> prop.test(30,62,p=0.392,correct=F)

1-sample proportions test without continuity correction

data: 30 out of 62, null probability 0.392

X-squared = 2.1956, df = 1, p-value = 0.1384

alternative hypothesis: true p is not equal to 0.392

95 percent confidence interval:

0.3640986 0.6055254

sample estimates:

p 0.483871
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Test homogenity dvou binomických rozděleńı

Situace: X ∼ Bi(m, p1), Y ∼ Bi(n, p2) nezávislé, chceme
testovat

H0 : p1 = p2 proti H1 : p1 6= p2

(resp. proti jednostranným alternativám)

Př́ıklady

procentuálńı výskyt kuřák̊u mezi muži a ženami

volebńı preference určité strany mezi lidmi s VŠ a bez VŠ

úspěšnost experimentálńıho a standardńıho léku
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Konstrukce testové statistiky

označ́ıme x = X
m

a y = Y
n
 x − y odhaduje p1 − p2

vezmeme-li

U =
x − y − (p1 − p2)√

var (x − y)
=

x − y − (p1 − p2)√
p1(1−p1)

m
+ p2(1−p2)

n

,

pak lze ukázat, že U má přibližně N(0, 1)

ve jmenovateli je ťreba nahradit neznámé p1 a p2 jejich
odhady
za H0 : p1 = p2  vezmeme společný odhad z = X+Y

m+n

testová statistika

Z =
x − y√

z(1− z)
(

1
m
+ 1

n

)

má za H0 přibližně N(0, 1) rozděleńı
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Test homogenity dvou binomických rozděleńı

Testová statistika

Z =
x − y√

z(1− z)
(

1
m
+ 1

n

)

má za H0 přibližně N(0, 1) rozděleńı

Test: Hypotézu H0 : p1 = p2 zaḿıtáme ve prospěch

H1 : p1 6= p2, pokud |Z | > z1−α/2

H1 : p1 > p2, pokud Z > z1−α

H1 : p1 < p2, pokud Z < −z1−α
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Poznámky

existuj́ı i jiné postupy a modifikace testové statistiky Z

je možné uvažovat obecněǰśı hypotézu H0 : p1 − p2 = δ0
nebo H0 :

p1
p2

= r0

lze konstruovat interval spolehlivosti pro p1 − p2 nebo pro
p1
p2

lze pracovat s korekćı pro spojitost
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pravděpodobnosti
v binomickém
rozděleńı
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Př́ıklad – zuby

Př́ıklad

Úkolem je zjistit, zda teplotńı šoky poškozuj́ı zubńı sklovinu a
narušuj́ı tak mechanickou odolnost zubů.
Studie:

50 zubů  teplotńı šoky  21 zlomených

50 zubů  kontrolńı skupina  11 zlomených

Model:

X = # zlomených zubů vystavených teplotńım šok̊um,
Y = # zlomených kontrolńıch zubů

X ∼ Bi(n, p1), Y ∼ Bi(m, p2)

Chceme testovat

H0 : p1 = p2 proti H1 : p1 > p2
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Př́ıklad – řešeńı

n = m = 50, X = 21, Y = 11

x = 0.42, y = 0.22, z = 0.32

testová statistika

Z =
0.42 − 0.22√

0.32(1 − 0.32)
(

1
50 + 1

50

) = 2.144

Z = 2.144 > z(0.95) = 1.645  zaḿıtáme H0 a prokázali
jsme, že teplotńı šoky negativně ovlivňuji mechanickou
odolnost zubů
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Řešeńı v programy R

> prop.test(c(21,11),c(50,50),correct=F,

alternative=‘‘greater’’)

2-sample test for equality of proportions without

continuity correction

data: c(21, 11) out of c(50, 50)

X-squared = 4.5956, df = 1, p-value = 0.01603

alternative hypothesis: greater

95 percent confidence interval:

0.0501106 1.0000000

sample estimates:

prop 1 prop 2

0.42 0.22
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Test homogenity
dvou
binomických
rozděleńı
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Neparametrické testy

t-testy:

hypotézy o populačńım pr̊uměru (sťredńı hodnoty)

předpoklad normality

Neparametrické testy

neńı nutné specifikovat přesný typ rozděleńı

často jsou založeny na tzv. pǒrad́ıch  tzv. pǒradové testy

obecněǰśı hypotézy — rovnost mediánů, shoda celých
rozděleńı apod.

v př́ıpadě normálńıho rozděleńı menš́ı śıla ve srovnáńı
s t-testy
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Pořad́ı

pozorováńı Y1, . . . ,Yn ze spojitého rozděleńı

uspǒrádaný výběr (variančńı řada)

Y(1) ≤ . . .Y(n)

hodnoty uspǒrádané dle velikosti od minima po maximum

pǒrad́ı: R1, . . . ,Rn

Ri ! kterém ḿıstě v uspǒrádaném výběru veličina Yi

stoj́ı
(v př́ıpadě shod se berou pr̊uměry z odpov́ıdaj́ıćıch pǒrad́ı)

Př́ıklad

máme hodnoty 7, 4, 5, 13, 2

uspǒrádaný výběr 2, 4, 5, 7, 13

pǒrad́ı 4, 2, 3, 5, 1
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Wilcoxonův test

Jednovýběrový Wilcoxon̊uv test

Situace: X1, . . .Xn výběr ze spojitého rozděleńı symetrického
kolem bodu a (tj. a = mX medián X ), chceme testovat

H0 : mX = m0, proti H1 : mX 6= m0

Postup

vylouč́ıme př́ıpady Xi = m0 (a dle toho uprav́ıme n)

definujeme Yi = Xi −m0

uspǒrádáme |Yi | dle velikosti

R+
i pǒrad́ı |Yi |

za H0 by součty R+
i pro kladná a záporná Yi měly být

srovnatelné
(je-li např. součet pro kladná Yi výrazně větš́ı než pro
záporná  svědč́ı to pro mX > m0)
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Test
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Jednovýběrový Wilcoxon̊uv test

W součet pǒrad́ı R+
i pro Yi > 0

testová statistika

Z =
W − n(n+1)

4√
n(n+1)(2n+1)

24

za H0 má Z přibližně N(0, 1) rozděleńı

Provedeńı testu: Hypotézu H0 : mX = m0 zaḿıtáme ve
prospěch

H1 : mX 6= m0, pokud |Z | > z1−α/2

H1 : mX > m0, pokud Z > z1−α

H1 : mX < m0, pokud Z < −z1−α

Matematická
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Poznámky

k zaḿıtnut́ı H0 může vést také výrazněǰśı porušeńı
předpokladu symetrie (přestože ťreba mX = m0)

v př́ıpadě výskytu shod Xi = m0  lze korekce ve
jmenovateli

lze uvažovat korekci pro spojitost

existuj́ı i přesné postupy bez využit́ı aproximaćı
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Př́ıklad — pivo

Př́ıklad

Provád́ıme pr̊uzkum, jaký skutečný objem piva toč́ı
v nejmenované hospodě. Zakoupeno bylo 10 piv a jejich objem
byl (v litrech):

0.510, 0.462, 0.491, 0.466, 0.461, 0.503, 0.495, 0.488, 0.512, 0.505.

Chceme otestovat, zda hostinský netoč́ı pod ḿıru.

Použijeme popsaný postup:

Xi 0.51 0.462 0.491 0.466 0.461 0.503 0.495 0.488 0.512 0.505
Yi 0.01 -0.038 -0.009 -0.034 -0.039 0.003 -0.005 -0.012 0.012 0.005

|Yi | 0.01 0.038 0.009 0.034 0.039 0.003 0.005 0.012 0.012 0.005
R+
i 5 9 4 8 10 1 2.5 6.5 6.5 2.5

W = 5 + 1 + 6.5 + 2.5 = 15
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Př́ıklad — řešeńı

W = 5 + 1 + 6.5 + 2.5 = 15

testová statistika: Z = −1.274, tj.
Z > −z(0.95) = −1.645  nelze zaḿıtnou H0

Provedeńı v programu R:

> wilcox.test(x,mu=0.5,alternative=‘‘less’’,

exact=F,corr=F)

Wilcoxon signed rank test

data: pivo

V = 15, p-value = 0.101

alternative hypothesis: true location is less than 0.5
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