TOPOLOGICKE METODY VE FUNKCIONALNI ANALYZE -
PREDNASKA JARO 2025

Literatura. R. Phelps, Convex functions, monotone operators and differentiabi-
lity, Springer 1993.

1. POJEM DERIVACE NA NORMOVANEM PROSTORU

(Budeme se zabyvat realnymi Banachovymi prostory.)

Cilem je studovat diferencovatelnost specialnich typi funkci (norem, konvex-
nich funkei) a souvislost jejich diferencovatelnosti s topologickymi ¢ geometrickymi
vlastnostmi Banachovych prostori. Napt. ukaZzeme, Ze ekvivalentni normy na Bana-
chové prostoru X maji derivaci v rezidualni mnoziné bod, pokud je dualni prostor
X* separabilni nebo pokud ma nékteré geometrické vlastnosti.

Definice pojmu a znaceni

Pro normované prostory X a Y, funkci f z X do Y a z € X definujeme pojmy

(a) derivace ve smeéru Oy f (), O; f(z);
(b) Géteauzova derivace (Gateauzriv diferencidl) fi(x);
(¢) Fréchetova derivace (Fréchetiv diferencidl) fr(z).

Lemma 1.1. Pro X, Y normované prostory, f 2z X doY,z € X, " € X* plati

(a) f&(x) =x*, prdavé kdyz lim;_.o w =z*(h) pro h € Sx;

0 f(m‘f‘tht)_f(m) — x*(h)

(b) frx)=x*, prdve kdyz lim,_, stejnomérné v h € Sx.

Diikaz. Oboji plyne z definic. Lze uzit toho, Zze derivace ve sméru je pozitivné

homogenni. Pro druhou pak navic p¥epis h = ||h| - ﬁ O

Znamé fakta. Souvislosti mezi uvedenymi pojmy a souvislost se spojitosti, bo-
dova a stejnomérné konvergence deriva¢nich podilt, derivace slozeného zobrazeni,
.. Zejména fp(a) € L(X,Y), prévé kdyz || f(a-+h) — f(a) — fi-(a)(B) |y = o(|h]x)
pro h — 0. Z toho plyne spojitost f v a. Oboji uZijeme pro vypocet derivace
slozeného zobrazeni:

(g0 )p(@)(h) = gio(F(@))(f'(a)(h)) pro f: X — Y, g:Y — Y, pokud prislusné
vrazy majf smysl. (Navod: g o f(a+ h) — g o f(a) = g(f(a +h)) — g(f(a) =
9r(f(a))(f(a+h) = f(a)) + o(f(a + h) = f(a)) = gp(f(a))(fr(a)(h) + o(h)) +
o(fr(a)(h)) + o(h)) = ¢%(f(a))(fr(a)(h)) + o(h). UZjte toho, Ze derivace v bodé
jsou spojitymi linearnimi, a tedy lipschitzovskymi, zobrazenimi.)

Tvrzeni 1.2. Je-lidim X < oo a f: G C X — R lokdlné lipschitzovskd na oteviené
mnoziné G C X, pak f(.(x) existuje, pravé kdyz fr.(x) existuje.
2. PRIKLADY DERIVACI NOREM
Pro linearni operator L € L(X,Y) je L'x(h) = L(h).
Piiklad 2.1. Norma na Hilbertové prostoru X spliuge ||z||(h) = (h,ﬁ> pro

|z

x#0aheX, tj|z|r = e ve smyslu duality © € X — () € X* na
Hilbertové prostoru.
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Ndvod: Pro x # 0: .

o+ Al = Nl = (e + WP = 12 pemteren = wafie + i =
2, ) 5y + Trkrsr — ay) + OUIAIR) = (h 20) + O(IRIo(1) + o([1h])
(hy ) =+ oCllAd])-

Lze téz dokdzat, Ze (x+h,z+h)—(z,z) = 2(h, z)+||h||*+o(||h])) = ((z,z))%(h)+
o(||h]]) a uZitim derivace sloZené funkce spocitat (\/{(z,z))w(h) = (1/(2||z])))(2(h, z)) =
(hy 1am)-

Priklad 2.2. Norma na {1 splituje:

(a) pokud z,, = 0 pro néjaké n, pak neexistuje Oe, || - ||(x), tedy ani || - ||z (z);
() |- la(z) = (sgnwy)oy € oo = (41)*, pokud x,, # 0 pro vSechna n € N;
(c) || - |e(x) neexistuje v Zadném x € £;.

Konec 1. predndsky
Ditikazy (a), (b) a (c).
Piiklad 2.3. Na ¢1(T') neexistuje || - || (z) v Zadném x € {1(T"), pokud je T’ nespo-
cetnd.
Piiklad 2.4. Na C(K) pro K kompaktni plati:
(a) || - ||o(x) existuje, pravé kdyz ||z|| = |x(t)] # 0 v jediném t € K;
() || - I'=(z) existuje, prave kdyz ||z|| = |z (t)| # 0 v jediném t € K a t je izolovany
v K;
(c) pokud derivace existuje, plati ||z|n(h) = h(t)sgnz(t), t. ||z||g = (sgnz)d, €
M(K), kde t je bod, ve kterém |x| nabjvd mazima.
Specialni pfipady ¢o s C(SN) a C(aN) s co.

Konec 2. predndsky

3. KONVEXNI FUNKCE A JEJICH SPOJITOST
Priklad zdola omezené nespojité konvexni funkce.
Lemma 3.1. Je-li x € X, r > 0, f konvexni a omezend shora na B(z,r), je
lipschitzovskd na B(x, 5).

Tvrzeni 3.2. Pro (lokdlné) konvexnt funkci f na oteviené G C X jsou ndsledugict
vyroky ekvivalentni:

(a) f je spojitd na G;

(b) f je lokdlné shora omezend na G;

(¢) f je lokdlné lipschitzouvskd na G.

Dusledek 3.3. Je-li dim X < oo a f je konvexni na oteviené konvexni D C X, je

lokdIné shora omezend, a tedy lokdIné lipschitzovskd na D.

Konec 3. predndsky
4. KONVEXNI FUNKCE A JEJICH SUBDIFERENCIAL

Lemma 4.1 (o h— 0 f(x)). Je-li f spojitd konvezni na oteviené konvexni mno-
zZine G C X ax € G, je redlnd funkce h € X +— a,j'f(x) pozitivné homogenni,
subaditivni a lokdlné lipschitzovkd na X.
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Tvrzeni 4.2 (o existenci subdiferencialu). Je-li f: G C X — R spojitd konvezni
na oteviené konvexni G C X, pak pro kaZdé x € G existuje x* € X*, které spliiuje
z*(h) < f(z+h) = f(z),

ekvivalentné, které spliuje x*(h) < ;" f(x) pro h € X.

Pojem subdiferencidlu 0 f konvexni funkce.

Véta 4.3 (hodnoty a lokalni omezenost subdiferencialu). Je-li f spojitd konverni
funkce na oteviené konvexni mnoZiné G, je 0 f(x) neprdzdnd w*-kompakini mnoZina
pro x € G. Zobrazeni x — O0f(x) je "lokdlné omezené"(kazdé x € G md okoli U C G
takové, ze \|J{0f(x) : x € U} je omezend v X*).

Dikaz véty.
5. GATEAUXOVA DERIVACE KONVEXNI FUNKCE A JEJI SUBDIFERENCIAL

Lemma 5.1 (f{; a jednostranné derivace). Je-li f spojitd konvexni funkce na ote-
viené konvexni mnoziné G a x € G, pak Gdteauzova derivace fi(x) existuje, prdvé
kdyz pro kazdé h € X plati 0; f(z) = 0, f(x). Ekvivalentné h — 0" f(x) je linedrn.

Konec 4. prednasky
Poznamka. Existuje-li f5(z), je to h+— ;" f(z) z definice.

Tvrzeni 5.2 (subdiferenciil a Gateauxova derivace). Je-li f spojitd konvexnt funkce
na oteviené konvexni mnoziné G a x € G, pak Gdteauzova derivace f((z) existuje,
pravé kdyz 0f(x) je jednoprvkovd.

6. FRECHETOVA DERIVACE KONVEXNI FUNKCE A JEJI SUBDIFERENCIAL

Pfipomenuti pojmt mnohozna¢ného zobrazeni topologického prostoru T do to-
pologického prostoru Y, jeho polospojitosti shora, zdola, resp. spojitosti v bodé.

Tvrzeni 6.1 (subdiferencial a Fréchetova derivace). Pro f spojitou konvexni ff(x)
existuje, pravé kdyz

Of (x) je jednoprvkovd a Of je v x shora polospojité (zde ekvivalentné spojité)
vzhledem k normovygm topologitm na X i na X*.

Specidlné, fr je spojité z X do X* vzhledem k normdm na svém defini¢nim
oboru.
Lemma 6.2 (f’ a jednostranné diference). Spojitd konvexni funkce f na oteviené
konvexni G C X

(a) md Gateaurovu derivaci v x € G, prdvé kdyz
1
Jim - (f(w +th) = f(x —th) = 2[(2)) =0

bodoveé v h € Sx, tj. pro kazdé h € Sx.
(b) md Fréchetovu derivaci v x € G, prdvé kdyz
.1
Jim ()~ f( — th) — 27(2)) =0

stejnomérné vzhledem k h € Sx.

Konec 5. predndsky
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Véta 6.3 (defini¢ni obor fr). Pro f : G — R spojitou konverni na oteviené
konvexni G oznaéme D mnoZinu bodi x € X, ve kterych existuje fr.(x). Pak D je
typu G5 a fr: D — X* je spojitd vzhledem k normdm na X i X*.

Poznamka o mnozinach bodu gateauxovské diferencovatelnosti.

7. MONOTONIE A POLOSPOJITOST SUBDIFERENCIALU KONVEXNI FUNKCE
Definice pojmu mazximdlni monoténni mnohoznacné zobrazent.

Véta 7.1 (subdiferencial - "maximalni monotoénie"). Je-li f : G — R spojitd
konvexni na oteviené konvexni mnoZine G C X, pak 0f : G — P(X*) je maximdlni
monotonni mnohoznacné zobrazent.

Konec 6. prednasky

Definice pojmt minimdini shora polospojité kompakiné hodnotové zobrazent, zkra-
cené "minimélni usc — K"zobrazeni a minimdlni shora polospojité kompaktné a
konvexné hodnotové zobrazeni, zkracené "minimalni usc — K K".

Véta 7.2 (subdiferencial - "minimélni usc — KK"). Je-li f: G — R spojitd kon-
vexni na oteviené konverni mnoziné G C X, pak 0f : G — P(X*) je minimdlni

konvexné a kompaktné hodnotové shora polospojité zobrazeni X do (X*,w*) (mini-
mdalni usc -KK ).

Konec 7. prednasky
8. GATEAUXOVSKA DIFERENCOVATELNOST KONVEXNICH FUNKCI NA

SEPARABILNICH PROSTORECH

Tvrzeni 8.1 (mnoZina jednohodnotovosti usczobrazeni). Necht X je separabilni
Banachiw prostor, T je topologicky prostor a ® : T — (X*, w*) je minimdlni usc -
KK zobrazeni. Pak mnoZina G ={t € T : |®(t)| = 1} je rezidudlni a Gs v T.

Poznamka 8.2. Piedchozi turzend plati i pro minimdlni usc -K zobrazeni (viz di-
kaz).

Pojem slabé Asplundova prostoru.

Véta 8.3 (Mazur). Separabilni Banachovy prostory jsou slabé Asplundovy. Navic
mmnozina bodi gateduxovské diferencovatelnosti je typu Gy.

Piiklad: ¢1(T") neni slab& Asplundiiv, pokud I" neni spocetna.
9. FRECHETOVSKA DIFERENCOVATELNOST KONVEXNICH FUNKCI NA
PROSTORECH SE SEPARABILNIM DUALEM

Tvrzeni 9.1 (jednohodnotovost a spojitost mnohozna¢ného zobrazeni). Pokud dudl
X* k Banachovu prostoru X je separabilng, T je Baireiv topologicki prostor a
ST — (X*,w*) je minimdlni usc -K K zobrazent, je

Ge={teT:|®(t)]=1&P je vt uscdo (X*,| -}
hustd typu Gs v T.
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Dusledek 9.2 (postacujici podminka pro fréchetovskou diferencovatelnost na sepa-
rabilnich prostorech). V Banachové prostoru X se separabilnim dudlem je konvexni
spojitd funkce definovand na oteviené mnoziné fréchetovsky diferencovatelnd na jeji
G5 husté podmnoZziné.

Pojem Asplundova prostoru.

Véta 9.3 (Asplund). Je-li X separabilni a Banachiv prostor, je Asplundiv, prdvé
kdyz je X* separabilni.

Konec 9. prednasky

Poznamka. Separabilni Banachuv prostor je Asplundiv, pokud kazda spojita
konvexni funkce f ma Fréchetovu derivaci v néjakém bodé (viz dikaz predchozi
vEty).

Poznadmka o Preissové a Zaji¢kové zesileni Asplundovy véty.

Priklady:

1. Separabilni reflexivni prostory i prostor ¢y jsou Asplundovy.

2. Prostory ¢; ani C([0,1]) nejsou Asplundovy.

10. ASPLUNDOVOST SEPARABILNICH PODPROSTORU IMPLIKUJE ASPLUNDOVOST
1. Separabilita podprostori implikuje asplundovost.

Vé&ta 10.1 (postacitelnost asplundovosti separabilnich podprostort). Jsou-li sepa-
rabilni podprostory Banachova prostoru X Asplundovy, je X Asplundiv.

Poznamka. Dale dokazeme, Ze podprostory Asplundovych prostora jsou Asplun-
dovy. Za tim tacelem budeme v dalsich sekcich charakterizovat asplundovost vlast-
nosti, jejiz dédi¢nost je pomérné primocara.

2. w*-fragmentovanost v X* a jeji dédi¢nost.

Motivace pro pojem fragmentovanosti: Ukazali jsme pro separabilni prsotory, ze
neseparabilita dualu je ekvivalentni s existenci diskrétni omezené mnoziny D bez
w*-izolovanych bodu v duélu. Zaroven je ekvivalentni neasplundovosti separabilniho
prostoru.

Pojem w*-fragmentovanosti prostoru X*.

Véta 10.2 (dédi¢nost w*-fragmentovanosti dualu na podprostory). Je-li X* w*-
fragmentovany, pak totéz plati pro vSechny podprostory Y prostoru X.

Konec 10. prednasky
3. Vyvozeni fragmentovanosti z diferencovatelnosti.

Véta 10.3 (asplundovost implikuje fragmentovanost duélu). Pokud X je Asplun-
diiv, je jeho dudl w*-fragmentovany.

Navic, pokud pro vsechny normy na (X, || ||) ekvivalentni s || || existuje bod Fré-
chetovy diferencovatelnosti, pak pro € > 0 md kazZdd omezend neprdzdnd M C X*
"w*-slice{x* € M : x*(x) > r}, ktery je neprdzdny s diametrem mensim neZ €.

4. Vyvozeni diferencovatelnosti z fragmentovatelnosti.

Véta 10.4 (fragmentovanost dudlu a body jednozna¢nosti a normové spojitosti
munohoznaénych zobrazeni). Je-li X* w*-fragmentovany a ¥ : T — (X*,w*) je
lokdlné omezené minimdini usc -K K, pak

Dy={teT:|¥()|=1& ¥ jeusc-K do normy vt}
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je rezidudlny.

Specidlné (aplikaci na subdiferencidly spojitych konvexnich funkci na X ) dostd-
vame, Ze kaZdy Banachiv prostor X s w*-fragmentovanym dudlem X* je Asplun-
diiv.

Néznak postupu dikazu.

1. Je-li ¥ jako ve znéni véty, pak existuje mezi usc-K zobrazenimi ® : T —
(X*,w*), pro kterda ® C U, zobrazeni @y, které je minimalnim usc-K zobrazenim.

2. Pro minimalni usc-K zobrazeni ®( z 1. definuje ®§(t) = conv ™ (®o(t)) usc-
KK zobrazeni. Specialng je conv *®(¢t) = ¥(t) a mnoZina Dg, je podmnoZinou
Dy.

3. Je-li ®g : T — (X*,w*) usc-K mnohozna¢né zobrazeni z 1., je Dg, rezidualni.

Z bodu 1., 2., 3. dostavame, ze Dy je rezidualni. Specidlné, Banachiv prostor
T = X je Baireuv, a tedy dostavame z w*-fragmentovanosti X* asplundovost X.

Konec 11. prednasky

11. CHARAKTERIZACE (VLASTNOSTI, PRIKLADY A ZACHOVAVANI
ASPLUNDOVYCH PROSTORU

Véta 11.1 (charakterizace asplundovosti). Necht X je Banachiv prostor. Pak nd-
sledugict vyroky jsou ekvivalentni:

(a) X je Asplundiv prostor.
) Vsechny ekvivalentni normy na X magi bod fréchetovské diferencovatelnosti.
(b) neprdzdné omezené mnoZiny v X* maji libovolné malé neprdzdné w*-slajsy.
) neprdzdné omezené mnoZiny v X* mayji libovolné malé neprazdné w*-fragmenty.
) neprdzdné omezené mnoZiny vY™* magi libovolné malé neprdzdné w*-fragmenty,
pro kady Banachiv podprostor Y prostoru X;
(¢) pro kaZdy Banachiv podprostor Y prostoru X a pro kaZdé minimdlni usc -
K lokdlné omezené zobrazeni ® : T — (Y*,w*) na Baireové prostoru T je
mnozina
{teT:|®(t)=1&D je usc vt do ||}
hustd a G5 v T.
(¢”) Pro kaZdy Banachiv podprostor Y prostoru X a pro kaZdé minimdlni usc -
KK lokdlne omezené zobrazeni ® : T — (Y*,w*) na Baireové prostoru T
je mnozina
{teT:|0(t)=1&D je usc vt do | - ||}
husta a G v T.

(d) Banachovy podprostory prostoru X jsou Asplundovy.
(d’) Separabilni Banachovy podprostory prostoru X jsou Asplundovy.

Priklady:

1. Reflexivni prostory i prostor ¢(I'), kde I" je libovolna mnozina, jsou Asplun-
dovy.

2. Prostor ¢1(T"), kde T' je nekone¢na, neni Asplunduv.

Véta 11.2 (zachovavani asplundovosti).

(a) Banachiw podprostor Asplundova prostoru je Asplundiv.
(b) Kwvocient Asplundova prostoru je Asplundiv.
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Véta 11.3 (charakterizace asplundovosti prostort spojitych funkei). Necht K je
kompaktni Hausdor(fiv prostor. Pak C(K) je Asplundiv prostor, pravé kdyz kaZdd
neprdzdnd podmnozina M prostoru md izolovany bod, tj. K je scattered.

Konec 12. prednasky

Topologické metody ve funkciondlni analyjze - otdzky ke zkousSce - jaro 2025

Derivace normy na Hilbertovych prostorech.

Derivace normy na prostorech ¢ (T").

Konvexni funkce, jejich omezenost, spojitost a lipschitzovskost.

Vztah Gateauxovy a Fréchetovy derivace pro konvexni funkce na R™.

Vlastnosti smérovych derivaci konvexnich funkci a subdiferencial.

Vlastnosti hodnot subdiferencialu konvexni funkce.

Subdiferenciél a gateauovska diferencovatelnost.

Subdiferenciél a Fréchetova derivace.

Mnozina bodu fréchetovské diferencovatelnosti spojitych konvexnich funkci.

Asplundovost prostorii ¢o(I') a ¢4 (T).

Maximélni monotonnie subdiferencialu konvexni funkce.

Minimélni{ polospojitost usc-K K pro subdiferencial konvexni funkce.

Slabé asplundovost separabilnich prostori.

Asplundovost prostort se separabilnim dualem.

Separabilni Asplundiv prostor mé separabilni dual.

Jsou-li separabilni podprostory prostoru X Asplundovy, je X Asplunduv.

w*-fragmentovanost dudlu X* se dédi pro duély podprostori.

Asplundovost prostoru implikuje w*-fragmentovanost dudlu (silngjsi verze se
slajsy).

Asplundovost vSech podprostorii plyne z fragmentovanosti dualu (dédi¢nost).

Kvocient a podprostor Asplundova prostoru.

Charakterizace asplundovosti prostoru C'(K).



