Zkousky z NMMA103, zimni semestr 2024/2025

Obecné podminky

Béhem semestru budou dvé zapoctové pisemky a kazdéd z nich za maximélné
25 bodu. Nutnou podminkou ke skladani zkousky je ziskani zdpoctu. Pokud stu-
dent neziskal zdpocet pred kondnim zkousky, muze jej dostat i za tispéSné napsani
pisemné ¢asti, pokud bude ohodnocena alespon 30 body.

Zkouska se sklada z pisemné a ustni ¢asti, pisemnd ¢ast predchazi tstni ¢asti.
Pokud student neuspél u pisemné ¢asti, neprospél u tohoto terminu. Pokud stu-
dent uspél u pisemné ¢asti, skladd tstni zkouSku. Pokud student tfikrat neuspél
u pisemné ¢asti, muze jit stejné k tstni zkouSce a pocitd se mu nejlepsi vysledek
pisemky. V tom piipadé musi z ustni zkousky ziskat vice bodu, aby byl celkovy
soucet pisemné a dstni ¢asti alespon 50 bodu.

Pisemna ¢ast zkousky

Pisemna ¢ast zkousky se skladé ze ¢tyrech piikladi, za které 1ze ziskat celkem 50
bodu. Piiklady jsou vybrany z okruhu

1) soustava ODR (10 nebo 15 bodu)

2) (totdlni diferencidl) nebo (implicitni funkce) nebo (lokdlni extrémy) (10 nebo
15 bodi)

3) extrémy funkef vice proménnych (vdzané extrémy) (15 bodu)

4) teoreticky piiklad (10 bodu)

Pisemna ¢ast trva 120 minut. Student muze pouzivat donesenou literaturu (uceb-
nice, pozndmky, zapisky ze cviceni), nelze pouzivat mobilni telefony, kalkulacky ani
jinou vypocetni techniku. Pfi pisemné i ustni ¢asti zkousky se student prokéze
dokladem totoznosti.

Student uspéje u pisemné ¢asti, pokud je jeho celkovy vysledek alespon 25 bodu.

Vzor zadani pisemky
1) (15 bodi) Naleznéte maximalni feseni soustavy diferencidlnich rovnic
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2) (10 bodt) Dokazte, ze existuje okoli bodu x =1 a na ném funkce y(x) a z(x)
tak, ze y(1) =1, 2(1) =1,
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V tomto bodé spoctéte 5=, 5= a 5-5.

3) (15 bodil) Naleznéte globaln{ extrémy funkce f : R* — R definované

flxy,2) = +y+=z

na mnoziné
M ={[z,y,2] e R®: 2® +9° + 22 =5, yz =2},

4) (10 bodu) Méjme R s klasickou Euklidovskou metrikou. Rozhdnéte o platnosti
nasledujiciho tvrzeni:

a) Necht K = [J;” {2}. Pak existuje spojitd funkce f : K — R, kterd na K
nenabyva svého maxima.

b) Necht K = {0} UlJ;” {2 }. Pak existuje spojité funkce f : K — R, kterd na
K nenabyva svého maxima.
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¢) Necht K C R a kazd4 spojitd funkce f : K — R nabyvé na K svého maxima.
Pak K je kompaktni.
Misto 2) muze byt napiiklad:

2’) (10 bodt) Vysetiete lokdlni extrémy funkce
50 20
g(z,y) = zy + . + n na mnoziné M = {[z,y] € R*: = >0,y > 0}.

nebo
27) U nasledujicich funkce naleznéte spojité rozsfieni na R?, spoctéte parcidlni
derivace a totalni diferencidl vsude, kde existuji
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Ustni &ast zkousky

Béhem zkouskového obdobi bude vypsano minimélné 5 termint pro ustni zkousku
a praveé jeden termin bude vypsan v zafi. Student si na zkouSce vylosuje sadu ¢tyr
otazek. Po zhruba 30 minutach na piipravu za¢ind zkouseni. Pokud nemé student
jesté néjaké otazky vypracované, tak dostane po prozkouseni jiz pfipraveného cas
na jejich dokonc¢eni. K vypracovani odpovédi nelze pouzivat jiné pomucky nez psaci
potieby. Odpovédi jsou zhodnoceny a obodovany zkousejicim.

Skladba otdzek a pocty bodu :

1) Klicovy pojem (neboduje se)

2) Tt definice nebo znéni véty (kazda otdzka za 4 body)

3) Lehkd véta a dikaz (4 body za znéni a 8 bodu za dukaz)

4) Tezké véta a diukaz (4 body za znéni a 12 bodu za dukaz)

Seznamy klicovych pojmu, definic, lehkych a tezkych vét budou k dispozici na
konci semestru. Za nezbytnou soucast znalosti definic respektive vét se povazuje je-
jich porozuméni a schopnost je pouzivat. Nezbytnou podminkou ke slozeni zkousky
je znalost klicového pojmu a ziskani alespon 25 bodu z této Casti ustni ¢asti.

Pokud je soucet bodu za pisemnou a ustni ¢dst alesponn 60 bodti, dostane student
jesté dopliikovou otdzku na implikace za maximalné 10 bodu.

Vzor zadani otazek
Ustni zkouska:
1) metricky prostor (0 bodi)
2) Hessova matice, o implicitni funkei, kompaktnost a oteviené pokryti (12 bodu)
3) charakterizace spojitosti (12 bodu)
4) diferenciél slozeného zobrazeni (16 bodu)

Implikace:

I) Necht f: R? — R je funkce. Které implikace mezi nasledujicimi tvrzen{ plat{?
Prislusnd tvrzeni dokazte, nebo sestrojte protipiiklad.

(1) Existuje 6 > 0, ze f je C* na B([0,0],6).

(2) Existuje 6 > 0, ze f mé totdln{ diferencidl na B([0, 0], J).

(3) Existuje d > 0, ze funkce t — f(¢,b[t|*) je C! na [, d] pro kazdé a,b € R.

Celkové hodnoceni zkousky

1) Nezbytnou podminkou ke slozeni zkousky je znalost klicového pojmu.

2) Student slozi zkousku, pokud ziskd alespon 25 bodt z pisemné zkousky, alespon
25 bodu z tustni zkousky a prokaze znalost klicového pojmu.

3) K celkovému hodnoceni zndmkou vyborné je potieba ziskat alespor 85 bodi,
z toho alespoii 25 bodu za pisemnou a alesponi 25 bodu za tustni ¢ést.

4) K celkovému hodnoceni zndmkou velmi dobfe je potieba ziskat alespon 70
bodu, z toho alespon 25 bodt za pisemnou a alespon 25 bodu za dstni ¢ast.



Seznam klicovych pojmiu

oteviend a uzaviend mnozina v metrickém prostoru
kompaktn{ podmnozina (P, p)

BC podminka a tUplny metricky prostor

parcialni derivace funkce f v bodé x podle i-té proménné
totdlni diferencidl funkce f v bodé a

prostor LP a L*°

hustd a ridkd podmnozina metrického prostoru
Hilbertuv prostor

Fourierovy koeficienty funkce f a trigonometricka fada
separabilni metricky prostor

Definice

{zn}22, konverguje k z v (P, p)

spojitost f : P — @ pro metrické prostory (P, p) a (Q, o)
stejnomérné spojita funkce na metrickém prostoru

limita a spojitost pro funkci vice redlnych proménnych
derivace ve sméru

gradient funkce f v bodé a

derivace funkce f : R” — RF v bodé a

parcialni derivace vyssich fadua

tfidy funkci C' a C*

Hessova matice f : R — R

Tayloruv polynom f druhého fadu

difeomorfismus a regularni zobrazeni

e-sit a totalné omezeny metricky prostor

mnozina 1. a 2. kategorie

konvexni podmnozina (Hilbertova prostoru)

ortogonalni podprostor

ortogonalni a ortogonalni mnozina, Fourierovy koeficienty
béze otevienych mnozin

Lehké véty
Jesté budou vyfazeny 3 dukazy podle piani studentu (znéni je potfeba umét).

vlastnosti konvergence

charakterizace spojitosti

spojitost slozeného zobrazeni

Heine

charakterizace uzavienych mnozin
vlastnosti kompaktnich mnozin
nabyvéni extrému na kompaktu
spojity obraz kompaktu

vztah kompaktnosti a iplnosti

o prevedeni na integralni tvar

nutnd podminka existence extrému

o tvaru totalniho diferencidlu
geometricky vyznam gradientu

o vztahu spojitosti a totdlniho diferencialu
reprezentace derivace matici

fetizkové pravidlo

o pifrustku funkce

o pozitivné definitni kvadratické formé



omezenost a totdlni omezenost
kompaktnost a totalni omezenost
Cantorova véta o vnorenych mnozinach
Jensenova nerovnost

Trojuhelnikova nerovnost v LP
charakterizace hustych mnozin
vlastnosti fidkych mnozin

Schwarzova nerovnost

trojihelnikova nerovnost (v Hilbertové prostoru)
o reprezentaci linedrniho funkcionédlu

o kone¢né ortonormalni mnoziné
Riesz-Fischerova véta

o ortogonalité trigonometrickych funkei
nutna podminka separability
charakterizace separabilnich prostoru
vztah totalni omezenosti a separability

Tézké véty

Jesté budou vyfazeny 2 diukazy podle pfani studentu (znéni je potfeba umét).

charakterizace kompaktnich mnozin R"™

o vztahu spojitosti a stejnomérné spojitosti na metrickém prostoru
tplnost a prostor spojitych funkei

Banachova véta o kontrakci

Picard

postacujici podminka pro existenci totdlniho diferencialu
derivace slozeného zobrazeni

zaménnost parcidlnich derivaci

postacujici podminky pro lokdlni extrém

o implicitni funkci

o implicitnich funkcich - BD

Lagrangeova véta o vazanych extrémech

o lokédlnim difeomorfismu

kompaktnost a oteviené pokryti

o totalni omezenosti a dplnosti

Arzela-Ascoli

Holderova a Minkovského nerovnost

Uplnost LP prostort - dikaz jen pro p < oo - pro MIT BD
Baire

o nediferencovatelné funkci

o projekci na podprostor

o maximalni ortonormalni mnoziné

o maximalité trigonometrickych funkei - BD



