13. STEJNOMERNA KONVERGENCE POSLOUPNOSTI A RAD FUNKCI

13.1. Bodova a stejnomérna konvergence posloupnosti funkci
Definice. Necht J C R je interval a necht mame funkce f : J — R a f, : J — R pron € N.
Rekneme, ze posloupnost funkei { f,, }:

e konverguje bodové k f na J, pokud pro kazdé x € J plati lim,_ . fn(z) = f(x), neboli
VeeJVe>03Inge NVn>ngo: |fulz) — flz)] <e.

Znacime f, — f na J.
e konverguje stenomérné k f na J, pokud

Ve >03ng e NVn>ng Ve e J: |fulz)— flz)| <e.

Znagime f,, = f na J.

o konverguje lokdlné stejnomérné, pokud pro kazdy omezeny uzavieny interval [a,b] C J plati:
loc

fn = f na [a,b]. Znacime f, = f na J.
)

Piiklady: 1) f.(z) = SIE‘# na [0,1].
2) fo(x) = 2™ na [0, 1].

Véta L 13.1 (kritérium stejnomérné konvergence). Necht f, f, : J — R. Pak
fm=fned s nan;Osup{|f,L(x) —fx)]; zeJ}=0.
Poznamka: Necht f,, f: J — R jsou navic spojité. Pak predchozi véta tika, ze
fo = f & fn — f v metrickém prostoru C(J).
Piiklady: 1) f,(z) = 2™ na [0,1].

2) falx) = 2™ — 22" na [0,1].
3) fu(z) = 2™ — 2"t na [0,1].

Véta L 13.2 (Bolzano-Cauchyho podminka pro stejnomérnou konvergenci). Necht f,, : J — R. Pak
fn= nadJ e Ve>03dng Vm,n>no Ve e J: |folz) — fm(z)] <e.
Konec 1. prednésky 15.2.

Véta L 13.3 (Moore-Osgood). Necht xq je krajni bod intervalu J (miZe byt i +00). Necht f, f, :
J — R spliugi
(Z) fn = f naJ,
(79) existuje lim fn(x) = a, € R pro vSechna n € N.
T—T0
Pak existugi imy, o0 ap, a limg_.4, f(z) a jsou si rovny, neboli

lim lim f,(z)= lim lim f,(z).

n—oo T—To T—To N—00
Disledek: Necht f,, = f na I a necht f,, jsou spojité na I. Pak f je spojitd na I.

Poznamka: Nechf A C R"™. Analogicky lze definovat stejnomérnou konvergenci i pro funkce f,, :
A — R a plati, ze stejnomérna limita spojitych funkci je spojita funkce.

Piiklad: 1) f,(z) = 2™ na [0, 1].

Véta T 13.4 (o zdmeéné limity a derivace). Necht funkce f,,, n € N, maji vlastni derivaci na intervalu
(a,b) a necht
(1) existuje xg € (a,b) tak, Ze {fn(zo)}rl, konverguje

loc
(i1) pro derwace f), plati f,, = na (a,b).

Potom existuje funkce [ tak, Ze [, lozci f na (a,b), f md vlastni derivaci a plati f, lozci ' na (a,b).
Piiklady: 1) f.(z) = n na [0,1], bez (¢) véta neplati.
2) fo(z) = L2 na R. Dostaneme pouze f,(z) g 0 a ne f,(x) = 0.

13.2. Stejnomérna konvergence fady funkci

Definice. Rekneme, 7ze fada funkei Y 50, uj(x) konverguje stejnomérné (popiipadé lokdlné ste-
- ~ ~ . ~ 7 ~ 7 v, 0 n .
jnomérné) na intervalu J, pokud posloupnost ¢éstecnych souctu s,(x) = >, _; ur(x) konverguje
stejnomérné (popiipadé lokalné stejnomérné) na J.
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Véta L 13.5 (nutnd podminka stejnomérné konvergence fady). Necht Y > un(x) je fada funkct
definovand na intervalu J. Pokud Y .~ | u, =% na J, pak posloupnost funkci u,(x) = 0 na J.
Piiklad: Rada

oo

xn

n=1

nen{ stejnomérné konvergentni na (0, 1).
Konec 2. prednasky 22.2.

Véta L 13.6 (Weirstrassovo kritérium). Necht Y -, u,(x) je Fada funkci definovand na intervalu

J. Pokud pro

oo
on = sup{|u,(x)| : x € J} plati, Ze ciselnd Tada ZU" konverguge,

n=1
pak Y 07 un = na J.
Piiklad: Necht a > 1. Rada

oo .
Z S nx
nOL
n=1
je stejnomérné konvergentni na R.

Véta L 13.7 (o spojitosti a derivovani fad funkef). Necht > 7 u,(x) je fada funkei definovand na
intervalu (a,b).

loc
a) Necht uy,, jsou spojité na (a,b) a necht > 7, uy(z) = na (a,b). Pak F(x) =Y u,() je spojitd
na (a,b).
b) Necht funkce u,, n € N, magi vlastni derivaci na intervalu (a,b) a necht

o]
1) existuje xo € (a,b) tak, Ze Uy, (xg) konverguge ,
(2) j guj
n=1
o0
B ) , / , loc
(ii) pro derivace u,, plati Zun(x) = na (a,b).
n=1

loc

Potom je funkce F(x) = > .° | un(z) dobie definovand a diferencovatelnd a navic Y~ | un(z) = F(x)
loc

ad > u,(z) = F'(z) na (a,b).

Piiklad: Je funkce F(z) = Y| =% spojita a diferencovatelnd na (0, 00)?

Véta T 13.8 (Abel-Dirichletovo kritérium pro stejnomérnou konvergenci - BD). Necht {a,(x)}tnen
je posloupnost funkei definovangch na intervalu J a necht {b,(x)}%, je posloupnost funkci na J
takovd, Ze bi(x) > bo(x) > ...0. JestliZe je nékterd z ndsledujicich podminek splnéna, pak je
oo L an(@)bn(x) =t na J.

(A) Zan(x) = na J a by je omezend,
n=1

o0
(D) b, =20nad a Z an(x) md omezené castecné soucty, tedy

n=1

K >0VmeNVzeJ: |sm(z)| = ’Zai(m‘ﬂ < K.
=1

Piiklady: 1) Je funkce F(x) = Y777 | (—1)" 25 spojitd na [0,00)?

n=1

Konec 3. prednasky 1.3.
2)Necht « € (0,1]. VySetfete stejnomérnou konvergenci fady funkei na R

oo .
S nx
>

n=1

13.3. Mocninné fady

Definice. Necht zo € R a a,, € R pro n € Ny. Radu funkei Ziozo an(x — x0)™ nazyvame mocninnou
radou s koeficienty a,, o stredu xg.



Motivace: Taylorovy fady jako e = 37°° £ log(1 + ) = Y00 (~1)"*1Z- a podobné.

n=0 n" n=1
Definice. Polomérem konvergence mocninné fady >~ a,(z — z9)™ nazveme
o0
R =sup{r € [0,00) : E an(z — o)™ konverguje pro viechna € [z — r, g + 7] }.
n=0

Véta L 13.9 (o poloméru konvergence mocnniné fady). Necht >0~ o an(z — x9)™ je mocninnd fada
a R € [0,00] jeji polomeér konvergence. Pak Tada konverguje absolutné pro vSechna x takovd, Ze
|z — zo| < R, a diverguje pro vsechna x takovd, Ze |x — xg| > R. Navic plati

1

lim SUPy, 00 n\/ |a’n| .

lan|
[anta]”

R =

nl

v’

Pokud existuje limy,_, |a| pak R = lim,, o

Piiklady: Urcete poloméry konvergence fad oo o 21, 300 (—=1)"Z- a 3% nna”

Véta L 13.10 (o stejnomérné konvergenci mocninné fady). Nechl Y7 o an(x — x0)™ je mocninnd
fada s polomérem konvergence R > 0. Pak fada konverguje lokdlné stejnomérné na (xg — R,xg + R)
(Je-li R = oo, pak na celém R).

Véta L 13.11 (o derivaci mocninné fady). Necht Y. an(x — z9)™ je mocninnd Fada s polomérem
konvergence R > 0. Paky .. na,(z—zo)" " je také mocninnd fada se stejnym stiedem a polomérem
konvergence. Navic pro x € (xg — R,z9 + R) (R pro R = o0) plati

(E an(x — x0) ) E na,(x — xo) n-l

Dausledek(o integrovan{ mocninné fady): Necht ZZO:O an(z — x0)™ je mocninnd fada s polomérem
konvergence R > 0. Pak > °7 (x—10)" T je také mocninna Fada se stejnym stfedem a polomérem
konvergence. Navic plati

n= On+1

/Zan T — o "dm—z +1(m—x0)"+1+Cna (xo — R, 20 + R).

Priklad: Spoctéte Y 0 2n21 220+l

Konec 4. prednasky 8.3.

Véta L 13.12 (Abelova). Necht > 7 a,(z — x9)"™ je mocninnd fada s polomérem konvergence R >
0. Necht navic y..> ,a,R" konverguje. Pak tada > .- an(z — x0)™ konverguje stejnomérné na
[0, zo + R] a plati

o0 (o]
E a,R" = lim g anr”.
r—R—
n=0 n=0

Piiklad: Sectéte > %

14. ABSOLUTNE SPOJITE FUNKCE A FUNKCE S KONECNOU VARIACT
Vsechny integraly v této kapitole jsou Lebesgueovy.

Motivace: 1. Pro které funkce plati fab f'(x) de = f(b) — f(a)?
2. Pro které funkce plati per partes?
3. Necht h € L'(R). Mizeme néco Fict o funkei H(z) = [ h(t) dt?

14.1. Derivace monotonni funkce
Definice. Necht z € (a,b) a f : (a,b) — R. Definujme limes superior a limes inferior jako

lim su z+ h) = lim su a hmlnf z+ h) = lim nf
moup f(e 4 h) = fim s () flotm)=Jim it )

Poznamka: Analogicky jako pro posloupnosti plati véta:

Jlim f(x) < limsup f(x + h) = liminf f(x + h).
h—0 h—0 h—0
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Definice. Necht I je interval, = je vnitini bod I a f: I — R je funkce. Definujeme horni a dolnd
derivaci funkce f v bodé x nasledovné:

Df(x) = limsup
h—0

w (horn{ derivace),
Df(x) = liminf flzt+h) - flz)

min Y (doln{ derivace).

Piiklad: Kolik je Df(0) a Df(0) pro f1 = max{0,z} a fa(x) = zsin 2

Véta T 14.1 (mira vzoru a obrazu - BD). Nechf I C R je interval, Necht f: I — R je neklesajici
funkce, M C I je méritelnd a ¢ > 0.

(a) Je-li Df(z) > ¢ na M, potom L*(f(M)) > cL(M).

(b) Je-li Df(z) < ¢ na M, potom L*(f(M)) < cL(M).

Véta L 14.2 (derivace monoténni funkcee). Necht I C R je interval a f: I — R je monotdnnd funkce.
Potom v skoro kazdém bodé x € I existuje f'(z).

Pozndmka: a) Kazdd monoténn{ funkce z R do R mé nejvyse spocetné mnoho bodu nespojitosti.
b) Kazdd monoténni funkce z R do R mé nejvyse spoc¢etné mnoho bodu intervalu konstantnosti.
¢) Kazdd monoténni funkce je méritelnd.

Konec 5. prednasky 15.3.

Véta L 14.3 (integrél derivace monoténni funkce). Nechta,b € R, a < b a f: [a,b] — R je neklesajici
funkce. Potom f’ je lebesqueovsky integrovatelnd na [a,b] a plati

b
| r@is < 10 - fa).
14.2. Funkce s koneénou variaci

Definice. Necht [a,b] C R je uzavfeny interval a necht f : [a,b] — R. Definujme veliciny

o VH(fia,b):=supp{> i, (f(z;) — f(z;—1))T} (kladnd variace),
o V= (fia,b) :=supp {> i, (f(z;) — f(wi—1))"} (zdpornd variace),
o V(fia,b):=supp {d> i, |f(@:i) — f(zi—1)|} (totdlni variace),

kde supremum bereme pres vsechna déleni D = {z;}!, intervalu [a,b] tvaru a = zg < --- < z, = b.
Daéle zaveme znaceni

Vf+(x) = V+(f;a,x),
Vi (@) =V (fia2),
Vi(z) = V(f;a,x).

Rekneme, ze funkce f mé na intervalu [a,b] C R konecnou variaci, jestlize V(f;a,b) < co. Mnozinu
v8ech funkef s kone¢nou variaci na intervalu [a, b] zna¢ime BV([a, b]).

Piiklad: Mezi tifdami BV([a,b]) a C([a,b]) nenf vztah. Funkce zsin -5 dodefinovand nulou v nule
je spojitd, ale nemd kone¢nou variaci na [0,1]. Charakteristickd funkce intervalu [0, 1] mé kone¢nou
variaci, ale nenf spojitd na [—1, 1].

Pozndmky: Necht [a,b] C R je uzavieny interval a necht f : [a,b] — R. Potom

(a) je-li f neklesajici na [a,b], pak V(f;a,b) = V*(f;a,b) = f(b) — f(a), tedy f méd kone¢nou
variaci na [a, b].

(b) V(f10,0) > |f(a) — F(B):

(¢)jelia=mo < - <mp =0, pak V(f;a,b) => 1" V(f;zi_1,2:);

Véta T 14.4 (vztah omezené variace a monotonie). Nechf [a,b] C R je uzavieny interval a necht
f:la,b] — R.

(a) Md-li f koneénou variaci na [a,b], potom Vi(z) = Vf+(x) + Vi (@) a f(z) = fla) = Vf+(a:) -
Vi (z).

(b) f € BV(a,b) prdvé tehdy, kdyz existuji neklesajici funkce u, v : [a,b] — R takové, Ze f =v—u
na [a,bl.

Disledek: Necht f € BV([a,b]), pak f méa derivaci s.v.
Konec 6. prednasky 22.3.
14.3. Absolutné spojité funkce
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Definice. Necht [a,b] C R je uzavieny interval a necht f : [a,b] — R. Rekneme, ze f je absolutné
spojitd na [a,b], jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0, takové, ze pro kazdy systém po dvou
disjunktnich intervalt {(a;,b;)}}_, (a;,b;) C [a,b], j = 1,...,n, spliujici

> (bj —a;) <&, plati Y | f(b;) — f(aj)| <.
Jj=1 j=1
Mnozinu v8ech absolutné spojitych funkei na intervalu [a, b] znac¢ime AC([a, b]).

Pozndmky: (a) AC([a,b]) je linedrni prostor.

(b) Plati f € Lip([a,b]) = f € AC([a,b]) = f € BV([a,b]) NC([a,d]), zddnou z implikaci nelze
obrétit.

(c) Necht f € AC([a,b]), pak existuji v, u AC([a, b]) rostouct tak, ze f(z) = v(z) — u(x).

Véta T 14.5 (integral derivace absolutné spojité funkce). Necht f € AC([a,b]). Potom f' € L'(|a,b])
a
b
(14.1) )~ f@) = [ f(a)da,
Poznamky: Z TMI vime: Necht 6 € L!([a,b]), pak

Ve>035>0 VM C [a,b] \M|<5:>’/ (1)t < .
M

Véta L 14.6 (neurcity Lebesguetv integrél). Nechf 6 € L'([a,b]) a f je neurcity Lebesguetiv integrdl
0, tj. existuje konstanta C tak, Ze

(14.2) F@) = / “oydi+C, zelab).

Potom f je absolutné spojitd a f' =6 s.v.

Dusledek: Funkce f: [a,b] — R je absolutné spojitd, pravé kdyz je neurcitym Lebesgueovym in-
tegrdlem Lebesguetiv néjaké funkce 6 € L ([a, b]).

Véta L 14.7 (integrace per partes pro absolutné spojité funkee). Nechf f,g € AC([a,b]). Potom

/abf’g = [fql - /abfg’

15. FOURIEROVY RADY

15.1. Zékladni pojmy
Znaéeni: Symbolem Py, zna¢ime mnozinu vsech lokédlné integrovatelnych 2w-periodickych funkei na
R.

Definice. Necht ai, k € N U {0} a by, k € N, jsou posloupnosti redlnych ¢isel. Pak fadu funkef

o0
% + Z (ay cos(kz) + by sin(kz)), = € R,
k=1
nazyvame trigonometrickou radou. Je-li navic n € N, pak funkci

+ (ay cos(kz) + b sin(kzx)), x € R,
k=1

ao
2

nazyvame trigonometrickym polynomem stupné n.

Pozndmka: Trigonometrické funkce jsou ortogondlni v ndsledujicim smyslu (viz Véta 12.11): pro
kazdé dvé ruzné funkce f,g € T plati

27

f(x)g(x) dx = 0.

0
Déle plati

27 2 2m
/ 1-1dz = 2m, / (cos(kx))? dx = / (sin(kx))? dx = 7, ke N.
0 0 0
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Véta L 15.1 (Fourierovy vzorce). Necht {ar}p, a {br}32, jsou posloupnosti redingjch cisel a rada

ao

5t Z (ak cos(kx) + by sin(kx))

k=1

konverguje stejnomérné k funkci f na R. Potom

1 27
ar = — (x) cos(kx)dx, ke NU{0},
m™Jo
1 2
by = — f(z)sin(kx)dx, ke N.
T Jo

Definice. Necht f € P,,. Pak posloupnosti redlnych ¢isel {ax}2, a {br}3>,, definované pfedpisy

1 2m
ay = — (x) cos(kz)dx, ke NU{0},
T Jo
1 2m
b, = — (x)sin(kx)dx, k€ N,
T Jo

nazyvame Fourierovymi koeficienty funkce f. Trigonometrickou fadu

o0
a
S¢(z) = 50 + Z (ay, cos(kz) + by sin(kx)), x € R,
k=1
nazyvame Fourierovou radou funkce f. Vztah mezi funkci f a jeji Fourierovou fadou S f znacime
symbolem f ~ Sf. Pron € N U {0} déle definujeme cédstecny soucet Fourierovy tady funkce f
predpisem

Sy f(z) = a?() + Z (ay cos(kx) + b sin(kzx)), =€ R.
k=1
Diisledek Vét 12.10 a 12.12: Necht f € L?(0,27) a ag, by, jsou Fourierovy koeficienty f. Pak plati

o0
a
f(x) = S¢(x) = 50 + Z(ak cos kx + by sin kx)
k=1
ve smyslu rovnosti rovnosti L? funkci. Tedy v pifslusném metrickém prostoru plati

n
fz) = % + nlingO Z(ak coskx + by sinkx) = nlin;o Snf(x).
k=1
Navic plati Parsevalova rovnost
27 0,2 oo
| @ de =20 4w 3 e+ 00

k=1

Motivace: Necht f € P»,. Plati f(x) = S¢(x) pro vSechna x, nebo alesponl pro s.v. x? Neplati
dokonce S, f(z) = f(x)?

Poznamky: (a) Konvence % je zavedena proto, abychom meéli stejny vzorec pro ay v pifpadé k =0
i v piipadech k € N.
(b) V definici {ax} a {bx} lze integrovat pies libovolny interval délky 27, tedy

1 a+2m
a = 7/ f(z) cos(kz)dz, ke NU{0},
s o
1 o427
b = 7/ f(z)sin(kzr)dz, keN,
™ [e%
pro jakékoli a € R. Nejcastéji se pouzivd a = 0 nebo av = —m.

(¢) Symbol f ~ Sf oznacuje pouze fakt, ze fada stojic{ vpravo je Fourierovou fadou funkce stojict
vlevo. Nevypovidé nic o pfipadné konvergenci fady Sf (stejnomérné ani bodové). Nelze jej zaméovat
za symbol f = Sf, ktery by znamenal, ze fada vpravo bodové konverguje a jejim bodovym souc¢tem
je funkce f.

(d) Fourierovy fady lze definovat pro funkce s libovolnou periodou ¢ > 0. fada mé pak tvar

ag s k2mx . K2z
2+kzl<akcos( ) + by sin( )), z €R,

4 l

a vzorce pro koeficienty maji odpovidajici tvar.



Poznamka: Je-li f € Py, sudd, potom by, =0, k € N, a
2 s
a = — f(z)cos(kx)dx, ke NU{0}.
0

™

Je-1i f lich4, potom ap =0, k € NU {0}, a
2 s
= —/ f(z)sin(kz) dx, ke N.
T Jo
Trigonometrickou fadu
% + Z ag cos(kz), =z €R,
nazyvame cosinovou radou a trigonometrickou fadu

Z bisin(kx), z€R,

nazyvame sinovou tadou.

Piiklad: Necht f(z) =22 pro z € [—7r 7) a necht f € Py . Potom

+4Z C%kx), z€R.

Kdybychom veédéli, ze fada Sf konverguje k funkci f (alesponn bodove), ziskali bychom po dosazeni
postupné x = 0 a x = 7 vzorce

2 2 3
— k 12 — k 6"

Konec 8. prednasky 5.4.
15.2. Bodova konvergence Fourierovych fad

Definice. Necht n € N U {0}. Potom funkci
1
D, (z) = 5 + cos(z) + cos(2x) + - - - + cos(nz), x € R,
nazyvame Dirichletovym jddrem.

Poznamky:[vlastnosti D,] Necht n € N U {0}. Potom
(a) D, je sudd spojitd 2m-periodickd funkce splujici D,,(0) = n + %,
(b) plat{

sin((n + 1))

Dn(z) = 2sin(§)

, x€R, x#2kn, keZ,

(c) plati
D, (z)dz = .

—Tr

Véta L 15.2 (o ¢éstecnych souctech Fourierovy fady). Necht f € Par an € N U{0}. Potom pro
kazdé x € R plati
1 (7 1 (7
Suf@) =+ [ Jatn)Daly)dy =+ [ (Ha )+ S~ 9)Daly) do
0

—r ™

Definice. Jednoduchou funkci nazyvame kazdou funkci tvaru
:ZanEj(x), z € R,
kde J € N, a1,...,a; € R\ {0} a Ey,..., E; jsou méfitelné podmnoziny R splujici A(E;) < oo pro
kazdé j € {1,...,J}.
Poznamka: Mnozina véech jednoduchych funkei je hustd v prostoru L'.

Véta T 15.3 (Riemannovo-Lebesgueovo lemma). Necht (a,b) C R je omezeny interval a nechf
f € L'(a,b). Potom

b
lim/ f(z)cos(tz)de =0 a hm/ f(z)sin(tz) dz = 0.

t—o0 a t—o0
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Disledek: Jsou-li posloupnosti {a,}5°, a {b,}52; Fourierovymi koeficienty néjaké funkce f € Pa,
pak lim,, .. a, = lim, .o b, =0

Véta L 15.4 (Riemannova véta o lokalizaci). Necht f € Por, x € R a s € R. Potom Sf(x) = s
pravé tehdy, kdyz existuje § € (0,7) takové, Ze
5
lim (flx+t)+ f(x —1t) —28)Dy,(t) dt = 0.
Poznamka: Z Riemannovy véty o lokalizaci plyne, ze konvergence Fourierovy fady funkce f v bodé
x zévisi pouze na hodnotdch funkce f na libovolné malém prstencovém okoli bodu zx.
Konec 9. prednasky 12.4.
Priiklad: Dokazte, ze

je-li integral Newtonuv.
Znaéeni: Necht x € R a f je redlnd funkce definovand na néjakém okol{ bodu z. Znaéime f(z+) =
limy_,, f(t) a f(x—) = lim;—,_ f(t), pokud tyto limity existuji.

Véta L 15.5 (Diniovo kritérium). Nechl f € Par a necht x € R. Necht existuji vlastnd limity f(x+)
a f(x—) a necht ddle existuji vlastni limity

o J@O= @) =) = fao)

t—>0+ t t—>0+ t

Potom tada Sf konverguje v bodé x a plati
fla+) + fla—)

sf) = 12
Specidlné, md-li funkce f konecné jednostranné derivace v bodé x, potom Sf(x) = f(x).

Véta T 15.6 (Jordanovo-Dirichletovo kritérium - asi BD ). Nech? f € Par a necht f € BV([0, 27]).
Potom
(a) pro kazdé x € [0, 2n] konverguje Fourierova fada Sf(x) a plati

(b) je-li funkce f navic spojitd na (a,b) C [0,27], potom

loc
Spf = f na(a,b).
Poznamka: Je-li funkce f € P, po Edstech monoténni na (a, b) nebo po éastech tiidy C! na (a,b),

pak pro kazdé x € (a,b) plati

15.3. Stejnomérna konvergence - Fejérova véta
Definice. Necht {a,}5, je posloupnost reilnych ¢isel. Rekneme, Ze a, konverguje k a € R v
Cesarové smyslu, pokud pro posloupnost

ag+ar+...4+a
n+1

On = ? konverguje k a.

Poznamka: Ziejmé
an, — a = a,, — a v Cesarové smyslu,

ale opa¢nd implikace neplati. Napiiklad (—1)™ konverguje Cesarovsky k nule, ale nekonverguje.

Definice. Necht n € N U {0}. Potom funkci

nazyvame Fejérovym jddrem.

Pozndmky: Necht n € N U{0}. Potom
(a) K, je suda spojita 2m-periodickd funkce, splujici K, (0) =
(b) plati

K,(x)de =,

—T



(c) plati

e p— (Sin((n +1

2(n+1) sin(%)

z\N 2

)2)> , x€R, x#£2kn, keZ.
2

Definice. Necht f € Par, 2 € R a necht n € NU{0}. Pak vyraz

ol () = —= S Sf(@), wER,
k=0

nazyvame n-tym cdstecnym Fejérovym souctem funkce f.

Poznamka: Necht f € Par, x € R a necht n € N U {0}. Potom

s

m@) =1 [ st orad =[G+ i@ K0

x T

Véta T 15.7 (Fejérova). Necht f € Pay.
(a) Jestlize pro néjaké x € R existuji vilastnd limity f(z+) a f(x—), potom
lim o, f(z) = fad) + i) ;— fas)
(b) Je-li funkce f spojitd na néjakém intervalu (a,b) C R, potom
loc
onf = f na(a,b).
Konec 10. prednasky 19.4.

Véta L 15.8 (Weierstrassova - trigonometrickd verze). Necht f € Pay je spojitd na R. Necht e > 0.
Potom existuje trigonometricky polynom T splriiujici

1f = Tllew) <e.
Dusledek (Weierstrass): Necht f € C([a,b]) a € > 0. Potom existuje polynom P € P spliujici
If = Plle(an <e

Véta T 15.9 (Fourierovy koeficienty urcuji funkci). Necht f,g € Par maji stejné Fourierovy koefi-
cienty. Potom f = g skoro vsude.

Dusledek: Z predchozi véty snadno plyne Véta T 12.12. o maximalité trigonometrickych funkei.
Tedy trigonometrické funkce skuteéné tvori bazi prostoru L?(0, 2) jak jsme potiebovali u Hilbertovych
prostoru.

Poznamka: Obecné piipoustime komplexni funkce redlné proménné. Protoze pro kazdé z € C plati
vzorce
eiz + efiz ) eiz _ efiz
cosz=——— a sinzg=——"—"—
2 20
je mozné prepsat trigonometricky polynom

% + Z(ak cos kx + by sin kx)
k=1
ve tvaru

n
co+ Z(ckeikz + C,keiikw).
k=1
K dané komplexni funkci f € Po, pak dostaneme komplexni Fourierovu fadu

Sf(@) =co+ Y (cke™ + e ™),
k=1

kde
1 i )
= — z)e * dr, ke Z.
B= oo f(x)
15.4. Fourierova transformace
Motivace: Je tézsi vyresit diferencialni rovnici

—T

nebo nalézt funkci z spliujici
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Definice. Necht f € L'(R). Pak Fourierova transformace f je definovdna jako

1 >~ —twx
f(w)zﬁlmf(x)e dx

a inverzni Fourierova transformace f je definovéana jako

V 1 > wr
fw)= o= [ 1w e

Piiklad: Spoctéte Fourierovu transformaci funkce x[_q,q)(2).

Poznamka: a) Pro f € L*(R) plat{ f = f ve smyslu rovnosti L? funkei.
b) Plati, ze existuje-li vlastni f(z), pak f(z) = f(x).
: ; T . K o
c) Je-li f € BV, pak f(z) = %, je-li f(w) =limg oo —LQW [Tk f()e da.

Priklad: Spoctéte inverzni Fourierovu transformaci k funkci z prvniho piikladu.

Piipomeii: Necht f, g € L}(R). Pak konvoluce funkcf f a g je definovdna jako

(e = [ 1) o) dy
Véta L 15.10 (Fourierova transformace konvoluce). Necht f, g € L*(R). Pak
(Fr9)w) = V2rf(©) §(w).
Poznamka: Analogicky predchozi vété lze ukazat, ze
Var(fg) (@) = [+ g(x)

Véta L 15.11 (Fourierova transformace derivace). Necht f € LY(R), f a f' jsou spojité na R,
limyy| oo f(z) =0 a f' € L'(R). Pak

f'(w) = iwf(w).

Priklad: Vyfeste diferencidlni rovnici

Priklad: Ukazte, ze

Konec 12. prednasky 3.5.

16. SOUVISLE A OBLOUKOVE SOUVISLE MNOZINY

Definice. Necht (P,0) je metricky prostor. Rekneme, ze A C P je obojetnd, jestlize je zdroveii
oteviend i uzaviena.

Piiklady: (a) V kazdém metrickém prostoru (P, ¢) jsou mnoziny () a P obojetné.
(b) V metrickém prostoru [0, 1] U (2,3) jsou mnoziny [0, 1] i (2, 3) obojetné.
(c) Kazdd podmnozina diskrétniho prostoru je obojetnd.

Definice. Rekneme, Ze metricky prostor (P, 0) je souvisly, jestlize neni sjednocenim dvou disjunktnich
neprazdnych otevienych mnozin. Rekneme, ze mnozina A C P je souvisld, jestlize je metricky prostor
(4, o) souvisly.

Piiklady: (a) V kazdém metrickém prostoru jsou prazdnd mnozina a kazda jednobodovd mnozina
souvislé.

(b) ([0,1] U (2,3),].]) neni souvisly.

(c) (R, ].]) je souvisly.

(d) libovolny interval v R je souvisly.

Véta L 16.1 (charakterizace souvislych prostort). Nechtf (P,p) je metricky prostor. Pak jsou
ndsledugjici étyri vyroky ekvivalentni:

(i) P neni souvisly;

(ii) ezistuji dvé uzaviené neprdzdné disjunktni mnoZiny Fy, Fy takové, Ze P = Fy U Fy;

(iil) existuje obojetnd mnozina H C P, kterd je navic neprdzdnd a riznd od P;

Pozndmka: Necht G C P je oteviend. Pak AN G je oteviend v metrickém prostoru (A, o).
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Véta T 16.2 (vlastnosti souvislych prostoru). Necht (P, o) je metricky prostor.

a) Necht (Q, o) je metricky prostor a f: P — @ je spojité. Necht A C P je souvisld mnoZina, pak
f(A) je souvisld v Q.

b) Necht A C P je souvisli a A C B C A. Pak B je souvisld. Specidlné A je souvisld.

¢) Necht I je neprdzdnd mnoZina a {Aq}acr jsou souwvislé podmnoziny P. Necht kaZdé dvé mnoZiny
Ao, Ag, a, B € 1, se protinaji. Potom A :=|],c; Ao je souvisld.

Dausledek: Necht f je spojité zobrazeni intervalu I do metrického prostoru. Potom f(I) je souvisld
mnozina.
Piiklad: Necht

A:{(:c,y)ERQ:yZM},
B={(z,y) eR*:y=—V1-22}

Potom A, B jsou souvislé (spojity obraz intervalu), ale A N B nenf souvislé.
Definice. Rekneme, 7e mnozina A je komponenta P, jestlize A je maximalni souvisld podmnozina P.

Véta L 16.3 (charakterizace komponent). Necht (P, 9) je neprdzdnyg metricky prostor. Potom
(a) komponenty P jsou neprdzdné a uzaviené,
(b) kazdy bod P je obsazen v nékteré komponenté,
(¢c) komponenty jsou navzdjem disjunktni.

Konec 13. prednasky 10.5.

Definice. Rekneme, ze metricky prostor (P, 0) je krivkové souvisly, jestlize pro kazdé x,y € P existuje
spojité zobrazeni 7: [0,1] — (P, o) takové, ze v(0) = = a v(1) = y. Rekneme, ze mnozina A C P je
krivkové souvisld, jestlize je metricky prostor (A, g) kiivkové souvisly.

Véta L 16.4 (souvislost souvislosti s kiivkovou souvislosti). Kazdy krivkové souvisld mnoZina v
metrickém prostoru je souvisld.

Piiklady: (a) Graf spojité funkce na intervalu je kiivkové souvisly.
(b) (R™,[.]) je kiivkové souvisly.
(¢) (C(]0,1]),sup) je kiivkové souvisly.
(d) Podmnozina prostoru R? definovand jako graf funkce

0 pro x € (—o0,0
fay=1° (oo
sin pro z € (0,00),

je prikladem souvislého metrického prostoru, ktery neni kiivkové souvisly.

Véta L 16.5 (souvislost a oteviené mnoziny v R™). Nechtf G C R"™ je oteviend. Pak G je souvisld
prdvé tehdy, kdyz je krivkové souvisld.

Poznamka: (a) Spojity obraz kiivkové souvislého metrického prostoru je kiivkové souvisly.
(b) Uzdver kiivkové souvislé mnoziny nemusi byt kiivkové souvisly.
(c) Sjednoceni kiivkové souvislych mnozin s neprdzdnym prunikem je kiivkové souvisld mnozina.
Konec 14. prednasky 17.5.



