9. METRICKE PROSTORY I

9.1. Zakladni pojmy
Definice. Metrickym prostorem budeme rozumét dvojici (P, g), kde P je mnozina bodua g: PX P —
R splnuje
(i) Ve,y e P: o(z,y) =0z =y,
(ii) Yo,y € P o(z,y) = oy, z), (symetrie)
(#i1) Vx,y,z € P: o(x,2) < o(x,y) + oy, z). (A-nerovnost)

Funkci ¢ nazyvame metrika.

Piiklady:
1) Euklidovskd metrika na R". Pro z,y € R" definujeme g.(z,y) = /> i, (xi — i)
2) Maximové metrika na R™. Definujeme g0 (z,y) = max;—1. . |2; — yil-
3) Souctovd metrika na R". Definujeme o1(z,y) = > 0 |@; — yil-
4) Diskrétni{ metrika na libovolné mnoziné P je definovdna jako g(z,x) = 0 pro v8echna x € P a
o(z,y) =1 pro vSechna z # y.
5) Supremové metrika na C([0, 1]) je definovéna g(f, 9) = sup,cp,1 1f (@) — g(@)].
)

6) Metrika na L?([0,2n]) = {f : [0,27] — R : f 7)|? dr < 0o} je definovana
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o(f,g) = \//0 |f(x) — g(x)|? dx.

7) Definujme prostor obrazkt Obr = {x € R1280x1024 . 4. [0, 1]} s metrikou |z — y| = 0c(z,y).

Definice. Necht (P, o) je metricky prostor, z € P, r > 0. Otevienou kouli se stredem x a polomérem
7 nazveme

B(z,r):={y € P: o(z,y) <r}.
Uzavrenou kouli se stredem x a polomérem r nazveme

B(x,r):={yeP: o(z,y) <r}.

Definice. Necht (P, ) je metricky prostor. Rekneme, ze mnozina G C P je oteviend (v (P,p)),
jestlize pro kazdy bod x € G existuje r > 0, ze B(z,r) C G. Rekneme, ze mnozina F' C P je uzaviend
(v (P, ) ), pokud je P\ F oteviend.

Piiklady: 1. Necht (P, o) je metricky prostor. Pak B(z,r) je oteviend mnozina a B(z,r) je uzaviend
mnozina.

2. Je [0, 1] oteviend mnozina v R s diskrétni metrikou?

Véta L 9.1 (vlastnosti otevienych mnozin). Necht (P, o) je metricky prostor. Pak

(i) 0 a P jsou otevrené.

n
(i) Jsou-li Gy,...,G,, oteviené, pak m G, je oteviend.
i=1
(#i1) Necht A je libovolnd (i nekoneénd) indexovd mnoZina.
Jsou-li Gy, a € A oteviené, pak U G, je otevrend.
acA
Véta L 9.2 (vlastnosti uzavienych mnozin). Necht (P, o) je metricky prostor. Pak

(2) 0 a P jsou uzavrené.
n

(ii) Jsou-li Fy, ..., F, uzaviené, pak U F; je uzavrend.
i=1

(ti) Jsou-li F,, a € A uzaviené, pak ﬂ F,, je uzavrend.

acA
Priklad: (;2,(—%,1) = {0} nenf oteviend v R.
Ui (3,1 = 4] = (0,1) nenf uzaviend v R.

Definice. Necht (P, ) je metricky prostor, A C P a z € P. Rekneme, ze x je vnitinim bodem
mnoziny A, jestlize existuje r > 0 tak, ze B(z,r) C A. Mnozinu vSech vnitinich bodi A nazyvame
vnitikem A a znacime int A.
Piiklad: Co je vnitiek [0,1) v (R, ].]), Q(0,1) v (R?%,].|) a Q v (R, ].])?
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Véta L 9.3 (charakterizace vnitiku). Necht (P, o) je metricky prostor a A C P. Potom int A je
nejuétsi (vzhledem k mnoZinové inkluzi) otevrend mnoZina obsaZend v A.

Definice. Necht (P, ) je metricky prostor, M C P a x € P. Rekneme, ze = je hraniénim bodem
mnoziny M, jestlize pro kazdé r > 0 plati

MnB(z,r)#0a(P\M)NB(z,r) #0.
Mnozinu vsech hraniénich bodi M nazyvame hranici M a znacime ji M.
Uzdvér mnoZiny M je definovan jako M = M UOM.
Piiklad: Co je hranice a uzaveér [0,1) v (R, |.]), Q(0,1) v (R%|.]) aQ v (R, |.|)?
Véta L 9.4 (uzdvér a uzaviené mnoziny). Necht (P, g) je metricky prostor a A C P. Pak
A je uzaviend v P & A = A.
Véta L 9.5 (vlastnosti uzavéru). Necht (P, o) je metricky prostor a A C P. Potom plati
(i) ACB= ACB,
(i7) necht A # (), pak A={x € P: o(x,A) =0},
(4i7) A=14, tedy A je uzaviend mnozina.
9.2. Konvergence a spojita zobrazeni v metrickych prostorech

Definice. Necht (P, o) je metricky prostor a {z,}52 je posloupnost prvka P a « € P. Rekneme,

7e {x,}22, konverguje k x (v (P,p)), pokud lim, o 0(2n,z) = 0. Znaéime lim,_, o z, = x, nebo
)

Ty — T.

Poznamka: Pro (R,]|-|) je tento pojem konvergence shodny s difve zavedenym.

Véta L 9.6 (vlastnosti konvergence). Necht (P, g) je metricky prostor. Pak plat{
(i) Necht pro posloupnost {x,}7_, z P existuje ng € N a x € P tak,

Ze pro vSechna n > ng plati x, = x. Pak lim z, = z.
n—oo

(1) lim z, =z ¢ lim z, =y =z =y. (Jednoznacnost limity)

(#i1) Necht {xn, }72q je vybrand posloupnost z {x,}o 4

a necht lim z, =x. Pak lim z,, = 2.
n—oo k—o00

Definice. Nechf (P, 0) a (@, 0) jsou metrické prostory. Necht M C P, f: M — Q axg € M.
Rekneme, Ze f je spojitd v bodé xy (vzhledem k M ), jestlize
Ve > 035 >0V € By(z,0) N M : f(x) € Bs(f(20),€)-
Rekneme, ze f je spojitd na M (vzhledem k M ), jestlize je spojita v kazdém bodé M (vzhledem k M).
Necht pro kazdé & > 0 plati B,(xg,d) N M \ {z¢} # 0. Rekneme, Ze f ma v bodé xq limitu (vzhledem
k M) rovnou y € Q, jestlize
Ve > 036 >0V € By(,0) "M\ {zo} : f(z) € Bys(y,e).

Pozndmky: 1. Pojem konvergence a spojitosti v (R™,|.|) je shodny s difve zavedenym pojmem.
2. Definice spojitosti lze zapsat jako Ve >0 35 > 0: f(B,(x0,9)) C Bo(f(z0),€).
Priklady (viz 2. semestr): 1. Necht h(z),g(y) jsou spojité z R do R. Pak f(z,y) = h(z) a
f(x,y) = g(y) jsou spojité z R? do R.
2. Necht fi(z), fa(z) jsou spojité z R™ do R. Pak f(z) = fi(x) - fa(x) a f(x) = fi(x) + f2(z) jsou
spojité z R™ do R. Specielné napiiklad polynomy funkci vice proménnych jsou spojité funkce.
Véta L 9.7 (charakterizace spojitosti). Necht (P, o) a (Q,0) jsou metrické prostory a f : P — Q.
Pak nasledujict tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) f je spojitd na P,

(i1) VG C Q otevienou, je f~1(G) oteviend,

(i4i) VF C Q uzavienou, je f~(F) uzaviend.
Piiklady: 1. Mnozina {[z,y] € R?: 2% + y* < 1} je oteviena.
2. Mnozina {[z,y,2] e R®: o +y+2 >0, 22 +y* + 2% < 1} je uzavien.
Véta L 9.8 (spojitost slozeného zobrazeni). Necht (P, o), (Q,0) a (Z,7T) jsou metrické prostory.
Necht f : P — @ je spojité zobrazeni a g : Q — Z je spojité zobrazeni. Pak go f : P — Z je spojité
zobrazend.



Piiklad: Funkce f(x,y) = v/22 + y? je spojita z R? do R.

Zacatek 2. roc¢niku

Véta L 9.9 (Heine). Necht (P, o) a (Q,0) jsou metrické prostory. Necht M C P, xg € M a
f: M — Q. Pak je ekvivalentni:

(1) lim  f(z) = f(xo), neboli f je spojitd v o,

r—x0, TEM
(it) pro kazZdou posloupnost {x, }° | spliujici

Tp € M a lim x, = x¢ platd lim f(z,) = f(z0).
n—oo n—o0

Dusledek: Jako specidlni piipad dostdvame Heineho Vétu 3.1 ze ZS.

9.3. Kompaktni mnoziny
Véta L 9.10 (charakterizace uzavienych mnozin). Necht (P, o) je metricky prostor a F C P. Pak
F je uzavrend < (Vazn L axr, € F=xe€ F)

Definice. Necht (P, p) je metricky prostor a K C P. Rekneme, ze K je kompaktni, jestlize z kazdé
posloupnosti prvku K lze vybrat konvergentni podposloupnost s limitou v K.

Piiklady: 1. [0, 1] je kompaktni v R.
2. [0,1) neni kompaktni v R.
3. Kone¢nd mnozina v (P, p) je kompaktni.

Véta L 9.11 (vlastnosti kompaktnich mnozin). Necht (P, o) je metricky prostor a K C P je kom-
paktni. Pak plati

(i) K je uzavrend,

(it) Je-li F C K uzavrend, pak je F' kompaktni,

(13i) K je omezend (tedy 3x € P, r > 0, Ze K C B(z,r)).

Véta T 9.12 (charakterizace kompaktnich mnozin R™). MnoZina K C R"™ je kompakini, pravé kdyz
je omezend a uzaviend.

Konec 1. predndsky 30.9.
Piiklady: 1. B(0,1) je kompaktni{ v R™.

2. B(0,1) nenf kompaktni v C([0, 1]).

Véta L 9.13 (nabyvéni extrému na kompaktu). Necht (P, o) je metricky prostor a K C P je kom-
paktni. Necht f : K — R je spojita. Pak f nabyjvd na K svého mazxima ¢ minima. Specielné je tedy
f na K omezend.

Véta L 9.14 (spojity obraz kompaktu). Necht (P, 9), (Q,7) jsou metrické prostory a necht f : P — Q
je spojité zobrazeni. Nechf K C P je kompaktni mnoZina, pak f(K) C Q je kompaktni mnoZina.

Definice. Necht (P, o), (Q,7) jsou metrické prostory, K € P a f : K — Q. Rekneme, ze f je
stejnomérné spojitda na K, jestlize

Ve>030>0Vz,ye K : [Q(x,y) <d=7(f(z), f(y) <5}.

Véta T 9.15 (o vztahu spojitosti a stejnomérné spojitosti na metrickém prostoru). Necht (P, o),
(Q,T) jsou metrické prostory, K C P je kompaktni a necht f : K — Q je spojité zobrazeni. Pak f je
stejnomérné spojitd na K.

9.4. ﬁplné metrické prostory

Definice. Necht (P, p) je metricky prostor a {z,}>, je posloupnost bodi z P. Rekneme, ze x,
spliiuje Bolzano-Cauchyovu podminku (piipadné, Ze je cauchyovskd), jestlize plati

Ve > 03dng e NVm,n € N, m,n >ng: 0(xn,Tm) < €.
Poznamka: Kazdéd konvergentni posloupnost je cauchyovska.

Definice. Rekneme, Ze metricky prostor (P, o) je tiplny, jestlize kazd4 cauchyovské posloupnost bodit
z P je konvergentni.
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Piiklady: 1. (R,].|) je tplny (viz Véta 2.14).
2. ((0,1),].|) neni uplny.

3. (Q,].]) neni uplny.

4. (R™,].|) je dplny.

Véta L 9.16 (vztah kompaktnosti a uplnosti). Necht (P, ) je metricky prostor a P je kompaktni.
Pak P je uplny metricky prostor.

Konec 2. predndsky 4.10.
Véta T 9.17 (tplnost a prostor spojitych funkei). Metricky prostor C([0,1]) se supremovou metrikou
je uplny.
Poznamka: Necht (P, g) je metricky prostor. Pak lze zavést metricky prostor spojitych funkei na P
jako
C(P):={f:P—R: fjespojitd} s metrikou 7(f, g) = sup |f(x) — g(z)|.
zEP

Tento metricky prostor je také tiplny a dukaz je jednoduchd analogie dikazu minulé véty (v dukazu
jsme nikde nevyuzili vlastnosti [0, 1]). Napiiklad C([0,1]?) je tedy dplny.
Piiklad: Metricky prostor C([0,1]) s metrikou o(f, g) = fol |f(z) — g()| dz neni dplny.

Véta T 9.18 (Banachova véta o kontrakei). Necht (P, o) je uplny metricky prostor a T : P — P je
kontrakce, tedy

I e0,1)Va,y e P o(T(2),T(y)) < volx,y)-
Pak existuje prdvé jedno x € P tak, Ze T'(z) = x.

Aplikace: 1. Predchozi véta ndm ukéze, ze kazda "hezka” diferencialni rovnice mé reSeni.
2. Fractal compression

Véta L 9.19 (o pievedeni na integralni tvar). Necht I C R je otevieny interval, zo € I, f: IXR - R
spojitd a y : I — R je spojitd. Pak y je reseni ODR

y'(z) = f(z,y(z)) na I splivjici pocdtecni podminku y(xo) = yo
pravé tehdy, kdyz
y(x) = yo +/ f(s,y(s)) ds pro viechna x € I.
o

Konec 3. predndsky 7.10.

Definice. Necht I C R? je otefeny interval. Rekneme, ze funkce f : I — R je lokdlné lipschitzovskd
vuéi y, pokud pro viechny omezené mnoziny U C I, existuje K € R tak, ze

|f(z,y) — f(x,9)] < K|y — g| pro véechna [z,y] € U a [z,3] € U.

Véta T 9.20 (Picard). Necht I C R? je otevieny interval a [xo,yo] € I. Necht f : I — R je spojitd
a lokdlné lipschitzovskd vici y. Pak existuje (xg — 0,z + 0) okoli xy a funkce y(zx) definovand na
(xo — 8,20 + 9) tak, Ze y(x) spliuje ODR

y'(z) = f(z,y(x)) pro x € (xg — 6,20 + &) s pocdtecni podminkou y(xo) = yo.
Navic y je jediné teseni na (xg — 0,x0 + 9).
NA PROSEMINARI DEJ UDELAT ARZELA-ASCOLI A PEANO
10. FUNKCE VICE PROMENNYCH

10.1. Uvodni definice a spojitost
Vétsina definic zde je jen ”opakovani” jiz znamého z LS, nebo z definic spojitych funkei na met-
rickém prostoru.

Definice. Necht M C R™. Funkci vice redlngych proménngch rozumime zobrazeni f : M — R.
Vektorovou funkci vice redlngjch proménngjch rozumime zobrazeni f : M — R™, kde m € N.

Definice. Vzddlenost dvou bodi x = [x1,22, ..., Zn], ¥ = [Y1,Y2,---,Yn] € R™ je

|z —y|l=

Necht ¢ € R™ a r > 0. Oteviend koule se sttedem v ¢ o poloméru r je mnozina
B(e,r):=={z e R": |z —c| <r}.

Prstencovd okoli ¢ je definovano jako P(c,r) := B(e,r) \ {c}.
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Piiklad: Trojuhelnikova nerovnost. Pro libovolné x,y, z € R™ plati
o —z[ < |z —yl+y — 2|
Definice. Necht f : G — R, kde G C R" je oteviena. Rekneme, ze f ma v bodé a € G limitu rovnou
A € R*, jestlize plati
Ve > 035 >0Ve € P(a,d): f(x) € B(Ae).

Znacime lim, . f(z) = A.

Rekneme, ze funkce f je bodé a € G spojitd, jestlize lim,_,, f(x) = f(a).

Limitu (a spojitost) vektorové funkee f = [f1, fa,..., fm] : G = R™ definujeme po slozkéch. Tedy

li = [l li AU .
lim f(z) = [lim f1(2), lim fo(z),..., lim f(2)]

Ziejmeé plati aritmetika limit, véta o dvou policajtech i véta o spojitosti slozené funkce (viz Véta
9.8), a proto je budeme pouzivat na cviceni.

Piiklad: 1. Funkce f(z,y) = x je spojitd na R?.
2. Funkce

Ly ro [z, 0,0
f(x’y){w pro [z,y] # [0,0]
0 pro [z, y] = [0, 0]

je spojitd na R2.

Definice. Méjme posloupnost bodii z; € R"™ pro j € N. Rekneme, ze limita posloupnosti T; je rovna
a € R", pokud
Ve>03joe NVj>jo: |z; —al <e.

Pozniamka: Konvergence posloupnosti bodu z; = [(z;)1, (z})2, ..., (xj)s] € R" pro j € N je ekviva-
lentni konvergenci po slozkach, tedy

li =1 1, li oy, i Hnl-

Jim wy = [lim (@)1, lim (22, Jim (7))
Priklad: lim;o0[4, 2H] = [0, 3].

Nésledujici véta lze dokazat analogicky diukazu Véty 9.9.
Véta BD 10.1 (Heine). Necht G CR", a € G, A€ R* a f: G — R. Pak je ekvivalentni:
(i) lim /(@) = A,
(ii) pro kazdou posloupnost {x;}32, spliujici

z; € G\{a} a lim z; = a plati lim f(z;) = A.
J—0 j—o00

Priklad: Funkce
) = Zigz profz,yl #[0,0]
0 pro [z, y] = [0,0]
nenf spojita v bodé [0, 0].
Konec 4. predndsky 11.10.
10.2. Parcialni derivace a totalni diferencial

Definice. Necht G C R" je oteviend, i € {1,...,n}, f: G — R ax € G. Parcidlni derivaci funkce
f v bodé x podle i-té proménné nazveme

O () = pigg L1 @it w) = fo @) f@te) - f(a)

ox; t—0 t t—0 t ’

pokud limita existuje.
Priklad: Spoctéte parcidlni derivace funce f(z,y) = 2e®" Y na R2.

Definice. Necht M c R”, f: M — R a 29 € M. Rekneme, 7e f nabyva v bodé zy svého minima
(lokdlného minima) vzhledem k M, pokud

pro vSechna x € M plati f(x) > f(zo)
(existuje > 0, Ze pro viechna z € M N B(xo, ) plati f(z) > f(zo)).
Analogicky definujeme mazimum (lokdlni mazimum,).

Véta L 10.2 (nutnd podminka existence extrému). Nechf G C R™ je oteviend, i € {1,...,n}, a € G
af:G—R. Md-li f vbodé a lokdlnd minimum (mazimum) a existuje-li %(a), pak %(a) =0.
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2 — 2y + y? na mnozing M :=

Priklady: 1. Naleznéte maximum a minimum funkce f(z,y) = x
{[z,y] e R?: 22 +y* <1}

2. Metoda nejmensich étvercti (Linedrni regrese): Méjme zadany body [z;,y] € R% i = 1,...,n.
Chceme nalézt a,b € R, abychom méli co nejmensi

n

Z(yi — (az; + b))2~

i=1
Definice. Necht G C R je oteviend, f : G — R, z € G a 0 # v € R". Derivaci funkce f v bodé
x € G ve sméru v nazveme

ov taO t

pokud limita existuje.

Piiklady: 1. Z existence g{ (x) neplyne existence gf( ). Sta¢i mit f(z,y) =1 na osdch a 0 jinde.

2. 7 existence viech %(m) neplyne spojitost v . Polozme f = 1 na {[z,y] : = # 0,y = 2%} a 0 jinde.
Definice. Necht G C R” je oteviend, f : G — R a a € G. Rekneme, e linedrni zobrazeni L : R" —
R je totalni diferencidl funkce f v bodé a, jestlize
o Slat )~ f(@) — L)
h—0 |h]
Znacime D f(a) a hodnotu v bodé h € R™ zna¢ime D f(a)(h).

=0.

Pozndmka: 1. Linedrni{ zobrazeni L : R™ — R lze reprezentovat jako L(h) = Ajhy + Asha + ... +
Ay h,.

2. Ekvivalentné lze definovat jako lim, ., f@)=fla)—Lz=a) _

|lz—al
3. Geometricky vyznam je, ze linedrn{ funkee f(a) + L(z — a) je velmi blizko puvodni funkce f(x) ~

fla) + L(z — a).

Véta L 10.3 (o tvaru totdlniho diferencidlu). Necht G C R"™ je oteviend, a € G a f : G — R. Nech?
existuje totdlni diferencidl f v bodé a, pak existuji parcidlni derivace é‘?j (a) a pro viechna h € R"™

plati
aaf()h1—|- +7af()h.
T1

0xy,
of
% (@) = Df(@)w).

Df(a)(h) =
Navic pro 0 #v € R™ plati

Piiklady: 1. Funkce

2

o [# o) # 00
f@y) {0 pro [z,y] = [0,0]

nem4 totéln{ diferencidl v [0, 0].
2. Funkce

z2y2

o(e,y) = {O+ pro [,4] # [0,0)

m4 totalni diferencidl v [0, 0].

Konec 5. predndsky 14.10.

Definice. Necht G C R"™ je oteviena, f : G — R a a € G. Necht f ma v bodé a totalni diferencidl.
Pak definujeme gradient funkce f v bodé a jako vektor

Vi@ = [3E @ g @ @)

Muzeme tedy psat Df(a)(h) = (Vf(a),h).

Véta L 10.4 (geometricky vyznam gradientu). Nechf G C R" je oteviend, a € G a f : G — R.
Necht existuje totdalni diferencidl f v bodé a, pak

max{ (@) - ol = 1) = V7 (a)]|

Poznamka: 1) Nechf existuje totéln{ diferencidl f v a. Pak |Df(a)(h)| = |[{(Vf(a), k)| < |V f(a)|-|h]|.
2) metoda nejvétsiho spadu.
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Véta L 10.5 (o vztahu spojitosti a totdlntho diferencidlu). Nech? G C R™ je otevrend, a € G a
f: G — R. Necht existuje totdlni diferencidl f v bodé a, pak je f v bodé a spojitd.

Véta T 10.6 (postacujici podminka pro existenci totdlniho diferencidlu). Nechf G C R"™ je otevrend,
a€Gaf:G— R. Necht f md v bodé a € R"™ spojité parcidlni derivace, tedy funkce

of .
a:—>87j(a:), ji=1,...,n

jsou spojité v a. Pak Df(a) existuje.
Véta L 10.7 (o aritmetice totdlniho diferencidlu - dukaz jen (iii)). Nechfa € R™, f,g: R* - R a
Df(a), Dg(a) existuji. Pak existuji i D(f+ g)(a), D(cf)(a) (c € R), D(fg)(a), a pokud g(a) # 0 pak
i D(f/g9)(a) a plati

(t) D(f +g)(a) = Df(a) + Dg(a),

(i) D(cf)(a) = eD(f)(a),

(1ii) D(fg)(a) = f(a)Dg(a) + Df(a)g(a),

() D1 /g)a) 2L JADID)

~ —

Definice. Necht G C R™ je oteviend, f : G — R* a a € G. Rekneme, 7e linedrni zobrazeni
L :R™ = RF je derivaci funkce f v bodé a, jestlize

Lo @t h) = fla) = L(R)|
h—0 |h|

Znacime D f(a) a hodnotu v bodé h € R™ zna¢ime D f(a)(h).

=0.

Poznamka: Necht L : R® — RF” je linedrni zobrazeni. Potom existuje pravé jedna n x k matice A
tak, ze L(h) = Ah.
Konec 6. predndsky 18.10.

Véta L 10.8 (reprezentace derivace matici). Nechf G C R" je oteviend a f = [f1, fo,. .., fx] : G —
R* md derivaci v bodé a € G. Pak Df(a) je reprezentovdno matici

0f1(a) 9f1(a)
oxq T Ox .,

8fx(a) 0(a)
oz te Oy,

Poznamky: 1. Ma-li f derivaci v a, pak f je v okol{ a velmi blizko linedrn{ funkci f(a)+Df(a)(x—a).
2. Matice Df(a) se nazyva Jakobiho matice. Pokud k = n tak se determinant této matice nazyva
Jakobidn a znaéi se J¢(a).

3. Derivace Df(a) existuje pravé tehdy, kdyz existuji totalni diferencidly D fi(a),..., D fx(a).

4. 7Z 3. bodu a Véty 10.6 dostavame, ze jsou-li vSechny parcidlni derivace f spojité v bodé a, pak
existuje derivace D f(a).

Poznamka: Necht L = Ah : R” — RF je linedrn{ zobrazeni reprezentované matici A. Pak existuje
C > 0 tak, ze

|Ah| < C|hl.
Lemma Necht f: R® — RF m4 derivaci v bodé a € R". Pak existuje do > 0 a C € R tak, ze
|f(a+ h) — f(a)| < C|h| pro vsechna h € B(0, ).
Véta T 10.9 (derivace slozeného zobrazeni). Nechf f : R™ — R*, g : R¥ — R®, f md derivaci v
a € R" a g md derivaci vb = f(a) € R*. Pak eristuje derivace Dgo f(a) a plati
Dgo f(a) = Dg(b) - Df(a) = Dg(f(a)) - Df(a).
Piiklad: Necht F = (Fy, F2) : R? — R? je zobrazeni definovéné
:122
F(l’,y) — [(xz + yQ)(e - 1)7 W] pro [‘T7y] 7£ [07 0}7
[0,0] pro [z,y] # [0,0],
a G : R? — R3 je zobrazen{ definované G(s,t) = [st, s?,t?]. Spoctéte D(G o F)(1,0).
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Véta L 10.10 (fetizkové pravidlo). Necht f : R™ — RF md derivaci va € R" a g : R* — R md
totdlni diferencidl v bodé b = f(a) = [f1(a),..., fr(a)]. Pak funkce

h(z) = g(fi(z),. .., fu(x))

ma totalni diferencidl v a a plati

k
_ 79 afj
33:, o z:: 0y 83@1
Konec 7. predndsky 21.10.

Véta L 10.11 (o pifrustku funkce). Nechf G C R™ je oteviend a f : G — R md totdlni diferencidl v
kazdém bodé G. Necht a,b € G a necht isecka L spojujici a,b je obsaZena v G, tj. L ={(1—t)a+tb:
t €10,1]} C G. Pak ezistuje £ € L takové, Ze

f(b) = f(a) = Df(&)(b—a)

10.3. Parcidlni derivace vyssich radu
Definice. Necht f mé na oteviené mnoziné G C R"™ parcidlni derivaci aaTi’ i€ {l,...,n}. Pak
definujeme pro a € G a j € {1,...,n} druhou parcidlni derivaci
0% f a (0f 0% f af

8Ij3zi(a)_87xj(8xi)( )proz;«é]aa 2( @) = 3x2(8x1)< a).

Analogicky definujeme parcidlni derivace vyssich Fadu.

Piiklad: Spoctéte viechny derivace az do fadu 3 od f(x,y) = z2e®TV.

Definice. Necht G C R™ je oteviens a f : G — R. Rekneme, ze f € C'(G), pokud existuji parcidlni
derivace %, i=1,...,n,na G ajsou to spojité funkce na G. Rekneme, 7e f € C*(G), k € N, pokud
existuji vSechny parcialni derivace f az do fadu k véetné a jsou to spojité funkce na G.

Disledek: Necht G C R™ je oteviena. Z Véty 10.6 dostavame, ze je-li f € CH(G), pak existuje
totalni diferencidl f ve vSech bodech G.

Véta T 10.12 (zdménnost parcidlnich derivaci). Necht G C R™ je oteviend, a € G a f € C*(Q).
Pak
o f Q) = o f
8xj6mi N 89:18%

(a).

Priklad: Necht

zy(z®—y?)
_ S pro [a,y] £ (0,0),
f(l',y) {0 pro [;z:,y] = [070}
Pak
o2 f o?f

Definice. Necht G C R" je oteviend a a € G. Necht f € C%(G). Definujeme Hessovu matici f jako

8% f 8% f
Tx%(a) e oz 07,, (a)
D*f(a) = L
o? o?
Bwngwl (CL) e am‘ffl (Cl)

Podle predchozi véty je tato matice symetrickd, a proto muzeme pracovat s nasledujici kvadratickou
formou

D?f(a)(u,v) = u? D*f(a)v pro kazdé u,v € R™.
Definice. Necht G C R" je oteviena a a € G. Necht f € C%(G). Pak definujeme Tayloriv polynom
f druhého rddu jako
a 1
T{*(x) = f(a) + Df(a)(x = a) + 5 D*f(a)(w — a,2 — a).
Konec 8. predndsky 25.10.

Véta L 10.13 (Taylorova véta pro druhy idd - bez dikazu). Necht f : R® — R je tridy C? na
néjakém okoli bodu a € R™. Pak
_mfa
@) - T )
T—a |x — a|2

=0.
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Poznamka: Lze definovat i Taylorovy polynomy fadu k& pomoci k-tych parcidlnich derivaci a pro
f € C* dobie aproximuji f.

Véta L 10.14 (o pozitivné definitn{ kvadratické formé). Nech? @ : R™ — R je pozitivné definitni
kvadratickd forma. Potom

Je >0Vh e R™: Q(h,h) >¢|h%
Véta T 10.15 (postacujici podminky pro lokdln{ extrém). Nechtf G C R™ je oteviend mnozina, a € G
a necht f € C*(G). Necht Df(a) =0 (tedy a je bod podezieli na lokdlni extrém,).
(i) Je-li D*f(a) pozitivné definitni, pak a je bod lokdlniho minima.
(ii) Je-li D*f(a) negativné definitni, pak a je bod lokdlniho mazima.
(i31) Je-li D? f(a) indefinitni, pak v a nend extrém.
Piiklad: Naleznéte lokalni extrémy funkce f(z,y) = 2* + y* — 22 — 2zy — 3? na R2.

Konec 9. predndsky 1.11.
10.4. Implicitni funkce a vazané extrémy

Véta T 10.16 (o implicitnf funkci). Necht p € N, G C R"T! je oteviend mnozina, F : G — R,
z2eR", g€R, (Z,7) € G a necht plati:

(i) F e CP(G),

(i1) F(z,9) =0,

F

(i) G (2.5) 0.
Pak existuje okoli U C R™ bodu T a okoli V.C R bodu § tak, Ze pro kazdé x € U existuje prdvé jedno
y €V s vlastnosti F(x,y) = 0. Piseme-li y = (), pak ¢ € CP(U) a plati

IE (2, 0(2))
8—<'0(a:) = —?;17 pro vSechnaz € U aj=1,...,n.

Poznamka: Navic plati, ze je-li F' € C*, pak ¢ € C* a derivace ¢ lze spocitat derivovanim vztahu
F(z,p(x)) = 0.
Piiklad: Necht
M :={[z,y] € R*: 2® 4+ y° — 22y = 0}.
Ukazte, ze na jistém okoli [1, 1] 1ze M napsat jako graf ¢(z). Spoctéte ¢'(1) a " (1).
Konec 10. predndsky 4.11.

Véta BD 10.17 (o implicitnich funkcich - BD). Necht n,m € N, p € N, G C R"™™ je otevrend
mnozina, F; : G —-R, j=1,...,m, 2 € R", g€ R™, (z,9) € G a necht plati:

(1) F; e CP(G) proj=1,...,m,
(13) Fj(Z,9) =0, tedy F;(Z1,...,Tn,T1,---+Ym) =0
proj=1,...,m,

(113) determinant m x m matice parcidlnich derivaci F; je nenulovy, tedy

AF (7~ AF (7 =~
(@Y . 5 (E.9)

; | #0
G (2,5) ... SE=(3,9)

Pak ezistuje okoli U C R™ bodu x a okoli V.C R™ bodu y tak, Ze pro kazdé x € U existuje prdvé
jedno y € V' s vlastnosti Fj(x,y) = 0 pro kazdé j = 1,...,m. Piseme-li y; = ¢;(x), pak ¢; € CP(U)
proj=1...,m.

Piiklad: Dokazte, Ze existuji funkce z(z,y), t(x,y), které jsou t¥idy C? na n&jakém okoli bodu [1, —1]
spliujici z2(1,-1) =2, ¢(1,-1) =0 a
1 )
z2+y275227t5:0, z+y+z—t—2=0.
Spoctéte druhé derivace z a t.

Véta T 10.18 (Lagrangeova véta o vdzanych extrémech). Necht G C R™ je oteviend mmnoZina,
m < n,f, 91, 9m € CH(G) a mé&me mnoZinu

M={zeR":g(z) =...=gs(z) =0}.
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Je-li a € M bodem lokdlniho extrému f vzhledem k M a vektory
991 g1 g1
(52 @, 2@, 5% )

Oz, " 0z 7 Oz

m (. O9m Ogm
(F@. G, ™ (a)

jsou linedrné nezavislé, pak existuji ¢isla A1, ..., Ay tak, Ze
Df(a)+ MDgi(a)+ ...+ ApnDgm(a) =0

neboli of 9 9
g1 Im o

Konec 11. predndsky 8.11.
Priklad: 1. f(z,y) = 2% +y?> —zy na M := {a? + 3% < 1}.
2. Snéhulak.
Poznamka: Predchozi véta nam iika, ze pokud extrém existuje, tak ho umime najit z néjaké rovnice.

Véta ale nezarucuje existenci extrémul!
Piipomen: 1. Necht K C R". Pak

K je kompaktni < K je omezena a uzaviena.

2. Necht K C R" je kompaktni a f : K — R je spojitd. Pak f nabyva na K svého maxima a minima.
3. Necht G C R"™ je oteviend, f: G — R ma v a € G extrém a existuje parcidlni derivace %(a).
e
Pak a—gi(a) =0.
10.5. Regularni zobrazeni

Definice. Necht G C R” je oteviens a f : G — R™. Rekneme, 7e f je difeomorfismus na G, jestlize
je f prostd na G, U = f(G) je oteviend mnozina v R", f € C*(G) a f~1 € CY(U).

Véta T 10.19 (o lokélnim difeomorfismu). Necht G C R™ je oteviend a f : G — R™ je tridy C*.
Necht pro a € G plati J¢(a) # 0. Pak existuje U C G okoli a takové, Ze f|y je difeomorfismus na U.

Definice. Necht G € R" je oteviend a f : G — R™. Rekneme, 7e f je reguldrni zobrazeni, jestlize
f € CYG) a pro kazdé a € G plati J¢(a) # 0.

11. METRICKE PROSTORY II

11.1. Vice o kompaktnich a uplnych prostorech
Definice. Necht (P, o) je metricky prostor a K C P. Rekneme, ze K je kompaktni, jestlize z kazdé
posloupnosti prvka K lze vybrat konvergentni podposloupnost s limitou v K.

Definice. Necht (P, ) je metricky prostor. Necht ¢ > 0 a H C P. Rekneme, ze H je e-sif prostoru
P, pokud
PC U B(z,¢).

x€H
Rekneme, 7e P je totdlné omezeny, pokud pro kazdé € > 0 existuje koneénd e-sit prostoru P.
Piiklady: 1. ([0,1],].]) a ((0,1),].]) jsou totdlné omezené.
2. ([0,1]%,].]) je totdlné omezena.
3. ([0, 1], 04iskr) neni totalné omezend.

Véta L 11.1 (omezenost a totdlni omezenost). Necht (P, o) je totdlné omezeny metricky prostor.
Potom je P omezeny.

Definice. Necht (P, o) je metricky prostor. Rekneme, ze P je kompaktni metricky prostor, je-li P
kompaktn{ mnozina v (P, o).

Konec 12. prednasky 11.11.

Véta L 11.2 (kompaktnost a totdlni omezenost). Necht (P, o) je kompaktni metricky prostor. Potom
je P totdlné omezeny.



11

Véta T 11.3 (kompaktnost a oteviené pokryti). Metricky prostor (P, o) je kompaktni prdvé tehdy,
kdyz z kazdého otevreného pokryti lze vybrat konecné podpokryti. Tedy plati

P C U G pro libovolnou indexovou mnoZinu A, G, oteviené =
acA

= existuje koneénd Ag C A tak , Ze P C U Gg.
a€Ap

Dausledek (Borel): Necht a,b € R, a < b, a {I,}aca je systém otevienych intervalu. Pak
[a,b] C U I, = existuje kone¢nd Ay C A tak , ze [a,b] C U I,.
acA acAp

Dusledek: Kazda spojitd funkee na [a, b] je stejnomérné spojita.

Definice. Necht (P, p) je metricky prostor a {z,}5%, je posloupnost bodi z P. Rekneme, 7Ze x,
splriuje Bolzano-Cauchyovu podminku (piipadné, ze je cauchyovskd), jestlize plati

Ve > 03dng e NVm,n € N, m,n >ng: 0(n,Tm) < €.
Poznamka: Kazdéd konvergentni posloupnost je cauchyovska.

Definice. Rekneme, ze metricky prostor (P, o) je tiplny, jestlize kazd4 cauchyovské posloupnost bodit
z P je konvergentni.

Piiklad: Metricky prostor 1% := {{a,}32, : a, € R, > o, a? < oo} s metrikou

o({antnz1; {butnzy) =

je uplny.
Konec 13. predndsky 15.11.

Véta L 11.4 (Cantorova véta o vnorenych mnozindch). Necht (P, o) je iplng metricky prostor a F,
je posloupnost neprdazdnych uzavirengch mnozin v P takovych, Ze F,11 C F, a lim, . diam F,, = 0.
Pak (N, F,, je jednobodovd mnozina.

Dotazy: Plat{ tato véta bez pFedpokladu a) iplnosti P, b) uzavienosti F,, ¢) podminky lim,,_, o diam F,, =
0?
Véta T 11.5 (o totdlni omezenosti a dplnosti). Metricky prostor (P, o) je kompaktni prdvé tehdy,
kdyz je totdlné omezeny a uplng.
Véta L 11.6 (o ziplnéni metrického prostoru). Necht (P, o) je metricky prostor. Pak existuje iplny
metricky prostor (P, 9) tak, Ze P C P a pro vSechna x,y € P plati o(x,y) = o(x,y).

Konec 14. prednadsky 18.11.

Véta T 11.7 (Arzela-Ascoli). Necht A C C([0,1]). Pak A je kompaktni prdvée tehdy, kdyz jsou funkce
z A stejné omezené a stejné stejnomérné spojité. Tedy pokud existuje K > 0 tak, Ze

Vfe A Ve el0,1]: |f(z)| <K

Ve>0, 30 >0, Vz,y € [0,1,Vf e A: |z —y|<d=|f(z) — fly)| <e.

11.2. Prostory L”
Poznamka: Vétsina vét této subsekce i s dukazy se da najit v knize W. Rudin: Analyza v redlném
a komplexnim oboru.

Véta L 11.8 (Jensenova nerovnost). Necht (X, A, 1) je pravdépodobnostni prostor, f € L'(u), a,b €
[—o0,00] a f: X = (a,b). Je-li ¢: (a,b) = R konvexni funkce, pak

w(/xfdu) S/X(wf)du-

Definice. Necht 1 < p < oo, pak &islo ¢ spliujici % + % = 1 nazveme sdruZeny exponent. Pro p =1
definujeme ¢ = oo a pro p = oo definujeme ¢ = 1.
Piiklad: Va,b>0: ab < LaP + b

Konec 15. predndsky 22.11.

Priklad: Dukaz AG nerovnosti.
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Véta T 11.9 (Holderova a Minkovského nerovnost). Necht (X, A, 1) je prostor s mirou, 1 < p < oo,
q je sdruZeny exponent kp a f,g: X — [0,00] jsou méritelné funkce. Potom plati Holderova nerovnost

1 1
/“fgmls(/"fpmdp(/“fcw)q
X X X
a Minkowského nerovnost

(/X(Hg)pdu);S(/Xfpdu);Jr(/)(gpdu)é-

Definice. Necht (X, A, u) je prostor s mirou a 1 < p < co. Definujeme prostor L jako
DP(X,pm) = {f: X >R |[flle < oo},

I£1ee = ([ 11 )

Definice. Necht g : X — [0, 00| je méfitelnd. Esenciding supremum g definujeme jako

kde

esssup g := inf{a: p(g > a)=0}.
Prostor L (X, 1) definujeme jako
L®(X,p) ={f: X > R: ||fllr= = esssup | f| < co}.

Poznamka:

esssupg = Inf su X\ N).
pg= inf pg(X\N)

Véta L 11.10 (Trojihelnikovd nerovnost v LP). Necht 1 < p < oco. Pak pro f,g € LP(X, ) plati

1f +gllee <[ fllze + llgl Lo

Poznamka: Vime, ze LP je linedrni vektorovy prostor (f,g € LP a a« € R, pak f+g € LP a
af € LP). Misto funkei z LP budeme uvazovat tiidy ekvivalence vzhledem k rovnosti skoro vsude.
Na tomto prostoru (na t¥{ddch ekvivalence) je ||f||r» norma. Takto chdpany LP je metricky prostor s
metrikou

o(f,9) = IIf —gllre-

Veéta T 11.11 (ijlnost LP prostoru - dukaz jen pro p < oo). Nechf1 < p < co. Pak prostor LP(X, p)
je uplny.
Pozndmka: 7 dukazu predchozi véty plyne, ze pokud fr — k v LP, 1 < p < oo, pak existuje
podposloupnost f, tak, ze fr,(z) — f(x) pro skoro vsechna z € X.

Konec 16. prednasky 25.11.

11.3. Husté a fidké mnoziny
Definice. Necht (P, p) je metricky prostor. Rekneme, ze A C P je hustd, pokud A = P.
Pfipomei: 1. A={reP:o(x,A)=0}={x € P:3x, € Az, — z}.
2. A=A. 3. A je uzaviena mnozina.

Piiklady: 1) Q je hustd v R.

2) Q? je hustd v R2.

3) polynomy jsou husté v C([0, 1]).

4) Muze byt prunik dvou hustych mnozin prézdnd mnozina?

Véta L 11.12 (charakterizace hustych mnozin). Necht (P, o) je metricky prostor a A C P. Potom je
A C P je hustd prdvé tehdy, kdyz pro kazdou otevrenou neprdzdnou mnoZinu G C P plati GN A # (.

Dausledek: Necht G;, Gy C P jsou oteviené a husté v (P, 0). Pak G1 N G je oteviend a hustd v P.
Definice. Necht (P, g) je metricky prostor. Rekneme, ze A C P je 7idkd, jestlize P\ A je husta.

Priklady: 1) N je fidka v R.

2) Q neni 1idkéd v R.

3) R x {0} je i{dkd v R?

4) Cantorovo diskontinuum je tidké v [0, 1].
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Véta L 11.13 (vlastnosti fidkych mnozin). Necht (P, o) je metricky prostor a necht A, B C P.
Potom

(a) Je-li A 7idkd v P a B C A, pak je také B tidkd v P,

(b) Jsou-li A a B ridké v P, pak AU B je tidkd v P

(c) A je ridkd v P prdvé tehdy, kdyz A je vidkd v P.

Definice. Necht (P, o) je metricky prostor. Rekneme, ze A C P je 1. kategorie, jestlize existujf Fidké
~. -~ (oo}
mnoziny A, tak, ze A=1J,_, An.
Rekneme, ze C' C P je 2. kategorie, jestlize C' neni prvni kategorie v P.

Piiklady: 1) Q je 1. kategorie v R.
2) Q x R je 1. kategorie v R?.
3) R\ Q je 2. kategorie v R.

Konec 17. predndsky 2.12.

Véta T 11.14 (Baire). Necht (P, ) je dplng metricky prostor. Necht G, n € N, jsou oteviené a
husté v (P, ). Pak (., Gy je hustd v (P, o).
Dusledek: Uplny metricky prostore neni prvni kategorie sdm v sobé.
Priklad: Existuji AU N = [0, 1] tak, ze A je 1. kategorie a N m& nulovou miru?
Véta T 11.15 (o nediferencovatelné funkci). FEwistuje spojitd funkce f : [0,1] — R, kterd nemd
deriaci v Zddném bodé z (0,1).

Konec 18. predndsky 2.12.

12. HILBERTOVY PROSTORY

Poznamka: Vétsina vét této sekce i s dukazy se da najit v knize W. Rudin: Analyza v redlném a
komplexnim oboru.
12.1. Zakladni definice

Definice. Necht H je realny vektorovy prostor. Rekneme, ze H je prostor se skaldrnim soucinem,
jestlize existuje zobrazenf (-,-) : H?> — R takové, 7e

(1) (z,y) = (y,x) pro vSechna z,y € H,
(#) (x +y,2) = (x, 2) + (y, z) pro vechna z,y,z € H,
(#i7) {ax,y) = a(x,y) pro véechna z,y € H a a« € R,
(iv) (x,x) > 0 pro v8echna z,y € H,

(v) {z,z) = 0 jenom tehdy, kdyz « = 0.
Definujme ||z|| = v/(z, z). Rekneme, ze prvek z € H je ortogondlnik y € H, pokud (z,y) = 0.
Véta L 12.1 (Schwarzova nerovnost). Pro kazdé x,y € H plati

(z,y) < llzll - [lyll-
Véta L 12.2 (trojuhelnikovd nerovnost). Pro kaZdé x,y € H plati
[l +yll < =]l + llyll-

Specielné (H, || - ||) tvori metricky prostor (o(z,y) = ||z — yl|).

Definice. Necht H prostor se skalarnim soucinem. Rekneme, ze H je Hilbertiv prostor, pokud je
metricky prostor (H, | -||) Gplny.

Piiklady: (1) (R", g.) je Hilbertuv prostor

(2) 12 = {{an}321 : an € R, Y07, a2 < oo} se skaldrnim soucinem

Han}or (ki) = 3 aub

je Hilberttuv prostor.
(3) L2(0,1) :== {f: (0,1) = R: (L) [, |f(2)]? dz < oo} se skaldrnfm soucinem

1
(f(2),g(x)) = / f(@)g(x) de

je Hilbertuv prostor.
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Véta L 12.3 (spojitost skaldrnfho soucinu). Nechf H je Hilbertiv prostor, potom jsou zobrazeni
x—={(x,y), x = (y,x), * — ||z| spojitd na H.

Definice. Necht H je Hilbertiv prostor a E C H. Rekneme, ze F je konvexni, jestlize pro vechna
z,y € E atel0,1] plati
tr+(1—t)y e E.

Véta L 12.4 (o existenci prvku z nejmensi normou). Necht H je Hilbertuv prostor a E C H je
konvexni a uzaviend. Potom existuje prdvé jeden prvek v E s nejmensi normou.

Definice. Necht M C H je linedrni podprostor Hilbertova prostoru H. Definujeme ortogonding
podprostor
M+ ={y e H: (x,y) =0 pro véechna x € M}.

Konec 19. prednadsky 6.12.

Véta T 12.5 (o projekei na podprostor). Necht M je uzavieny podprostor Hilbertova prostoru H.
(i) Kazdyj prvek x € H md jednoznacny rozklad x = P(z) + Q(x) tak, e P(z) € M a Q(z) € M™*.
(i) P(x) je bod 2z M nejblizsi k z, Q(x) je bod z M* nejblizsi k x.

(iii) Zobrazeni P: H — M a Q : H — M™* jsou linedrni.
(i) =] = [IP@)II* + 1Q)]*.

Disledek: Necht M je uzavieny podprostor Hilbertova prostoru H a M # H. Pak existuje y € M+,
y # 0.

Priiklad: Metoda nejmensich ¢tvercu.

Priklad: 1) Necht M je kone¢nédimenzionélni podprostor Hilbertova prostoru H. Pak M je uzavieny.
2) Spojité funkce C([0,1]) tvoif linedrn{ podprostor L?(0, 1), ktery nenf uzavieny.

3) A= {(ql,qg,...,qk,0,0,...) : keN, ¢ € Qproi = 1,...,k} je linedrni podprostor 2, ktery
neni uzavieny.

Véta L 12.6 (o reprezentaci linedrnitho funkciondlu). Necht H je Hilbertiv prostor L : H — R je
spojité linedrni zobrazeni. Pak existuje prdvé jedno y € H tak, Ze

L(z) = (z,y).
12.2. Rozklad do Schauderovy baze

Definice. Necht H je Hilbertuv prostor a A je indexovd mnozina. Mmnozina prvkia u, € H, kde
«a € A, se nazyva ortogondlni, pokud

(uq,ug) =0 pro véechna o, 3 € A.

Ortogonélni mnoZina {u, }aca se nazyva ortonormdlnd, pokud navic ||us| = 1 pro viechna a € A.
Jestlize {uq }aeca je ortonormélni mnozina, pak pro kazdé x € H definujeme Fourierovy koeficienty
x vzhledem k u, jako

Z(a) = (z, uq)-

Konec 20. predndsky 9.12.

Véta L 12.7 (o konecné ortonormaln{ mnoziné). Necht H je Hilbertuv prostor, {u;}ien je ortonormdlnd
mnozina a iy € N. Oznacéme Mp linedrni obal {uy, us, ..., ui, }-

10
(¢) Necht ¢ : N — R je 0 pro i > ig. Pro vektor y = ngo(z)uz plati

=1
ig
§(i) = (i) pro kazdé i € N a Jy|* = |0(i)[.
=1

(#i) Je-lix € H a sp(x) = Zi‘(z)u“ pak sp(x) = P(x), kde P je projekce na Mp.
i=1

ig
Navic plati Y [3(i)|* < |||,
i=1

Definice. Necht (X, ¢) je metricky prostor. Rekneme, ze A C X je hustd, pokud 4 = X.



Piiklady: 1) Q je hustd v R.

2) A={(q1,q2,---,a,0,0,...): k€N, ¢ € Qproi=1,...,k} je hustd v I°.

3) Jednoduché funkee jsou husté v L?(0,1)?

4) Jsou spojité funkce C([0,1]) husté v L?(0,1)?

Lemma 12.8. Necht X,Y jsou metrické prostory, X je uplny a f : X — Y je spojité. Necht Xg
je hustd podmnozina X, na které je f izometrie, a necht f(Xo) je hustd podmnozina Y. Potom f je
1zometrie X naY.

Véta L 12.9 (Riesz-Fischerova véta). Nechf H je Hilbertuv prostor a {u;}2, je ortonormdini
mnozina. Necht P je prostor vsech koneénych linedrnich kombinaci vektori w;. Potom pro kaZdé

x € H plati nerovnost
o0

D l&l* <l

i=1
Zobrazeni x — & je spojité linedrni zobrazeni H na 12, jeho restrikce na uzdvér P je izometrie P na
2.
Disledek: L?(0,1) je izometricky izomorfn{ /2.
Konec 21. predndsky 13.12.

Definice. Necht H je Hilbertiv prostor a h; € H, i € N. Rekneme, ze fada Yoo hi konverguje k

s € H, pokud
nhﬁH;oHS_Z;th =0.

Véta T 12.10 (o maximalni ortonormélni mnoziné). Nech? H je Hilbertuv prostor a {u;}32, je
ortonormdalni mnoZina. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

(1) {u;}32 je mazimdlnd ortonormdlnd mnozina v H.

(#3) Mnozina P viech konecnijch linedrnich kombinact proki z {u;}s2, je hustd v H.

o0

->

(iv) Je-li z,y € H, potom (x,y) Zﬁc@z

(¢4i) Pro kazdé x € H plati

(v) Pro kazdé x € H plati x = Zﬁ;l Uj.
i=1
Poznamka: Analogie této véty plati i pro Hilbertuv prostor s "nespocetnou bazi”. Jen je potieba
spravné zadefinovat vyrazy jako Y o4 &(a)* a - o4 2(a) u

12.3. Trigonometrické rady
Definice. Necht f € L2(0,27). Potom éisla

2
ai = 1 f(x) cos(kz) dx pro k € Ng a
T Jo
1 27
b, = — f(z)sin(kz) dx pro k € N.
T Jo

nazyvame Fourierovy koeficienty funkce f. Trigonometrickou fadu

o0
Fy(z) = % + Z(ak cos kx + by, sin kx)
k=1
nazyvame Fourierovou rfadou funkce f.

Véta L 12.11 (o ortogonalité trigonometrickych funkei). Necht n,m € N, pak
2
0
/ sin(nz) sin(maz) { prom#n
0

T prom=n

27
/ cos(nx) cos(mz)
0 T prom=n

{Opmm;«én

2m
/ sin(nx) cos(mz) dr =
0
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Véta T 12.12 (o maximalité trigonometrickych funkef - BD). Systém trigonometrickijch funkcd
{\ﬁ 51n(nx)}n=1, {ﬁ cos(nx)}n:1 a Nors
tvorl maximdlni ortonormdlni mnozinu v L*(0,27). Tedy jediné f € L?(0,2m) takové, Ze
2T 2m

(z) sin(nz)de=0Vn €N a (z) cos(nz) dx =0 Vn € Ny
0 0

je identicky nulovd funkce.

Z Véty 12.10 dostavame:
Disledek: Pro kazdé f € L?(0,27) a ax, by jsou Fourierovy koeficienty f. Pak plati

o0
a
f(z) = F¢(z) = ?O + Z(ak cos kx + by sin kx)
k=1
ve smyslu rovnosti rovnosti L? funkei. Tedy v pifslusném metrickém prostoru plati

n
_ Qo . .
f(z) = 5 + nhHH;O kgil(ak cos kx + by, sin kz).
Navic plati Parsevalova rovnost

27 2 0
a
/0 |f(a:)|2 dx:7r30+7r E (ai—l—bi).
k=1

Specielné tedy dostdvdme, zZe trigonometrické polynomy jsou husté v L2, a tedy spojité funkce
C([0,27]) jsou husté v L2(0,27).

Aplikace: 1) mp3 2) jpeg
3) Existujf i jiné baze vhodngjsi pro praci s obrdzky - napiiklad Rademacherova béze

Konec 22. predndsky 22.12.
11.4. Separabilni metrické prostory

Definice. Metricky prostor (P, o) se nazyva separabilni, jestlize existuje spocetnd mnozina A C P,
kterd jeho husta v P.

Priklady: (i) R, R"™ jsou separabilni,
(ii) (C(]0,1]),sup) je separabilni,
(iii) 07 == {{zn}221 : Yoo |za|P < 0o} je separabilnf pro 1 < p < oo,
(iv) L?(0,1) je separabilni.

Véta L 11.16 (nutnd podminka separability). Necht (P, o) je metricky prostor. Nechi existuji ne-
spocetnd mnozina A a 6 > 0 takovd, Ze pro kaZdd x,y € A, x # y, plati o(x,y) > §. Potom P neni
separabilni.

Priklady: (i) ¢ = {{z,}52;, z, € R, n € N, sup,cn |Zn| < 00} neni separabilni,
(ii) (C((0,1)),sup) neni separabilni.
(iii) L*° neni separabilni.
Definice. Necht (P, o) je metricky prostor a B je néjaky systém otevienych podmnozin P. Rekneme,

7e B je baze oteviengch mnozin (P, ), jestlize pro kazdou otevienou mnozinu G C P existuje B* C B
takova, ze | B* = G.
Véta L 11.17 (charakterizace separabilnich prostoru). Metricky prostor je separabilni prdvé tehdy,

kdyz v ném existuje spocetnd bdze otevienych mnozin.

Véta L 11.18 (vztah totdlni omezenosti a separability). Necht je metricky prostor (P, o) totdlné
omezeny, pak je separabilni.



