Je vhodné ptidat néjaké teoretické priklady napiiklad na AC, BV, nebo metrické
prostory a na kazdém cviceni tak 1-2 teoretické piiklady zadat!

1.-3. cvicéeni

Vysetrete bodovou a stejnomeérnou konvergenci nasledugjicich posloupnosti funkci:

n

14

1
3. sin(f) na [—100,100] ana R, 4. n(\/ac + - — \/E) na (0, 00) ,
n n
5. Y1+ 2" na [0,00), 6.7n(z7 —1) na [1,100] a na [1,00).
Vysledky a ndvody:

na [0,1], 2.2" —2°" na [0,1],

1. Konverguje nestejnomérné k 0 na [0,1) a 5V 1, op = 3
: o VT U T
2. Konverguje nestejnomérné k 0; Derivaci zjistime, ze max 2" —z"" je v 5 8 to o, = 1
3. Konverguje stejnomérné k 0 na [—100,100] a nestejnomérné na R;

10
Pro n > 100 je sin ? monoténni na [-100,100] a tedy o, = sin — — 0. Na R je zjevné o,, = 1.
n n

1
4. Konverguje nestejnomérné k 2\7; Standartné rozsifujeme /a — V.
x

1
— = 1
1 1 \/E T+ n n z—0+
— OO =0p.

Jr+leyvz WV om(VaaJr+d) oyE(VE 4 Jo+ 1)
5. Konverguje stejnomérné k max{1,z}; Na [0,1], |¥/T+z2" -1/ < ¥2-1—0.
Na [1,00) pouzijeme (a™ — b") = (a — b)(a™ ' +...) a odhadneme
71./1 n\n _ ,.n 1
[ V142 — 2| = Witan) o < — 0.
(V1+azm)n 1+ (Y14+azm)"2e+... 271~ n—2

6. Konverguje stejnomérné k logx na [1,100] a nestejnomérné na [1, 00);

) %logx -1 N
n(mﬁ—l) _— Tiogs logz — logz. Na [1,00) je wler;on(wi—l)—logm =00 = 0y.

Na [1,100] je potfeba provést rozumny odhad : —).

1.-3. cvicéeni

Vysetrete steynomeérnou a lokdlné stejnomeérnou konvergenci ndsledugjicich posloup-
nosti funkci:
nw

1. ente=h) 1), 2. sin(mz" 1], 3 ——
e na (0,1), sin(r2") na [0,1], 3 e (0, 00),

1 n
O8N 1 a (0,00), 6. (1—1—%) na [0,00), 7.zarctan(nz) na R.

_ 2
4.nxe”™" na R, 5.
n

Vysledky a ndavody:
1. Konverguje lokalné stejnomérné k 0 na (0,1); Nekonverguje stejnomérné:

Moore-Osgood u 1. Na [0, 1 — §] bud Dini, nebo o, = e~ — 0.
2. Konverguje lokdlné stejnomérné k 0 na [0,1); Nekonverguje stejnomérné:
In = f"( \ %) =1. Na [071 76] je op < Supﬂl'n = '/T(l 76)’” — 0.

3. Konverguje lokélné stejnomérné k  na (0,00); Nekonverguje stejnomeérneé:
1



T+ a? K+ K?
> i () — = 00. Na [0, K] odhad n =S5 <
o _£L120|f (x)—f(z)| = oco. Na [0, K] odhadneme o sup T T
4. Konverguje lokélné stejnomérné k 0 na (0,00) a na (—oo,0);

Pomoci derivace zjistime, ze f,, — f roste na (0, f) klesa na (ﬁ, 00)

a maximum ma v \/% a to o, = v/ne"!. Tedy nekonverguje stejnomérné.

1
Na [§, 00), frn — f klesd, pokud je n dost velké: —= < 4. Tedy oy, < née=" 0.
V2n

5. Konverguje lokélné stejnomeérné k 0 na (0,00); Nekonverguje stejnomérné:

lognx‘< {‘logné‘vllognK‘}_)o.

on > lim |f,—f| = co. Na [§, K] odhadneme

6. Konverguje lokélné stejnomérné k e” na (0,00); Nekonverguje stejnomérné:

€T n
lim e” — (1 + 7> = 00, nebot e” roste u oo rychleji nez polynom.
n

Tr—00

log(1
7 Taylora vime, ze existuje C' > 0 takové, ze |M71| < Cy pro vsechna 0 < y < 1.
Y

Na [0, K) tedy pro n > K odhadneme

n log(1+7)
‘(1+£) —et| = erle T E T 1] < oK (eCFK 1) >0,
n
. . . 5 — arctany
7. Konverguje stejnomérné k — \:c| na R; Pomoci I’'Hospitala lim S——F—— =
y—00 m
1
Na [0, ﬁ] je |z arctan(nz) — Tx| = [z(arctan(nz) — §)| < %w — 0.
1 . , —arctany
Na [ﬁ’ o0] je nx velké . Tedy diky hm T =
y
c
odhadneme |z(arctan(nz) — )| <z— = — — 0
nr n

4.-6. cviceni
U nasledugicich tad funkci zjistéte : a) Pro jakd x Tada konverguje? b) Na jakém

intervalu konverguje tada stejnomérné nebo lokdlné stejnomérné? c¢) Na jakém
intervalu je soucet Tady spojitd funkce?

1. ix”, 2. Zn2x2+1 3. ZxQ nEL 4. Zlog(l—i—
n=1

nlog? n)

= 2z nx
. t —_ . N Settet .
5 ;arcan(xQ_i_ng), 6 a(O,oo)vyseree;(1+x)(1+2x).”(1+nx)

Vysledky a ndvody:
1. Konverguje lokdlné stejnomérné na (—1,1) a tedy je tam i spojitd;
Podle nutné podminky nekonverguje stejnomérné na (—1,1).
Na [-1 + 4,1 — ¢] pouzijeme Weierstrasse: |z"| < (1 —96)" a Z(l —0)" < 0.
n
a (0,00) a tedy je tam i spojitd;
Konverguje na R\ {0}. Podle nutné podminky nekonverguje stejnomérné.

1 < 1 Z 1 <
a 0.
n2x2 +11~ n262+1 - n262 +1

2. Konverguje lokélné stejnomérné na (—oo,0)

Na R\(—4,d) pouzijeme Weierstrasse: ‘

3. Konverguje stejnomérné na [0, 00) a tedy je tam i spojitd,;



. . 4 . 4
Derivovanim zjistime, ze |u,(2)] < u,(2) = —e 2. Weierstrass a g —e ? < 0.
n n

4. Konverguje lokalné stejnomérné na R a tedy je tam i spojita;

Podle nutné podminky nekonverguje stejnomérné na R.

K? K?
Na [ K, K] pouzijeme Weierstrasse: |u,(z)| < log(l + 5 ) <
nlog”n

nlog®n
a Z konverguje podle kondenza¢niho kritéria.
nlog n
5. Konverguje stejnomérné na R a tedy je tam i spojita;
2n3/2
Derivovanim zjistime, e |uy, ()] < u,(n®/?). Weierstrass a Zarctan( 53 ) < 00.
n

6. Konverguje lokdlné stejnomérné na (0, c0);
1 1

‘1+nm(1+x)-~(1+(n—1)x) s agey

Na [4, 00) odhadneme

a pouzijeme Weierstrasse E T < 00. Nekonverguje stejnomérné :

— (1+0)"~
log((1+x) - (14 na)) <log(l+)+...+log(l+nz) <z +...+nx < n’z,
a tedy un(z) > nixz Nenf splnéna Bolzano-Cauchyho podminka, nebot
exp(n?zx)

2ng 2no 1 1
1y> no__ >

Z u"("o) - z exp(4) ~ exp(4)

n=ngo n=ngo

4.-6. cviceni

Vysetrete stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci nasledujicich Tad funkci:

[e%s) _1)n
ngiﬁljn §: "1 na 0.1, 43 M R, e R,

n=1 n=1

6. Z cosnmc arctan(nz) na [0,27] , 7. Z smf?%m na (0, 00).

Rozhodnéte, jestli jsou ndsledugici funkce dzferencovatelné na (—1,00):
e —1)" & —1)"
2 Py =Y T 5 qw =y CU

n—+x n—+x
n=1 n=1

Vysledky a ndvody:
1. Konverguje stejnomérné; Dirichlet s e, (z) = (—=1)".
3. Konverguje stejnomérné; Dirichlet s ¢, (x) = (—1)".
Prubéh funkce (1 — z)2™ da stejnomérnou konvergenci ay,(z) k 0.

4. Konverguje stejnomérné pro s > 1 a lokdlné stejnomérné pro 0 < s < 1 na (0, 27)+km;

1
Pro s > 1 Weierstrass s a, = —. Pro 0 < s <1 Ize lokdlné Dirichlet s &, = cosnz.
n

2110

1 1
Na celém (0, 27) neplati B-C, nebot Z un< ) > — 100"

n=no
6. Konverguje lokdlné stejnomérné; Na [0, 27] nenf splnéna B-C:

2ng

1
Z un<—) > m Na [§, 2 — ¢] lze uzit Abel s e,, = arctannz

n=no



cosnw . . e
aap(z) = konverguje stejnomérné z Dirichleta.
n

7. Konverguje stejnomérné; Dirichlet s €, (z) = sinz sinnz.

Lze ukézat, ze ¢dstetné soucty &, (x) jsou omezené - i u O!!!
o~ (=1)"
2. Je diferencovatelnd na (—1,00); F'(0) = Z ~——— konverguje z Leibnitze.
n
n=1
oo (o)
roy N EDM(ED , 1

(oo}
Z 1+ 0)2 < oo a diky Weierstrassovi existuje F’' na [—1+44,00), a tedy na (—1,00).
(n—

5 Je diferencovatelnd na (—1,00); Ziejmé G(z) = zF(x), a tedy to plyne z 6.

o0 o0 _1 n
Jde i znovu ovefit predpoklady véty: Z ul, (z) = Z =D

n=1 n=1 (Tl + 1‘)2

a tato fada konverguje stejnomérné z Dirichleta s e, (z) = (—=1)" na (-1, K].
9 o . ke N
a—nm zjistime, ze monotonie v n plati pro n > ng > K!

7. cvicéeni
Pisemka na celou hodinu
8.-9. cvicéeni

Urcete polomeér konvergence ndsledujicich rad:

0 n 0 (’fl' 00 pl

ZZ*.
4Zna+ z pro0<a<b, 52

Sectéte PRIDAT HODNE PRIKLADU NA ABELOVU VETU!
. S U
' = 2n +3°
Rozvinite do Tady ndledujici funkce:

x2 41 1

7. arctanz, 8. poREE 9. e 10. sin®z.
Vysledky a ndvody:
1. R=1; lim {/n = 1.
2 1)(2 1
9 R—4: R—lim—n — iy 2Pt D+ D)
an +1 (n+1)2

1
3. R=1; an = — aa, =0 jinak. lim Un =1.
n!

n2

1 m el
4. R= 3 2 policajti: {/ 25 < {/na™ + &5 < V2nbn.

5 R=0proa<1aR=o0proa>1; Ztejmé z lim a

an+l ’
6. 1 —Z; Na funkci g(y) = Z (=" Z2n+3
47 2n +3

n=0

o0

pouzijeme Abelovu vétu.



1
J(z) = Z(—l)”22"+2 =1- 1122 tedy g(z) = C + z — arctan z.

oo
7. Z 2n—|— 1 2"+1; Zintegrujte (arctanz) = i 2

n=0

. —1— Z 2952" . je geometricks Fada.

umime a souc¢in dvou fad podle vzorecku.

1
k 1)z

k=0
1 , .
(1 — cos2x) a fadu pro cos zndme.

2’“; sinz = -
2

10. cviceni

Naleznéte Fourierovy Tady ndsledugjicich funkci:
1. sgn(z) na (—m,);
2. 2% na (0,2n), Co dostaneme v bodé z = 07;
3. Napiste 22 na (0, 7) jako soucet sinové fady;

4. sin(ax) na (—m, ) pro a ¢ Z.

Vysledky a ndvody:
4 Nosin(2n + 1
1.1= = nz::o % pro vsechna z € (0, 7).
dn? Ny 4 4
2. x% = % z:: (— cosnx — % sinnx) pro viechna x € (0, 27);

2

Dvakrat per-partes. Dosazenim v 0 dostaneme Z 2= 6
k=1

o0
2m 4
3. 2% — <7—1"+1 ——1"—1)' sechna = € (0,7);
x nz::l n( )T 4 —3 ((-1) ) ) sinna pro viechna z € (0, )
Pracujeme s 27-periodickou funkef, kde f(x) = 2% na (0,7) a f(z) = —2? na (—,0).
, 2sinma = (—1)"t'nsinnz 3
4. sinax = - Zl T2 pro vSechna x € (—m,7);
1
Dle vzorce pro cos a—cos 3 dostaneme sin ax sin kz = i(cos(“mgm)—cos(mgim)).

11. cviceni

o .. 9 ) 2
sin” no cos” na
1. Sectéte g 5 a g s— pro0 <a<m.
n n

n=1

n=1
= 2% na [-m,7]?

2. Co tvrd{ Parsevalova rovnost pro funkei f(z)

o0
3. Sectéte Z q" sinnz pro g € (—1,1). Je tato fada Fourierovou radou svého soucétu?

n=1
5

o0 27
. cosnx . 2 .
4. Sectéte E — aspoctéte / €°%% cos(sin ) cos nz.
n: s
2

n=0



Vysledky a ndvody:
1
1. ZSID na: 7]'—0( ZCOS nazg(ﬂ2—3ﬂ'a+3a2)’

o0 .
o « 2sinka
Aplikujeme Parsevalovu rovnost na X[_q,q)(7) = — + E i sinnz.
et m
(o] o0 .
; , cos? na 1 — sin? na
Tim dostaneme prvni rovnost. Druhou z E — = E s
n n

n=1 n=1
=1 2 4(—1)*
Z*iﬂ b =0, a0f§7r23akf (k‘2)

gsinx . . .
— - =1TIm " ’"‘” a seCteme geometrickou fadu
"1—2gcosx + g2 Z ¢e &

=, . \n 1 1—ge ™ gsinx
Z(qe“r )= — = 5 . Funkce ———————
ot 1 —qe® 14 ¢q* —2qcosx 1 —2gcosx +q
je v8ude diferencovatelnd, a tedy je Fourierovou radou svého souctu.

5 [e%e} i
(&

o T inx
4. e“®%cos(sinz) a / e cos(sinz) cosnz = —; E = Re( E ' )
n n!

™ !
2 n=1

2

=° = OO THISINT — €7 (cos(sinz)+isin(sinz)).

7 tady pro exponencielu Z

n=1

5

m‘:‘

™

Z jednoznac¢nosti koeficientu Fourierovy rady dostaneme hodnotu /
2

12. cviceni
Pisemka na celou hodinu



