1. cvicéeni

U ndsledugicich diferencidlnich rovnic nebo soustav diferencidlnich rovnic naleznéte
obecné teseni popripadé Teseni vyhovujici poédtecni podmince:

1 -2 -1

1.y’:<§ §>y, 2.9 =[|-1 1 1 ]y
1 0 -1
1 -1 1
3.9y = (_813 —58> y; 4y=|-1 2 2|y
-2 1 3
Vysledky a ndvody:
LY & 2\ 4
1. Cl (_1> + OQ (1> 64 .
1 3 0
2.C1 0] +Cy | —2 e + C3 1 e ”.
1 1 -2

3. Ch beosz . + Cy > s ; K vlastnimu ¢éislu Ay = ¢
—8cosx —sinx cosx — 8sinx

odpovidé vlastni vektor (z E 8) a k Ay = —i vektor (_25_ 8) .

sinx + 3cosx 3sinx — cosx 0
4.Cy | 2sinz+cosz | e® +Cs | sine —2cosz | e +C5 [ 1] .
—sinz 4+ 2cosx 2sinx + cosx 1

T1. Rozhodnéte o otevienosti a uzavienosti ndsledujicich mnozin (0, 1), [0, 1),
{1}, [1,00) v (R,]-]) a [0,1) v R s diskrétni metrikou.
T2. Existuje A C R, A # () a A # R takovd, ze A je zdroveri oteviend i uzaviend?

2. cviéeni

Naleznéte tesent ndsledujicich soustav diferencidlnich rovnic poptipadé teseni vy-
hovugjict pocédtecni podmince:

-2 -2 9

1.y = 3 1 yanechf y1(0)=3ay(0)=1;, 2.¢/'=(0 2 2|y
1 1
-2 -1 6
4 3 =5 1
3.y =1-2 -2 2 Jyanechty0)=|1];
3 2 -4 1
-1 -1 0 0
0o -1 1 0
LY=1lo o0 -1 oo |¥
o -1 -1 -1
Vysledky a ndvody:
1 2z 1 1 2z
1. <1>e +2(<1)x+<0>)e .
! T+ 2 2 po—1
2.00 | =2 e +Cy | —22 | e+ C; —z241 e,

0 1 T



2 rz—1 2 1 rz—1
3. -1+ 2 e~ %; obecné feseni C1 | —1 | +Cs [ 0| e7*+C5 2 e ",
1 T 1 1 T
2
1 0 —z+1 -5t
0| _. 0] _. 1 ,m z—1 e
4. Cl 0 e + C2 0 (& -+ Cg 0 (& -+ C4 1 e 3
0 1 —x _a?
2
1 0
s , 0 0
Vlastni ¢isla A 234 = —1 a vlastni vektory 0 a ol
0 1
-1 c
7 jejich linearni kombinace 8 existuje pokracujici vektor (1) pro ¢c,d € R.
-1 d
1 0
Nalezneme c, d, aby §lo dale pokracovat. A to z (1) pokrac¢ujeme _1
0 0

T1. Ukazte, ze metriky ||.||1, ||.]l2 @ ||.||co jsou na R™ ekvivalentni. Dokazte tedy,
ze pro kazdé x € R plati

1
ezl < llzlleo < llllz < flzl:-

T2. Dokazte, ze mnozina G C R je oteviend v (R, |.|), pravé tehdy, kdyz je
spocCetnym sjednocenim otevienych intervald.

3. cviceni

Vysetrete uzavrrenost a otevirenost ndsledujicich mnozin:
L {222 +y* <1}, 2. {ay®*>1, 2> —1}.

Naleznéte reseni nasledugicich soustav diferencidlnich rovnic poptipadé reseni vy-
hovugict pocédatecni podmince:

2 -1 2 e
3 2 457 1
3.y’:(1 2>y+<0>ay(0):<0>; 4.9y=(1 0 2 )y+[ 0 |;
-1 1 -1 0

r (21 2e” 1\ | , (0 1 4dsinz
5'y_<1 2)y+(28inx)’ 6'9_<—1 o>y+< 0 )
-1 2 0
! <—3 4> T \En
1. Oteviend . 2. Uzaviend; Prunik dvou uzavienych.

3. — (?) et 4 G’) €5%: Obecné fedent je C <_11> e’ + Cy G) el 4 (i’) e,

Vysledky a ndvody:

1 1 0 %
4.C1 | 1 |e"+C |1 |e"+C3 |2+ | 3 e,
—1 0 1 _1

3

_ 2 1
5. Cy 1 T 4Oy 1 &3 4 r—1 o 4 53cosx—|— 5451r.1$ :
-1 1 —T —zCosxT — s sinw



c+dx

asinz + bcosx
csinz +dcosz )’

. 96T |
ResSeni s pravou stranou ( 8 ) hleddame ve tvaru (a + bx) o

e 0 [
a TeSeni s pravou stranou 9 gin 2 hledame ve tvaru

Jedno partikuldrni feseni dostaneme souctem téchto dvou feseni.

6. Cy ( co§x ) L0y (sin:z:) n (26089:+2xsin:1:> :
—sinz cos T 2z cos T
Resen{ s pravou strano dsinz hleddme ve tvar a+ bz COS T+ e+ fz sin
S P u u 0 Vi L D ST g—i—hxbx'

To je docela otravné, a proto je mozné lepsi pouzit variaci konstant.

Necht yo(x) = Cy (x) ( cos T ) + Ca(x) <Z)I;i> . Po dosazeni dostaneme

—sinzx

Ci(z) < o8 )+C§(x) <smx> = <4 S :v) . Vyndsobime prvni rovnici sinz a druhou cosx.

—sinx cos T 0

Po sectenf téchto rovnic dostaneme C(z) = 4sin? x a standartné dopocteme.

1\ = 2\ o2 —e® log(e?® + 1) + 2¢%® arctan e®
TG (1) e+ G (3) e log(e** 4 1) + 3e** arctan e”

Partikuldrn{ feseni hleddme ve tvaru Ci(x) (1) e* + Cy(x) (g) e,

T1. Necht A, B C R ana R (a R?) mdme euklidovskou metriku. Rozhodnéte o
platnosti:
(i) A, B jsou oteviené == A x B je oteviena v R?.

(i) A, B jsou uzaviené = A x B je uzaviené v R
T2. Necht A, B C R ana R (a R?) mdme euklidovskou metriku. Rozhodnéte o
platnosti: o
(i) Ax B=Ax Bv R
(1) int(A x B) = int A x int B v R?.

V (i) miize byt uzitecné si nejprve dokdzat A = {x € P: 3z, € A, ze x, — x}.

4. cviceni

Rozhodnéte, jestli jsou ndsledujici mnoziny kompaktni:

L A{[z,y] e R*: 2%+ <1}, 2. {[z,y] e R*: 2® + 43 <1},
11 {[z,y] € R?: ' +y*—dazy =0}, 12.{[z,y,2] € R®: a+y+z =5, aytyz+za = 8}.
Rozhodnéte, jestli existuje limp, 110,01 f(2,y) pro:

3
x x
3. ——L—, 44— 5
VvV +y? =ty =ty

4, 4 2Y o
4y 9 ong2y? arctan(z?) siny
29 g vt oqp AT )SMY
x? 4y = +v) a2 4y

2 — zy 4+ y? na mnoziné

Naleznéte maximum a minimum funkece f(z,y) =«
7. My ={2"+y* <1}, 8 My={|z[+]|yl <1}
Vysledky a ndvody:
1. Ano; Uzavfenost: g(z,y) = 2° 4 4° je spojitd a M = g~ ((—o0, 1]) je vzor
uzaviené mnoziny. Omezenost: [z,y] € M = |z| <laly| <1= M C B(0,2).
2. Ne; Je uzaviend, ale Vn € N [-n,n] € M = M neni omezena.
3. Nelze rozsitit; Po ose x = 0 limita 0 a poy =0 je + 1.



23
4. Lze rozsitit 0; ‘7‘ < |zl
/.'L'2 + y2
5. Nelze rozsitit; Po ose z = 0 limita 0 a po pfimce y = x je 3
4,4 4 4
=+ T
y_ _ + Y <224+ y2.
Vaiay Vi ry? ety
9. Lze rozsitit 1; = exp(aczy2 log(x? + y2)) a
z2y?| log(2? + 3?)| < (22 + y?)|log(x? + y*)| — 0, nebot t*logt — 0.
2y ‘
z? + y?
1

6. Lze rozsitit 0;

arctan(z?) siny
x2 4 y?

< < Ll
—|T|.
- -2

10. Lze rozsitit 0;

. . . 3.
7. Minimum 0 je v [0, 0] a maximum 5 dev [%,—ﬁ] a [—%, %},

7 0= of =2r—yal= % = —x + 2y dostaneme podezfely bod [0, 0].

Ox
Hranici parametrizujeme [cost,sint], ¢t € [0, 2x]. Derivaci F(t) = f(x,y) = 1—costsint
s 2 14 1 1
dostaneme ¢tyfi podezielé body [:I:%, iﬁ]'
8. Minimum 0 je v [0,0] a maximum 1 je v [£1,0] a [0, £1];

3] 3]
7 0= or =2r—yal= 6—f = —x + 2y dostaneme podeziely bod [0, 0].
Y

Or
Ctyii ¢asti hranice parametrizujeme [t,1 —t], [t,—1+1t], [~t,1 —t] a [-t,—1 +1].
Podezielych bodu je osm: [£1,0], [0,£1] a [i%,i%}.
11. Ano; Uzaviend - standartné. Sporem dokdzéme, ze M C B(0,10).

Necht [z,y] € MN(R?\B(0,10)) = |x| > 5 nebo |y| > 5 (jinak x*+y* < 52452 < 10?).
Necht BUNO |z| > |y| a |z| > 5, pak z'+y*—dzy > |z|*+0—4|z]> > 0 = [z,y] ¢ M spor.
12. Ano; Uzaviens - standartné. Od (z+y+2)? = 25 odectéte 2xy+2x2+2yz = 16.

T1. Necht Ky, K5 jsou kompaktni mnoziny v (P, p). Musi byt K1NKy a K1 UKy

kompaktni?
T2*. Necht (P,p) je metricky prostor a B(x,r) C B(y, R).

musi platit B(z,2r) C B(y,2R).

Rozhodnéte, zda

5. cviceni

U ndsledujicich funkci naleznéte spojité rozsieni na R?, spoététe parcidlni derivace
a totalni diferencidl vsude, kde existuji:
2 3 ;
Ty T Y -1 sin(z — y)
1.2%y3, 2. —2—, 3. . 4 . B.ea? ity 6. oy—m——t
Pomoci derivace sloZené funkce spoctéte

*

dp
8. Dokazte, ze log(x? + y?) spliuje foe + fyy = 0. Dokazte, ze pokud f spliuje

2 —y

7. proz =2+ 9% z=rcosy, y=rsing a z*(r,¢) = z(z,y).

z Y .
fow + fyy =0, pak g(z,y) = f(ma m) splituje gzz + gyy = 0.

h h h
(Pouiivéme zde standartni znaceni h, = a—, hy = a—, r = a—)
ox Oy 0x?
Vysledky a ndavody:
L df (z,y)(h1, ha) = 20y°h1 + 2°3y>ho.



2wy (2? +y?) — x2y2xh +x2(x2 +12) — 2%y2y
(22 + 42)2 1 (22 + 2)2
df(0,0)  9£(0,0)

a v [0,0] jsou B oy =0, ale df(0,0) neexistuje :

2. df (x,y)(h1, ho) = ha pro [z,y] # [0, 0]

2
x
m po oséch 0 a po piimce x = y je 273,

3. Nelze spojité dodefinovat do [0, 0]. Jinde mé totdlni diferenciél.

lim

3
4. Totaln{ diferencidl mé vsude, i v [0,0]. |%| < |yl — 0.
2 +y

e

o=

— 0.

1
5. Totaln{ diferencidl mé vsude, i v [0, 0]. §(x2 +y) <2+’ +aya

6. Do bodu [z, z] lze spojité dodefinovat hodnotou %

a do bodu [z, —x] nelze spojité dodefinovat.
V téchto bodech nemé parcidlni derivace pro = # 0. V [0, 0] nemd totélni diferencidl.

. 0z*

0 = 23T + 2y Yy = 227(—sinp) + 2yrcos ¢ = 0.
0z* .
o ZgTyr + ZyYr = 2TCOS p + 2y sin p = 2r.

8. O f(a,b) vime fuq + fop = 0. Derivace slozené funkce dd
0 x 0 Y y? — 2 —2zy
Yz = fa%(ﬂ —|—y2) +fb%(x2 +y2> =Ja (22 + 12)2 +fb(x2 +y2)2
2 2
Y- —x —2xy
(22 + y2)2 + fa (22 + y2)2
tedy podle derivace souc¢inu dostaneme

. 0
7 derivace slozené funkce vime 7 fa = faa
x

2 2 2

2 2 2
- 2wy \ Y -w Oy -z
Goz = (faa @2 120 + fab (22 +y2)2) (22 +12)2 +faax((x2 +y2)2) +

Podobneé spocteme gy, a po ipravé vyjde gzp + gyy = COSI - (faa + fon) = 0.

T1. Setrojte funkci f : R? — R, ktera je parcidlné spojitd, ale neni spojité.
Rekneme, Ze f je parcidlné spojitd, pokud pro kazdé zy € R je funkce g(y) =
f(zo,y) spojitd na R (jakozto funkce jedné proménné) a pro kazdé yo € R je
funkce h(x) = f(z,yo) spojitd na R.

T2. Sestrojte funkci f : R?> — R, kterd m4 v bodé [0, 0] derivaci ve viech smérech
D, f(0,0), ale nen{ v bodé [0, 0] spojita.

T3. Sestrojte spojitou funkci f : R?> — R, kterd ma v bodé [0,0] derivaci ve
v8ech smérech D, f(0,0), ale neexistuje totalni diferencial D f([0,0]).

6. cviceni

Pisemka na 60minut hodinu.
Predtim néco z téchto prikladu:
Naleznéte mazimum M a minimum m funkce f na mnoziné S:

3 fleyy)=2—-2y—3, S={0<2<1,0<y<1, 0<zx+y<1},
4 f(ey) =@ —ayty’, S = &+’ <1}, 6. f(2,y) = (@P4yP)e ), § =R,
1 1 1 3
8. f(z,y,2) = (x+y+2)e”@FWH3) g — (350, y>0, 2> 0}.
Vysledky a ndvody:
3. M = f([1,0])) = =2, m = f([0,1]) = —5; Uvnitf neni extrém.



6

Kraj ma 3 ¢éasti: a)xa =0 f=-2y—3,b)y=0f=2-3,c)x=1-y f =1-3y—3.
4 M = f([ g~ ) = F(— 25, L) = 3/2, m = £([0,0)) = 0
Uvniti je podeztely bod [0,0]. Kraj parametrizujeme x = cos ¢, y = sinp, ¢ € [0, 27].

f=1—sinpcos. Podeztelych je 5 bodu [1,0], [j:%, :l:%}

1
6. M = ~ pro viechny body, kde z® 4+ 3% = 1, m = £([0,0]) = 0;
Ziejmé f(x,y) = g(z*+y?), kde g(t) = te™!. Vysetifme tedy pribeh funkee g na [0, c0).
Zjistime, ze M, = g(1) a my = ¢(0).
7. M= f([%aQ\/g])7 m = f([_%7 _2\/5])a

Vysetiujeme pomocnou tlohu f(Z,7) = & + ¢, na § = {#? + 35> < 1}

.1
ay=—.
Y

a zpét se vratime substituci & =

8|~

Okraj §, tedy elipsu parametrizujeme z = cos ¢, y = — sin .

V3
1
8. sup = o= f([1,0,0]), inf =0 = f([0,0,0]);
Je potieba se omezit na néjaky kompakt, abychom mohli pouzit vétu.

Uvnitf nejsou podezielé body. Ani na hrani¢nich '¢tvrtrovinach’.
Na hrani¢nich pfimkach jsou podezielé body [0,0,0], [1,0,0], [0, %, 0] a [0,0, %]
7. cviceni

Vysetrete lokdlni extrémy funkce:
50 20
La?4y? -2y, 2. ay+—+"—naM=1{x>0,y>0}, 3. 23+y*>+2°>+6zy+2z,
Ty
4. (1+e¥) cosz —ye¥, 5. a4+ 2%+2y% + 2% —yz — 5y + 3z
Vysledky a ndvody:

1. Lokéln{ minimum v [0,1]; Snadné rozcvicka :-).

2. Lokdlni minimum v [5,2]; Zy—33 =0=xz— % dostaneme 2z = 5y.
100
Matice D? = < mf 40 ) je v [5,2] pozitivné definitni.
yS

3. Lokdln{ minimum v [6,—18,—1] a v [0, 0, —1] nenf nic ;

6z 6 0
Matice D> = 6 2 0 | jev [6,—18,—1] pozitivné definitni.

0 0 2

V [0,0, —1] vySetfime pifmku [z,0, —1]. Zde f = 2® — 1 nem4 ani max ani min.
4. Lokalni maximum v [2k7,0] a v [(2k + 1), —2] nenf nic ;
. 2 [ (1+e¥)(—cosz) —e¥Ysinx
Matice D™ = ( —e¥sinx evVcosx —e¥(2+y)
je v [2km, 0] negativné definitn{ a v [(2k + 1)m, —2] indefinitni.

5. Lokaln{ minimum v [-2,1,—1] a v [0, 1, —1] nenf nic ;

Na pifmee [z,1,—1] je f = 2*+x3+£([0,1, —1]) a tato funkce tam nemd ani max ani min.
T1. Dokaite, ze f(z,y) = (x—4%)(2x —y?) ma v [0, 0] lokaln{ minimum vzhledem
ke vsem ptrimkam, ale nemé tam minimum.
T2. Sestrojte funkce f,g € C?(R?) tak, ze D?£(0,0) i D2?g(0,0) jsou pozitivné
semidefinitni, f m4 v [0, 0] lokdln{ maximum, ale g nemé v [0, 0] lokdln{ maximum.



8. cviceni

Za pomoci véty o implicitnich funkcich spoctéte:
1. Yo a You, pokud 2 +y® = 22y v bodeé [1,1].
2. Ty, Yo & 2y, pokud u = 2% + 9%, v =1? — 229 a 2 = log(y* — z?)
vbodé u=5 v=-7 x(5-7)=1ay(5 -7 =2.
3. Dokazte, ze existuji funkee z(z,y) a t(x,y) spliujici na okoli
r=1 y=-1, 2 =2, t:()vztahyx2+y27%z27t3 =0ax+y+z—t—2=0.

0
Spoctéte druhé derivace z(z,y), t(z,y) a ddle a—w, kde w = z2%¢'.
x
4. zzy v bodé u = 2, v =1 jestlize = u+ 1%, y=u?—1v>az=2uw.

Vysledky a ndvody:
1.y/(1) = =1 a y”’(1) = —16; Derivovanim rovnice dostaneme 32%43y%y’ = 2y+2xy’.
Odtud po dosazeni z = 1 a y = 1 dostaneme 3y’ = —1.

Opétovnym zderivovanim 6z + 6yy'y’ + 3y°y” = 2y + 2y + 2xy/".

1 1 ., .0
2.2z, = 5 Yy = 1 a zy = g; Derivaci rovnic B dostaneme

0 = 222, +2yy, a 0 = 22z, —22,y> —222yy, —1. Dosadime z = 1, = 2 a vyfesime.
—2x -1 2y 1 2

Podle tetizkového pravidla z, = 2, + 2yyy = e 5 + R 1= 3

3.z, =1, zy =1, t, =2, t, =0, tm:zmzizzyy:tw, txyzzxyziawmzm;

Derivac{ rovnic dostaneme 2z — 2z, — 3t%t, =0a 1+ 2z, — t, = 0.
2z — 3t? (2 — 6tt,)(z + 3t?) — (22 — 3t%) (2, + 6tt,)

Tedy Zy = W a derivovanim Zox = (2: n 3t2)2
Déle w, = 2zz4e' + 2%t el =4+ 8 =12.
26
4. 2y = o1 Z prvnich dvou rovnic muzeme imlicitné urcit pro u(z,y),v(x,y)
4 5 ! td. Z posledni rovnice dost
Vg = —, Uy = —, Uy = —, U, = — atd. osledni rovnice dostaneme
SO TR R TR A VI T P

Zp = 2UgU + 2uvg, a tedy zgy = 2Ugy¥ + 2UgVy + 2UyUy + 2UVgy.

T1. Je podminka %—5(&1}) # 0 ve vété o implicitni funkce nutnd? Dokazete
sestrojit funkci, kterd spliiuje vsechny predpoklady (kromé tohoto) a %—5(&3, ) =0
a presto plati zavér? (

T2. Sestrojte funkce f : R? — R, tak, Ze f m4 parcidlni derivace ve vsech
bodech, g mé spojité parcidlni derivace, ale f(g(z)) nemd parcidlni derivaci v [0, 0].

9. cviceni

Naleznéte mazimum M a minimum m funkce f na mnozZiné S':
1. f(z,y,2) = 2% 4+ 2% + 322, S = {2 + 32 + 2% < 100},
2. f(z,y,2) =xyz, S={2>+3°+22=1, s +y+2 =0},
3. f(z,y,2) =102+ —y, S={2* +9y*+ 22 <1, x+y >0},
4. Pomoci vézanych extrému dokazte /zq- -z, < m
Vysledky a ndvody: !
1. M = f([0,0,£10]) = 300, m = f([0,0,0]) = 0; 2x—2Xx = 0 < (z = 0) nebo (A =1)

Podobné pro 4y — 2 Ay = 0 a 62 — 2Az = 0 a rozdiskutujeme vSechny moznosti.



2. M = f([ L, 2 2 = fl s 2 D) = F(2 & 2D

m = £ Fh 5D = 103 55 4D = A 7o Ay
L =xyz+ M (22 +y* + 2%) + Xa(x + y + 2). Odecteme od sebe rovnice
yz+ 20+ =0=x24+ 2y + Ao =2y + 2X12 + Ao
a rozdiskutujeme na pifpady (x = y) nebo (y = z) nebo (z = 2).

%\H

Po dosazeni do 2% +y* + 2 =1 a = + 3 + z = 0 snadno dopocteme.

— 1 -1 10 / —1 1 107y _ i
3'M_f([\/ﬁ’\/ﬁ \/W]) 102, m = f([\/@7\/17ﬁ57/m])—_\/102,

a) Uvniti koule nenf extrém. b) Na roviné = + y = 0 také ne.
¢) Vysetiime extrémy na celé sfére 2+ 422 =1

Z1+42 r=0=—-142\y =10+ 2)\z snadno uré¢ime z = —y a z = 10x.
Tedy lehce dostaneme podezielé body [\/11(T2’ \/_1%7 \/110@] a [\/_1%, \/11727 \;%].
Oba tyto body lezi v poloroviné z 4+ y > 0, a tedy jsou pro nds podezielé.

d) Kruznici K = {z +y =0, 2% + y* + 2° = 1} nemusime vysetiovat,
nebot max na ni < max na sféfe a to uz zname. Analogicky pro min.
4. Na mnoziné S = {z; > 0, x1+. ..+, = 1} hledejte extrém funkce f = x1 - - z,.

Na kraji je f =0, a tedy tam neni max. Z rovnic snadno dostaneme 1 = ... = x,.
Tl Necht f € C([0,1]) a mé&jme zobrazeni I : C([0,1]) — R definované jako
fo ) dz. Dokazte, Ze toto zobrazeni je spojité.

T2* Ukazte ze B(0,1) v C([0,1]) je uzaviena, omezend, ale neni kompaktni.

10. cviceni

Naleznéte mazimum M a minimum m (popfipadé supremum s a infimum i) funkce
f na mnoziné S:
1 f(z,y) = —a* —y*, S ={a? + 2% > 1},
2. f(z,v, )—xy 2,8 ={r+2y+32=6, >0, y >0, z>0},
3. fa,y,2) =28 +2® + ¢y — 60— 2y, S ={[r,y,2] € R®: 2 > 2°},
4. fz,y) =y, S={@"+y*)* = day},

n 1 1
5. Pomoci vazanych extrému dokazte leyl < (Z ) g (Z yz> ’,

i=1 i=1
1 1
kde —+-=1awz; >0, y; > 0.
p g
Vysledky a ndvody:

Los=f([xgs, £22) = -4, i= —o0;

7 —4x® 42Xz = 0 = —4y>+4)\y lehce dostaneme z = 0 nebo y = 0 nebo y? = 2z2.
2. M =f(1,1,1]) =1, m=0na SN {z =0 nebo y = 0 nebo z = 0};
Vynasobime ‘gL -x, % Y 57

3. s =00, m= f([V2,1,0]) = —1 — 4V/2; Ziejmé s = co.
f([1,0,0]) = =5 a pro [z,y,2] € SN (R*\ (-3,3)*) je
f(z,y,2]) = 2% + 2(2® — 6) + (y — 1) = 1 > —1. Tedy zde nenf infimum.
Omezme se na kompakt S = {[z,y, 2] € R*: 2 > 2} n[-3,3]%.
Uvniti je jediny podezrely bod [v/2,1,0].

Na &4sti hranice {z > 2°} N 9[-3,3]> madme f > —1 a nenf tam extrém.

-z a dostaneme J;y2z3 =-Ar = -y =—-\z.

a [-3,3]> N {z = 2%} pouzijeme Lagrange. Bud z = 0 a mame bod [0, 1, 0],



nebo do — 32 = X\ = 32% — 6 dosadime z = 22 a dostaneme body [1, 1, £1].
1 3 3 1 3 3
4. M = f([(FH)7,4(55) 1) =4(F)1, m=f([~(F)7, —4({5)1]) = —4({5)1;
Z % =0 plyne > +3° = ¥, Dosadime do (22 +9%)? = 4y a dostaneme y = 42>,
Po dosazeni y = 423 do 2% + y° = ¥ snadno dopocteme x.
T1*. Definujme si metricky prostor Riemannovsky integrovatelnych funkef R(]0, 1])

a na ném metriku p(f, g) fo |f(x (z)| dz. Ukazte, ze tento prostor neni uplny.
T2*. Naleznéte F;, uzaviené (Ve Vhodnem metrickém prostoru (P, p)), Fny1 C
F, pro n € N tak, ze () _ = { pro a) diam F,, = oo b) diam(F,) < 1 ¢)

diam(F;,) < 1 na prostoru spOJltych funkei C(]0, 1]).

11. cviceni

Pisemka na 60 minut.
Nejprve na tabuli predvést jeden piiklad s neomezenou S.

12. cviceni

Naleznéte mazimum M a minimum m funkce f na mnoziné S:
L fle,y)=a+y, S={z3+y*> 20y =0, >0, y >0},
2. f(z,y) = 2* +y* +162*, S = {[r,y,2] € R®: ayz > 1},
3. flz,y,2) =ayz, S={z+y+2=5, zy +yz+ zx =8},
4. f(z,y) =2y, S ={(z* +vy»? = Kzy}, K > 0.
Vysledky a ndvody:
L M = f([1,1]) =2, m = f([0,0]) = 0;
Odectenfm 1+A(322—2y) = 0 od 1+A(3y*—2x) = 0 dostaneme (z—y)(32+3y+2) = 0.
Z x =y a > +y> = 2zy dostaneme podeziely bod [1,1].
Vysettenim kraju S N {z =0} a SN {y = 0} nalezneme minimum v [0, 0].
2. M =00, m= f([\s/i \3/57 ?]) = f([_\s/i_\?/i’ ?D =
Supremum je jasné. Omezime se na S = {:c2 + 9% + 22 <100, zyz = 1}.
Vynésobime prvni rovnici  druhou y a tfeti z.
Po odecten{ dostaneme z* = y* = (22)? coz m4 4 feseni pro zyz =1 .
3. M = f(44, 3D = 74,5, 3D = £((5,3.4) = 12172,
m = f(12,2,1]) = f([2,1,2]) = F([1,2,2]) =
Omezenost mnoziny: viz cviceni 2, prlklad c1slo 5.
Po odecteni rovnic pro derivace lehce zjistime, ze (x = y) nebo (y = z) nebo (z = z).
Po dosazeni do x +y + 2 =5 a xy + yz + zz = 8 dopocteme.
4. M = f(5 ) = 5 m=f(0.0) = 0;
Omezenost je standartn{ a (netrividlni) a nezapomene ovérit i maximélni hodnost.
Prvni vazbovou rovnici vynasobim x a druhou y a odectu.
Snadno dostaneme bud x = y nebo x = 0 nebo y =0 .
T1. Dokazte, ze konecné sjednoceni fidkych mnozin je fidka mnozina
T2. Necht A C C([0, 1]) je mnozina vSech 1-lipschitzovskych funkeci. Rozhodnéte,
jestli je A uzaviend a ridka.
T3*. Ukazte, 7ze existuji A,B C [0,1] tak, 7ze A je prvn{ kategorie a B m4
Lebesgueovu miru 0.



