GEOMETRIE [I

Co JE DOBRE ZNAT KE ZKOUSCE

Kuzelosecky

Rovnice kuzelosecek
Kuzelosecky jako mnozina bodd X v roviné, planimetrické definice kuzelosecek.

Jednotna charakterizace kuzelosecek: |X F| : | Xp| = k; rovnice kuZelosecek v polarnich sou-
fadnicich.

Samostatné odvozeni rovnice elipsy v polarnich soufadnicich na zakladé planimetrické definice
a kosinové véty.

Parametrické vyjadfeni kruznice, elipsy, paraboly, hyperboly. Hyperbolické funkce.

Quételetova—Dandelinova véta

KuZelosecky jako prunik roviny a kuzelové plochy, Quételetova—Dandelinova véta pro elipsu. Odvo-
zeni charakteristické vlastnosti z planimetrické definice elipsy. P¥istupy k definici kuZelosecek v SS
ucebnicich.

Elipsa jako pranik roviny a valcové plochy.

Konstrukce kuzelosecek
Zahradnicka konstrukce elipsy. Bodové konstrukce elipsy: prouzkova souctova (rozdilova), trojihel-
nikova, bodova konstrukce dle planimetrické definice. Princip elipsografu.

Bodova konstrukce paraboly dle planimetrické definice.

Bodova konstrukce hyperboly dle planimetrické definice.

Tecny, asymptoty, ohniska
definice a rovnice; tena, ohniskové vlastnosti, véty o te¢nach a asymptotach.

Homogenni souradnice
Zavedeni homogennich soufadnic.

Transformace kuzelosecek
Matice kvadratické formy, matice kuzelosecky; translace a rotace; singularni a regularni kuZzelosecky,
klasifikace.

Prevedeni rovnice kuzelosecky na kanonicky tvar pomoci posunuti a otoceni.

Metoda invariantu.

Klasifikace kuzelosecek
Klasifikace kuzelosecek, kuzelosecky regularni a singularni, jejich rovnice a matice.



Geometricka zobrazeni

I. Afinni zobrazeni

Délici pomér
Definice, vyjadfeni pomoci soufadnic tfi bodii na pfimce. Vlastnosti symbolu (A4, B; C'), hodnota pii
zaméné bodu.
Afinni zobrazeni
Motivaéni uvahy v Ay: zobrazeni reprezentovana matici, ptiklady; zobrazeni zachovavajici délici
pomeér.

Definice afinniho zobrazeni. Existence asociovaného zobrazeni f: V,, — V,,, ovéfeni vlastnosti
homomorfismu, definice asociovaného homomorfismu, alternativni definice afinniho zobrazeni po-

moci asociovaného homomorfismu. Uréenost asociovaného homomorfismu afinnim zobrazenim a
naopak, otazka jednoznacnosti.

Zobrazeni rovnobéZnych pfimek afinnim zobrazenim. Souvislost injektivnosti / surjektivnos-
ti asociovaného homomorfismu a afinniho zobrazeni. Urcenost afinniho zobrazeni pomoci obrazt
LNZ bodu.

Analytické vyjadreni afinniho zobrazeni
Odvozeni analytického vyjadfeni afinniho zobrazeni pomoci matice asociovaného homomorfismu.

Restrikce a skladani afinnich zobrazeni, grupa afinit

Restrikce afinniho zobrazeni je opét afinni. SloZeni dvou afinnich zobrazeni je opét afinni, inverzni
zobrazeni k afinnimu zobrazeni je opét afinni. Afinita (afinni transformace afinniho prostoru), grupa
afinit (afinni grupa afinniho prostoru). Matice slozeni afinit a matice inverzni afinity.

Samodruzné body a sméry af. zobrazeni

Samodruzné body geometrickych zobrazeni. Hledani samodruznych bodi afinniho zobrazeni fese-
nim soustavy, existence jejiho feSeni (pomoci Frobeniovy véty), mnoZzina vSech samodruznych boda
afinniho zobrazeni tvoii afinni podprostor.

Smér afinniho prostoru, samodruzny smér. Hledani samodruznych smérd, vlastni ¢isla a vlastni
vektory. Prostota afinniho zobrazeni a nenulovost vlastnich ¢isel asociovaného homomorfismu.

Posunuti, stejnolehlost
Afinity, pro néz je kazdy smér samodruzny a jejich asociovany homomorfismus, existence a jedno-
znacénost vlastniho ¢isla A, A = 1 (translace), A # 1 (stejnolehlost).

Skladani translaci, grupa vsech translaci daného afinniho prostoru.
Skladani stejnolehlosti s tymz stfedem, grupa stejnolehlosti s tymz stfedem.
Skladani stejnolehlosti s riznymi stfedy, stejnolehlosti a translace; grupa homothetii.

Vztahy mezi grupami transformaci afinniho prostoru:

grupa translaci C grupa homothetii C grupa afinit .

Zakladni afinity a projekce
Afinni zobrazeni, jejichz mnoZina samodruznych bodi je nadrovinou g, kompletni klasifikace.
Obraz bodu B ¢ g lezi v o (projekce ve sméru Ker f = [f(B) — B]).
Obraz bodu B ¢ p nelezi v :
- zakladni afinita s charakteristikou, charakteristika zakladni afinity £ = (X, f(X); Xo), kde
Xo=Xf(X)No,
- élace (zékladni afinita bez charakteristiky).
Involuce, zékladni afinita je involutorni <= neni élacia k = —1.
Kazdou afinitu afinniho prostoru A,, 1ze slozit z nejvyse n + 1 zakladnich afinit.



Analytické vyjadfeni zobrazeni s nadrovinou samodruznych bodt p: CT X + ¢ = 0, maticovy zapis
f(X) = X + (CTX + ¢) - L. Podminky, kdy je zobrazeni s nadrovinou samodruznych bodit élaci
(CTL = 0), projekci (CTL + 1 = 0), vypocet charakteristiky zakladni afinity a podminka existence
(k= C%LH, piicemz CTL # —1a CTL # 0), involuci (CTL + 2 = 0).

Kompletni klasifikace afinit v roviné (uvédomeéni si riznych kombinaci samodruznych bodu a
sméru).

Modul afinity, ekviafinity
Modul afinity modul f := det A; definovany pomoci determinantu matice asociovaného homo-
morfismu. Ekviafinity, definice, geometricka interpretace.

II. Zobrazeni v eukleidovském prostoru

Shodna zobrazeni

Definice shodného zobrazeni (izometrie). Shodné zobrazeni je prosté a afinni. f zachovava normu,
f zachovava skalarni souéin (oboji jsou nutné a postacujici podminky izometri¢nosti afinniho zob-
razeni). Uréeni izometrie pomoci obraz n + 1 LNZ bodd.

Analytické vyjadieni shodného zobrazeni
Odvozeni v pripadé standardniho i obecného skalarniho soucinu.

Grupa shodnosti

Shodnost, definice, vsechny shodnosti daného eukleidovského prostoru s operaci skladani zobrazeni
tvofi grupu. Shodnost je ekviafinitou. Vlastni ¢isla A shodnosti musi splfiovat |\| = 1, tj. mohou byt
rovna pouze 1 a/nebo —1.

Soumérnost podle nadroviny
Soumérnost podle nadroviny, definice, uréenost (pomoci nadroviny samodruznych bodi g, nebo jed-
nim bodem neleZicim v g a jeho obrazem). Kazdou shodnost lze sloZit z nejvySe n + 1 soumérnosti
podle nadrovin.

Analytické vyjadfeni soumérnosti podle nadroviny f(X) = X + (CTX +¢) - L,kde L = \C
a podminka involutornosti (CT L + 2 = 0, neboli A = C_TQC)’

Soumeérnosti podle podprostoru
Soumérnost podle podprostoru, definice (analogicka definici v IE,,). Pfiklady soumérnosti v Eg a v Eg.
Involutorni shodnosti jsou pravé soumérnosti.

Klasifikace shodnosti roviny
Tvar matice asociovaného homomorfismu, odvozeni na zakladé podminky A7 A = E:

shodnosti pfimé: <C9S @ s a) a neprimé: (CPS @ sma > .

sina cosa sina  —cosa

Kompletni klasifikace shodnosti roviny (uvédomeéni si riznych kombinaci samodruznych bodi
a sméri).

Orientacné: klasifikace shodnosti E3 (uvédoméni si raznych kombinaci samodruznych bodu a
sméru).

Podobna zobrazeni
Definice podobného zobrazeni. Kazdé podobné zobrazeni s koeficientem k > 0 lze sloZit ze stejno-
lehlosti s koeficientem k a shodného zobrazeni.

Dusledky: podobné zobrazeni je afinni, je uréeno pomoci obrazit n + 1 LNZ bodd, analytické
vyjadfeni podobného zobrazeni je f(X) = AX + b, pricemz AT A = k2E.

Podobnost, definice, slozenim dvou podobnosti s koeficienty k1, ko dostaneme opét podobnost



s koeficientem k1 k2. VSechny podobnosti daného eukleidovského prostoru tvori pfi skladani grupu
(grupa podobnosti prostoru E).

Vlastni podobnost, myslenka inkluzivni a exkluzivni klasifikace: jsou shodnosti také podobnost-
mi?

Samodruzné body a sméry podobnosti. Kazda vlastni podobnost ma pravé jeden samodruzny
bod. Vlastni ¢isla A podobnosti musi spliiovat |A| = k, tj. mohou byt rovna pouze k a/nebo —k.

Kompletni klasifikace podobnosti roviny (uvédoméni si riznych kombinaci samodruznych boda
a sméru).

Kazda vlastni podobnost je bud stejnolehlosti, nebo stejnolehlosti slozenou s oto¢enim kolem
stfedu stejnolehlosti, nebo stejnolehlosti sloZzenou s osovou soumeérnosti, jejiz osa prochazi stfedem
stejnolehlosti.

Tvar matice asociovaného homomorfismu, odvozeni na zékladé podminky A7 A = k2E:

podobnosti pfimé: (a _b> a nepfimé: <a b )

b a b —a

Orientacné: klasifikace podobnosti E5 (uvédoméni si riznych kombinaci samodruznych bodua a

sméri).

Piehled geometrickych zobrazeni
Souvislosti mezi jednotlivymi grupami geometrickych zobrazeni. Napriklad:

{id} C translace C shodnosti C podobnosti C afinity

{id} C translace C homothetie C afinity

Kruhova inverze

Kruhova inverze

Definice a jeji dusledky: zakladni kruznice, body lezici vné/na/uvnitf zakladni kruZznice se zobrazi

dovniti/na/vné zakladni kruznice; analytické vyjadieni kruhové inverze; involutornost inverze.
Konstrukce obrazu jednoho bodu v kruhové inverzi pomoci stereografické projekce. Obraz sttedu

inverze, nevlastni bod, Mobitv prostor. Obraz pfimky prochézejici/neprochézejici sttedem inverze,

obraz kruznice prochézejici/neprochazejici sttedem inverze. Bez diikazu: inverze je konformni zob-

razeni.

Grupa kruhovych/sférickych transformaci — bez dikazua
Slozenim dvou inverzi se stejnym stfedem je stejnolehlost, sloZenim inverze a stejnolehlosti je in-
verze. Inverze a stejnolehlosti s tymz stfedem tvofi grupu.

Slozenim dvou inverzi s riznymi stiedy je zobrazeni, které je slozenim podobnosti a inverze.

Kruhova/sféricka transformace Mobiova prostoru: transformace, ktera je bud podobnost, ne-
bo slozeni podobnosti a kruhové/stérické inverze. Vlastni kruhova/sféricka transformace. Vsechny
kruhové/sférické transformace Mobiova prostoru tvori vzhledem ke skladani grupu (grupa kruho-
vych/stérickych transformaci).

Prinik grupy afinit (rozsifenych na Mobitv prostor) a grupy kruhovych/sférickych transformaci
je grupa podobnosti.



