1 Ciselné rady

Definice 1 (Ciselna Fada a jeji soulet). Necht {a,}o2, je éiselnd posloupnost.
0o N

Symbol Z an budeme nazyvat nekonecnou tadou, ¢isla sy = Z an pak jejimi

n;l n=1
catecnymi soucty.

oo
Existuge-li limita s = lim sy, nazyvame 3 soustem Tady E an, (piseme
N—oc0
n=1

o0 o0
g an = 8). Rikdme, Ze fada g O

n=1 n=1

e konverguje, pokud s € R,

o diverguje, pokud nekonverguje,

e diverguje k +o0o, pokud s = Fo0,
e osciluje, pokud neni s definovdno.

Poznamky a priklady. 1. Plati

o konverguje, pokud |q| < 1,
Z q" | diverguje k +o00, pokud q > 1,
n=1 v ostatnich pripadech osciluje.

i 1 | konverguje, pokud o > 1,
n v ostatnich pFipadech diverguje k +oo.

2. Budeme (podobné jako u posloupnosti) pouzivat i Fady zacinajici jingm
indexem neZ n = 1. Plati (pro libovolné k € N) Ze

o0 o]
Zan konverguje < Zan konverguje.

n=1 n==k

Konvergence fady tedy nezdvisi na konecné mnoha élenech (pFipadny sou-
éet viak pochopitelné ano).

3. (aritmetika Fad) pokud Z a, = A, Z b, = B, «, 8 € R, potom

n=1 n=1
o0
Z(aan + Bbn) = aA+ BB,
n=1
pokud md pravd strana smysl. Specidlnée pro o # 0 plati

[e.e] oo
Zan konverguje <= Zaan konvergugje.

n=1 n=1



1.1 Rady s kladnymi ¢leny

o0
Tedy fady Zan pro které plati a, > 0, n € N. Limita lim sy v tomto
ot N—o0

piipadé (z divodu monotonie) vzdy existuje - bud kone¢nd, nebo +o0o - proto
casto piSeme

o0 o0
° Z an < 00, pokud fada Z an konverguje,

n=1 n=1

o) o0
° Z a, = oo, pokud fada Z ay, diverguje.

n=1 n=1
o0
Véta 2 (nutnd podminka konvergence fady). Pokud nekonecnd fada Zan
n=1

konverguje, potom lim a, = 0.
n—oo

(o] o0
Véta 3 (srovnavajici kritérium). Necht Zan a an jsou Fady s kladnymi

n=1 n=1
cleny a predpoklidejme, Ze existuje N € N takové, Ze b, > a,, n > N. Potom

o0 o0
1. Z b, <00 = Zan < 00, nebo ekvivalentné

n=1 n=1

2. ian:oo - ibn:oo.
n=1

n=1

o0 o0
Véta 4 (limitni srovnavajici kritérium). Necht Z a, a Z by, jsou Tady s klad-

n=1 n=1

b
nymi cleny ¢ lim — = L. Potom
n—00 Qy,

(oo} oo
1. pokud L > 0, pakan<oo == Zan<oo,

n=1 n=1

2. pokud L < oo, pakZan<oo == an<oo,

n=1 n=1

3. pokud L € (0,00), pak Zan<oo — an<oo.

n=1 n=1

o0

Véta 5 (podilové kritérium). Necht Zan je fada s kladnymi éleny a L =
n=1

lim dnt1

n—0oo (A

. Potom




1. pokud L < 1, pak Zan < 00,

n=1

2. pokud L > 1, pak Zan = 00.

n=1

(o]
Véta 6 (odmocninové kritérium). Necht Zan je Fada s kladngmi cleny a

n=1
L= lim a,. Potom
n— o0
oo
1. pokud L < 1, pak Zan < 00,
n=1
oo
2. pokud L > 1, pak Zan = 00.
n=1
e o .ovnl 1
Dalezité limity: lim VY/n? =1, lim — = —
n— n—oo N e

(oo}
Naptiklad podle podilového i odmosninového kritéria snadno dostaneme, ze
D)
n=1 n

v piipadé, ze L = 1, nedavaji kirtéria o konvergenci zadnou informaci, nejsou
oo

tedy schopna odhalit divergenci ani zjevné divergujici fady Z 1, kterou nejsou

n=1
[e%S)

schopna odlisit od konvergujici fady Z — . Poznamenejme jesté, Ze ve formu-
n
n=1
laci odmocninového kritéria mizeme v definici L nahradit limitu limes superior.
Véta 7 (integralni kritérium). Necht N € N a f : [N,00) — [0, 00) je nerostouci
a spojitd na intervalu [N, 00). Pokud a, = f(n), n > N, potom
oo oo

an konverguje <— (N)/ f(z) dx < 0.

1 N

n=

dx tedy implikuje konvergenci

Naptiklad konvergence integralu / 5
2

rlog”x
> 1
fady Z nlogn’
n=2

1.2 Rady s obecnymi ¢leny - alternujici fady

o0
Jde o fady de tvaru Z(—l)"an, kde a, > 0, n € N.

n=1



o0

Definice 8 (absolutni konvergence). Rikdme, Ze nekonecnd Fada Z ay kon-

- n=1
verguje absolutné, pokud plati Z lan| < oo.
n=1
o0
Véta 9 (konvergence a absolutni konvergence). Pokud Fada Z an konverguje
n=1

absolutné, potom konverguje.
Véta 10 (Leibnizovo kritérium). Necht {a,}5; je nerostouct posloupnost spl-
oo

fiujici lim a, = 0. Potom tada Z(fl)"an konvergugje.
n—oo el

X 1\
Rada Z (=1) konverguje, ale nekonverguje absolutné. Je dobré si vSim-
n
n=1
nout, ze fady jak kladnych ¢asti, tak zapornych ¢asti této fady obé& diverguji k
+o0. Takto je to vzdy v piipadé konvergentnich rad, které nekonverguji abso-
lutné.



