CVICENI 2

1. Ve kterych bodech maji nasledujici funkce derivaci podle komplexni proménné?
a)z b)|z| ¢)|z? d)|(Rez)?+ (Imz)?| +2i|Rez-Imz| e)|z|? +iRe(z?)
f) |2]2 +iIm(2%) g) (Rez)?+i(Imz)? h) Re(z?) —ilm(z?)

2. Naleznéte hodnoty parametri o, 3 € R tak, aby f(x + iy) := %x
vatelna ve vSech bodech C.

2 _jazy + By? (z,y € R) byla diferenco-

3. Pro jaké hodnoty «, 3 € R je funkce f(x+iy) := 2% +ax+ay+i(y?> — 568y + Bz) (z,y € R) diferencovatelna
v bodé 1+ 3i7?

4. Je dana funkce f(x +iy) := x(2? — ay?) +iy(Bz? — y?) (x,y € R), kde «, 8 € R jsou parametry. Nalezné&te
vSechny hodnoty parametra o, 5 € R tak, aby f byla diferencovatelna

a) na piimce o rovnici Imz =0  b) ve vSech bodech C.

5. Naleznéte vSechny funkce diferencovatelné ve vSech bodech C, jejichz realna ¢ast je rovna
a) u(z +iy) =2z — 23 + 32y®>  b) v(z +iy) = 2t — 62%y? + y* + 22y a £(0) = 2i.

VYSLEDKY
1. a)v zadném bodé b) v Zadném bodé ¢) v bodé 0 d) v bodé 0 a v bodech z, pro které plati 0 < Im z < Re z,
Rez <Imz<0,0< —Rez <ImzneboImz < —Rez <0 e)vbodech pifimky Rez = —Imz f) v bodech realné
osy g) v bodech piimky Rez=1Imz h)v bodé 0

2.042—3,ﬂ:—%
.a=-1,6=1
4. a)f=3,acR b)f=3=a

5. a) f(2) = flz+iy) =20 — 23 + 3292 +i(2y — 32y’ + 4> + C) =22 — 22 +iC, kde C € R
b) f(2) = f(z +iy) = 2t — 622y + 9y + 20y +i(4ady —dayd + 9% — 2?2 +2) =24 — 2?2 + 2



CVICENI 3

1. Najdéte realnou a imaginarni ¢ast nasledujicich hodnot funkci.
a)sin(2+1i) b)cos(2i) c)tg(2—1i) d)cotg(F —ilog3) e)tgh(2+41i) f)cotgh(log3+if)

2. Najdéte vSechna FeSeni nasledujicich rovnic v C.
a)sinz+cosz=10 b)sinz—cosz=1¢ c¢)coshz—sinhz=1 d)coshz—sinhz=2i

VYSLEDKY
1.Vysledky ve tvaru Rez; Imz:  a)sin2-cosh1; cos2-sinh1 b)cosh2; 0 ¢)

40 ) sinh 2-.cosh2 . sinl-cos1 f) 40. _ 9
41 cos? 14+sinh? 2’ cos2 1+sinh? 2 41> 41

2. a) I+ 2%k —ilog(5v2+7), k€Z b)£+2kw—ilog\/\g/;7—ij+2k7r—ilog*/3;£1,kez ¢) 2kmi, k € Z
d) —log2+i(—5 + 2kn) , k € Z

sin2-.cos2 ., —sinhl.coshl d) 9.
cos2 24+sinh? 1’ cos2 2+sinh? 1 41>




CVICENT 4

1. a) Spoététe pro z € {—1,1+ i, —i} hodnoty log(z?2) a 2log(z).

b) Ukaizte, Ze pro z = —1, b = 2 a a = 1/2 dostaneme mq(mp(z)) # map(2).
c) Naleznéte ¢islo z € C takové, ze log(ma(z)) # 2log(z).

d) Naleznéte &isla z,w,a € C takova, ze mq(zw) # mg(z) - me(w).

2. Spoététe kiivkovy integral fso f, kde:

a) f(z) = Rez, ¢ je orientovana tsecka [0, 1 + 4]

b) f(z) = Im z, ¢ je kladné orientovana pilkruznice dana podminkami |z| =1, 0 < argz <=

c) f(z) = |z, ¢ je orientovana usecka [0,2 — 1]

d) f(z) = ]z] ¢ je kladné orientovana piilkruznice dand podminkami [z| =1, —§ < argz < §

e) f(z) = ze?, ¢ je kladné orientovany Ctverec s vrcholy 0, 1, 1+, 4

f) f(z) = £, ¢ je kladné orientovana hranice horniho polomezikruzi se stfedem v 0 a poloméry 1 a 2
g) f(z) =(z—a)" (kde a € C an € Z), ¢ je kladné orientovana kruznice |z —a| = R, R > 0.

VYSLEDKY
1. a)log((—1)%) =0 # 2mi = 2log(—1), log((1 +)?) = log(2) + 5 = 2log(1+1), log((—1)?) = mi # —7i = 2log(—1)
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g) 2mi pokud je n = —1, jinak 0



CVICENI 5
1. Spoctéte f(p [, pro funkce f zadané niZe, kde ¢ je pitlelipsa, ktera vede od 7§ pies 27i do —3 a jejiZ
hlavni osy lezi na souradnich osach.
a) f(z) = (z4+1)2  b) f(z) =2 <) f(z) =zcosz d) f(z) = ze?
(Hint: elipsa md tvar ¢(t) = acost + ibsint)

2. a) Naleznéte primitivni funkei k % na C\ (—o00,0] a s pomoci primitivni funkce spoc¢téte f% % proe € (0,1) a

oe(t) =€t te[-m+e,m—e]

b) Spoététe f<,00 % a dokaite, ze lin’lg_m fws % = 1

c) DokaZte, Ze 1 nem4 primitivn{ funkci na C '\ %98}2

3. a) Naleznéte primitivni funkci k log z na C\ (—o0, 0] a s pomoci primitivni funkce spoc¢téte f% log z proe € (0,1)
ape(t)=el t€|-m+e,m—el

o) Dokt 3 Tops ot rimitint om0

4. a) Spoctéte f(p m,

b) Spoététe [ —L— kde kladné orientovana kruznice |z| = 1 z bodu —1.
® m1/2(z)

kde ¢ je polokruznice |z| =1 z bodu 1 do —1 pfes horni polorovinu.

c) Dokazte, ze M1/12 y nemd primitivn{ funkci na C \ {0} a Ze ma primitivni funkci na C\ (—o0, 0].

5. Dokaite, %e neexistuje holomorfni funkce L na C\ {0} spliujici ¢/(*) = z pro z € C\ {0}.
(Hint: Ukazte, Ze by muselo platit L'(z) = % a pouZijte Priklad 2.)

VYSLEDKY
T—% b)0 ¢)0 d)2sinhF —7wcosh(3)
2i(mr —e) b)2mi
j(m —e)cose +2isine  b) =27
2(i—1) b)4i
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CVICENI 6

1. Spoctéte prirustek logaritmu funkce (z—1)(z+42) podél kladné& orientovaného obvodu ¢tverce s vrcholy
r(1+1), r(=1+14), r(—1—1) a r(1 —i) v zavislosti na r > 0.

2. Naértnéte (p) a urcete hodnotu indexu vzhledem k ¢ v jednotlivych komponentach C\ (y) pro
nasledujici krivky.
a)
o=+ [%W— %,—%} +0+ [4%—%,47‘(4—%} + |:47T+%,%] + [%,i],
kde 1(t) =t +icost prot € [0,32n] a 6(t)=t— 3i+icost prot € [0,4n]
b)

e=1+[1,-3i] +[-30,2]) + 0+ [Sr+ 5, -1+ 4]+ -1+ L, —1+4] + -1+, 2m +4] + 27 + 4, 27 — 3d] + [27 — 31, — 1],

kde (t) =t+i(t> —1) prot € [-1,1] a O(t) =t +i(1l + cost) pro t € [0, %71’]

c)
¢=w+[%§w+g,—1+§}+[—1+§',—1}+[—1,6w]+9,

kde 1(t) =t +isint prot € [0,27] a 6(t) = 3w+ 3me " pro t € [0,7]

VYSLEDKY
1. 0 pro r < 1, 27i pro r € (1,2), 4mwi pro r > 2. Pro r € {1, 2} neni definovéano.
2. Viz. vysledky zkouskovych pisemek z webu prof. Kalendy dostupné na odkazu
https://www.karlin.mff.cuni.cz/“kalenda/edu.php?edutype=archpis



CVICENI 7

1. Spoctéte f@ f, kde

a) f(z) = Sh;gﬁi) a ¢ je kladné orientovana kruznice o stiedu 0 a poloméru 2

b) f(z) = Z%l a p je kladné orientované kruznice |z| = 2

c) f(z) = iz:i a p je kladné& orientované kruznice |z| = 2

d) f(z) = W;ﬂﬂ) a ¢ je kladné orientovana kruznice o stfedu 0 a poloméru 2a, a > 0
e) f(z) = Z%lz — 2Z a ¢ je kladné orientované kruznice |z| = 1

f) f(z) = '251;_7?;22 a ¢ je kladné orientovana kruznice |z| = 10

VYSLEDKY
1. a)wsin(2i) = —irsinh(2) b) mife— 1) ) mife—21) d) =2 e) —4mi f) 275



CVICENI 9

1. Urcete nasobnost kofenii funkci: a) 22 — 2%, viechny kofeny ~ b) (1 —mj/5(2))?, kofen 1 ¢) e’ — 1, viechny
kofeny d) 1 — cos z, viechny kofeny e) e5"% — '8 koten 0

2. U nasledujicich funkci naleznéte defini¢ni obor, kofeny a jejich nasobnost:

sin(e?)
cos(e?) — 1’

exp(ZL) — 1 exp(2?) — 1

b) tg(zz) -sin?(22), c) d) W

o0
/ (320537 da
oo T4+ 1

(NAVOD: Integrujte funkci %j_l pfes kiivku [—R, R] + ¢r, kde ¥g je kladné orientovana horni polokruznice o stfedu
0 a poloméru R. Integrujte dvéma zptisoby: dokazte, Ze limita integralu pfes ¥y p pro R — oo je nula a spoctéte limita
integralu pies [— R, R]; pro druhy zpusob vypoc¢tu pouzijte rozklad na parcialni zlomky a Cauchyovu vétu (muizete bez
dukazu pouzit, ze Cauchyova véta pro kruznici plati i pro horni pulkruznici). )

VYSLEDKY

a)

3. Spoctéte hodnotu integralu

cos(mz)

1. a) 0 ndsobnosti 2, —1 + 1§ nasobnosti 1 b)3  c¢) 0 nasobnosti 2, Vkm(£1 £ 4) (viechny &tyfi kombinace
znamének), k € N, nasobnosti 1 d) 2k7, k € Z, vSechny nasobnosti 2 e) 3

2. a) defini¢ni obor C \ {In(2kn) + inl: k € N, | € Z}, koteny In((2k — 1)7) + inl pro k € N a | € Z, vSechny
jsou néasobnosti 1 b) defini¢ni obor C\ {#./5 + k, :I:Z\/W: k € NU{0}}, kofen 0 nasobnosti 4, kofeny k%
pro k € Z \ {0} nasobnosti 2, kofeny £vkr a +ivkr pro k € N ndsobnosti 1 ) definiénf obor C\ ({3 + k: k €
Z} U{0}), kofeny 5= pro k € Z\ {0,=£1}, viechny jsou nasobnosti 1  d) definiénf obor C \ {2kmi: k € Z}, koreny
{+£VEr(1 +1i),£VEr(1 —i): k € N}, viechny jsou nasobnosti 1
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