
1. Uniformní prostory

1.1. Vztah k topologickým a metrickým prostorům

Poznámka. Pro množinu X označme diagonálu ∆pXq “ tpx, yq P X2 : x “ yu. Inverzní relace
k relaci E je relace tpx, yq : py, xq P Eu. Pro binární relace C,D na množině X značíme jako
C ˝D “ tpx, zq P X ˆX : px, yq P C, py, zq P D pro nějaké y P Xu.

Definice. Dvojice pX,Dq se nazývá uniformní prostor (UP), pokud X je množina a D Ď PpXˆXq
je neprázdný a splňuje:

(Ua) @D P D : ∆pXq Ď D,

(Ub) @C,D P D : C XD P D,

(Uc) je-li D P D a D Ď E, pak E P D,

(Ud) @D P D : D´1 P D,

(Ue) @D P D DC P D : C ˝ C Ď D.

Systém D se nazývá uniformita. Prvky množiny D se nazývají okolí diagonály. Uniformita D se
nazývá se separovaná, pokud navíc platí

(Uf)
Ş

D “ ∆pXq. (Ekvivalentně, pro každé x, y P X, x ‰ y existuje D P D, že px, yq R D.)

Pokud je D separovaná, pak řekneme, že uniformní prostor pX,Dq je T1.
Systém B Ď PpX2q se nazývá báze uniformity (resp. báze uniformity D), pokud uzavřením

B na nadmnožiny dostaneme nějakou uniformitu (resp. uniformitu D). Systém S Ď PpX2q se
nazývá subbáze uniformity (resp. subbáze uniformity D), pokud jeho uzavřením na konečné průniky
dostaneme nějakou bázi uniformity (resp. nějakou bázi uniformity D).

Pokud pX,Dq a pY, Eq jsou uniformní prostory, pak řekneme že zobrazení f : pX,Dq Ñ pY, Eq je
stejnoměrně spojité, pokud pf ˆ fq´1pEq P D pro každé E P E . Zobrazení f se nazývá uniformní
homeomorfismus, pokud f je bijekce, a f i f´1 jsou stejnoměrně spojitá zobrazení.

Lemma 1. Neprázdný systém B Ď PpX2q tvoří bázi nějaké uniformity na X, právě když platí
následující podmínky:

(a) @C P B : ∆pXq Ď C,

(b) @C,D P B DE P B : E Ď C XD,

(c) @C P B DD P B : D Ď C´1,

(d) @D P B DC P B : C ˝ C Ď D.

Navíc, pokud je B báze uniformity, pak je bází separované uniformity právě když
Ş

B “ ∆pXq.

Důkaz. Důkaz je snadný, byl vynechán, může být u zkoušky použit jakožto příklad navíc.

Příklady. • Diskrétní uniformita na množině X je tvořena všemi nadmnožinami ∆pXq.

• Pokud pX, ρq je pseudometrický prostor, položme Eρprq :“ tpx, yq P X ˆ X : ρpx, yq ă ru
pro r ą 0. Pak tEρprq : r ą 0u je báze uniformity na X, která je bází separované uniformity,
pokud navíc ρ je metrika. Tuto uniformitu označujeme symbolem Dρ. Řekneme, že uniformita
D je metrizovatelná, pokud existuje metrika ρ splňující D “ Dρ.
Je snadné se přesvědčit, že pokud pX, ρq a pY, σq jsou metrické prostory, pak f : pX, ρq Ñ pY, σq
je stejnoměrně spojité právě když je stejnoměrně spojité jakožto zobrazení mezi uniformními
prostory pX,Dρq a pY,Dσq.

Definice. Pokud R je systém pseudometrik na množině X, pak uniformita generovaná R (značíme
DR) je uniformita jejíž subbáze je tEρprq : r ą 0, ρ P Ru.
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Poznámka. Je snadné se přesvědčit, že pokud R je systém pseudometrik na množině X, pak DR
je separovaná právě když R odděluje body X (tj. @x ‰ y Dρ P R : ρpx, yq ą 0). Dále, pokud je S
systém pseudometrik na množině Y , pak f : pX,DRq Ñ pY,DSq je stejnoměrně spojité právě když
platí

@ρ P S @ε ą 0 Dσ P R Dδ ą 0 @x, y P X : σpx, yq ă δ ùñ ρpfpxq, fpyqq ă ε.

Značení. Pro E Ă X ˆX a x P X značíme Erxs :“ ty P X : px, yq P Eu.

Tvrzení 2. Je-li pX,Dq uniformní prostor, pak

τD “ tA Ď X : @x P A DD P D : Drxs Ď Au

je topologie na X. Navíc platí následující.

(a) Je–li B báze uniformity D, pak Bpxq :“ tDrxs : D P Bu, x P X jsou báze okolí bodů v pX, τDq.

(b) D je separovaná právě když pX, τDq je T1.

(c) Je–li pY, Eq uniformní prostor a f : pX,Dq Ñ pY, Eq stejnoměrně spojité, pak f : pX, τDq Ñ
pY, τEq je spojité.

(d) Je–li D generovaná systémem psedometrik R, pak pro každý net pxiqiPI a každé x P X platí,
že xi

τD
Ñ x právě když ρpxi, xq Ñ 0 pro každé ρ P R.

Důkaz. Důkaz byl, může být zkoušen.

Definice. Topologický prostor pX, τq je uniformizovatelný, pokud existuje uniformita D splňující
τ “ τD.

Lemma 3 (O pseudometrice). Ať pX,Dq je uniformní prostor a tDn : n P NY t0uu Ă D splňují

(i) D0 “ X ˆX,

(ii) @n P N : Dn “ pDnq
´1,

(iii) @n P N : Dn`1 ˝Dn`1 ˝Dn`1 Ď Dn.

Pak existuje pseudometrika ρ na X splňující

(a) @n ě 1 : tpx, yq : dpx, yq ă 2´n´1u Ď Dn Ď tpx, yq : dpx, yq ď 2´nu,

(b) Dρ Ă D a ρ ď 1.

Důkaz. Důkaz byl, může být zkoušen.

Důsledek 4. Každá uniformita je generovaná nějakým systémem pseudometrik. Každá T1 unifor-
mita je generovaná systémem pseudometrik, který odděluje body.

Důkaz. Důkaz byl, může být zkoušen.

Věta 5. T1 uniformní prostor je metrizovatelný, právě když má spočetnou bázi.

Důkaz. Důkaz byl, může být zkoušen.

Poznámka. Spočetná báze D je něco jiného, než spočetná báze τD. Příkladem je diskrétní unifor-
mita jejíž báze je tvořena jedním prvkem ∆pXq, ale τD je diskrétní topologie a tedy váha pX, τDq
je rovna |X|.

Věta 6. T1 topologický prostor je uniformizovatelný, právě když je T3 1
2
.

Důkaz. Důkaz byl, může být zkoušen.
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1.2. Podprostor, suma a součin

Definice. • Ať pX,Dq je uniformní prostor a A Ă X. Polož D|A :“ tD X pA ˆ Aq : D P Du.
Pak pA,D|Aq je podprostor pX,Dq.

• Ať pXi,Diq jsou uniformní prostory. Pak součin uniformit je uniformita DΠIXi
na ΠIXi, jejíž

subbáze je tpπiˆπiq´1pDq : i P I,D P Diu. Pak pΠIXi,DΠIXi
q je součin uniformních prostorů.

• Ať pXi,Diq jsou uniformní prostory. Pak na
Ţ

I Xi :“
Ť

iPIptiuˆXiq definujeme sumu unifor-
mit jako uniformitu

Ţ

I Di :“ t
Ť

iPIptiu ˆDiq : Di P Di pro každé i P Iu. Pak p
Ţ

I Xi,
Ţ

I Diq
je suma uniformních prostorů.

Poznámka. Je lehké ověřit, že suma/součin/podprostor uniformních prostorů je dobře definovaný
uniformní prostor. Topologie generovaná uniformitou D|A je topologie podprostoru, topologie ge-
nerovaná uniformitou DΠXi

je součinová topologie.

Tvrzení 7. Nechť pZ,Dq a pXi,Diq pro i P I jsou uniformní prostory.

(i) Zobrazení f : Z Ñ ΠIXi je stejnoměrně spojité, právě když jsou stejnoměrně spojitá zobrazení
πi ˝ f pro každé i P I.

(ii) Ať fi : Xi Ñ pYi, Eiq, i P I jsou stejnoměrně spojitá zobrazení. Pak je stejnoměrně spojité
také zobrazení ΠIfi : ΠIXi Ñ ΠIYi.

(iii) Ať fi : Z Ñ Xi, i P I jsou stejnoměrně spojitá zobrazení. Pak je stejnoměrně spojité také
zobrazení ∆Ifi : Z Ñ ΠIXi.

(iv) Jsou–li f, g : Z Ñ R stejnoměrně spojitá zobrazení, pak jsou stejnoměrně spojitá také zobra-
zení f ` g, f ´ g, maxtf, gu, mintf, gu a |f |. Navíc, pokud jsou f, g omezené funkce, pak je
stejnoměrně spojité také zobrazení f ¨ g.

Důkaz. Důkaz byl, může být zkoušen.

konec 1. přednášky (19. 2. 2026)

1.3. Úplnost a totální omezenost

Definice. • Net pxiqiPI v uniformním prostoru pX,Dq se nazývá cauchyovský, pokud pro každé
D P D existuje i0 P I že pro i, j ě i0 je pxi, xjq P D.

• Uniformní prostor pX,Dq se nazývá úplný, pokud každý cauchyovský net je konvergentní v
pX, τDq.

• Uniformní prostor pX,Dq se nazývá totálně omezený, pokud pro každé E P D existuje K Ď X
konečná, že ErKs “ X. (Kde ErKs :“

Ť

xPK Erxs.)

Poznámka. Je–li uniformita D generovaná systémem pseudometrik R, pak net pxiq je cauchyovský
v pX,Dq právě když platí

@ρ P R @ε Di0 @i, j ě i0 : ρpxi, xjq ă ε.

Poznámka. Není složité si rozmyslet, že v úplném metrickém prostoru jsou cauchyovské nety
konvergentní. Dále se pak už snadno nahlédne, že metrický prostor pX, ρq je úplný (resp. totálně
omezený), právě když uniformní prostor pX,Dρq je úplný (resp. totálně omezený).

Poznámka. Ať pX,Dq je uniformní prostor. Je snadné ověřit, že konvergentní nety v pX, τDq jsou
cauchyovské v pX,Dq a že stejnoměrně spojitá zobrazení zobrazí cauchyovský net na cauchyovský
net.
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Tvrzení 8. Ať pX,Dq je T1 uniformní prostor. Pak

X je totálně omezený ô každý net v X má cauchyovský podnet.

Důkaz. Důkaz byl, může být zkoušen.

Tvrzení 9. (i) Je–li podprostor úplného T1 uniformního prostoru úplný, pak je uzavřený.

(ii) Podprostor totálně omezeného (resp. uzavřený podprostor úplného) uniformního prostoru je
totálně omezený (resp. úplný).

(iii) Součin totálně omezených (resp. úplných) uniformních prostorů je totálně omezený (resp.
úplný).

Důkaz. Důkaz byl, může být zkoušen.

Věta 10. Ať X je T1 uniformní prostor. Pak pX, τDq je kompaktní, právě když pX,Dq je úplný a
totálně omezený.

Důkaz. Důkaz byl, může být zkoušen.

Tvrzení 11. Ať X a Y jsou uniformní T1 prostory, Y je úplný, A Ă X a f : AÑ Y je stejnoměrně
spojité. Pak existuje F : AÑ Y stejnoměrně spojité splňující F |A “ f .

Důkaz. Důkaz byl, může být zkoušen.

Definice. Nechť pX,Dq je T1 uniformní prostor. Jeho zúplněním je dvojice pe, Y q, kde Y je úplný
T1 uniformní prostor a e : X Ñ Y je uniformní vnoření na hustou část (tj. epXq “ Y a e : X Ñ epXq
je uniformní homeomorfismus).

Věta 12. Každý T1 uniformní prostor má zúplnění. Navíc, pokud pe, Y q a pe1, Y 1q jsou zúplnění T1

uniformního prostoru X, pak existuje uniformní homeomorfismus F : Y Ñ Y 1 splňující F ˝ e “ e1.

Důkaz. Důkaz byl vynechán, zkoušen nebude.

1.4. Uniformita na kompaktech

Věta 13. Nechť pX, τq je Hausdorffův kompaktní prostor. Pak na X existuje právě jedna uniformita
generující topologii τ , báze této jediné uniformity je tvořena otevřenými okolími diagonály ∆pXq.

Důkaz. Důkaz byl, může být zkoušen.

Tvrzení 14. Ať pX,Dq, pY, Eq jsou T1 uniformní prostory a pX, τDq je kompaktní. Pak každé spojité
zobrazení f : X Ñ Y je stejnoměrně spojité.

Důkaz. Důkaz byl, může být zkoušen.
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2. Topologické grupy

Definice. pG, ¨, τq se nazývá topologická grupa (TG), pokud pG, ¨q je grupa, pG, τq je topologický
prostor a operace násobení ¨ : G ˆ G Ñ G (na G ˆ G uvažujeme součinovou topologii) a operace
inverzního prvku ´1 : GÑ G jsou spojité.

Příklady. Příklady topologických grup jsou například následující.

(a) Každá grupa s diskrétní topologií.

(b) Každý normovaný lineární prostor s operací sčítání a topologií generovanou normou. Obecněji,
každý topologický vektorový prostor je komutativní topologická grupa.

(c) GLpn,Rq (grupa všech reálných invertibilních nˆn matic). Grupová operace operace je dána
násobením matic, topologie je dána konvergencí po souřadnicích (tj. topologie je zděděná ze
součinové topologie na Rnˆn).

konec 2. přednášky (26. 2. 2026)

(d) IsopXq, kde pX, ρq je metrický prostor. Symbolem IsopXq označujeme množinu všech surjek-
tivních isometrií f : X Ñ X s grupovou operací skládání a topologií bodové konvergence (tj.
se součinovou topologií zděděnou z XX).

(e) IsopV q, kde pV, }¨}q je normovaný lineární prostor. Symbolem IsopV q zde označujeme množinu
všech surjektivních lineárních isometrií f : X Ñ X s grupovou operací skládání a topologií
bodové konvergence (tj. se součinovou topologií zděděnou z V V ).

(f) HpKq, kde K je kompaktní Hasdorffův prostor. Symbolem HpKq zde označujeme množinu
všech surjektivních homeomorfismů f : K Ñ K s grupovou operací skládání a compact-open
topologií, tj. topologií jejíž subbáze je tvořena množinami ErL;U s :“ tf P HpKq : fpLq Ă Uu,
kde L Ă K je kompaktní a U Ă K je otevřená množina.
(Důkaz, že se jedná o topologickou grupu viz. cvičení.)

Neutrální prvek topologické grupy G značíme písmenem eG (nebo jen e pokud je z kontextu
jasné o jakou grupu G se jedná). Připomeňme, že podgrupa N Ă G je normální podgrupa (píšeme
N C G), pokud gNg´1 “ N pro každé g P G (neplést si s nesouvisejícím pojmem normálního
topologického prostoru). Dále připomeňme, že pro N CG můžeme definovat faktorgrupu G{N , tj.
grupu jejíž prvky jsou rozkladové třídy tvaru xN :“ txn : n P Nu a grupová operace je definována
přirozeným způsobem jako pxNqpyNq “ pxyqN a pxNq´1 “ x´1N .

Pro každé g P G definujeme zobrazení levé translace Lg : G Ñ G a zobrazení pravé translace
Rg : G Ñ G předpisy Lgphq “ gh a Rgphq “ hg pro h P G. Topologický prostor X je homogenní,
pokud pro každé x, y P X existuje homeomorfismus f : X Ñ X splňující fpxq “ y.

Lemma 15. Nechť G je topologická grupa. Pak platí následující.

(a) Zobrazení ´1 : GÑ G je homeomorfismus.

(b) Pro každé g P G jsou zobrazení levé a pravé translace Lg a Rg homeomorfismy na G.

(c) G je homogenní prostor.

(d) @U P Upeq DV P Upeq : V ¨ V ´1 Ă U .

(e) Je–li jedna z množin A,B Ă G otevřená, pak A ¨B je otevřená.

(f) Je–li H Ă G (normální) podgrupa, pak H je (normální) podgrupa.
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(g) Je-li H Ă G podgrupa a IntpHq ‰ H, pak H je obojetná.

(h) Součin topologických grup se součinovou topologií je topologická grupa.

(i) Homomorfismus topologických grup f : G Ñ H je spojitý, právě když je spojitý v neutrálním
prvku eG.

2.1. Uniformity na topologických grupách

Definice. Nechť G je topologická grupa. Pak

• pravá uniformita na G je uniformita DR, jejíž báze je dána systémem tRU : U P Upequ, kde
RU :“ tpx, yq : xy´1 P Uu pro U P Upeq,

• levá uniformita na G je uniformita DL, jejíž báze je dána systémem tLU : U P Upequ, kde
LU :“ tpx, yq : x´1y P Uu pro U P Upeq.

Lemma 16. Nechť pG, ¨, τq je topologická grupa. Pak τ “ τDR
“ τDL

(tj. topologie generovaná
pravou uniformitou je topologie grupy). Navíc, zobrazení Rg : pG,DRq Ñ pG,DRq a Lg : pG,DLq Ñ
pG,DLq jsou uniformní homeomorfismy pro každé g P G.

Věta 17. Každá T1 topologická grupa je T3 1
2
. Navíc, T1 topologická grupa je metrizovatelná, právě

když má spočetný charakter.

Lemma 18 (O zprava/zleva invariantní pseudometrice). Nechť pG, ¨, τq je topologická grupa a
tUn : n P NY t0uu Ă Upeq splňují

(i) U0 “ G,

(ii) @n P N : Un “ pUnq
´1,

(iii) @n P N : Un`1 ¨ Un`1 ¨ Un`1 Ď Un.

Pak existuje zprava invariantní (resp. zleva invariantní) pseudometrika ρ na G splňující ρ ď 1,

(a) @n ě 1 : Bρpe, 2
´n´1q Ď Un Ď Bρpe, 2

´nq,

(b) Dρ Ă DR (resp. Dρ Ă DL).

Navíc, pokud na grupě G splývá levá a pravá uniformita, pak existuje dokonce bi-invariantní pseu-
dometrika ρ s vlastnostmi výše.

Věta 19 (Birkhoff-Kakutani). Každá metrizovatelná topologická grupa je metrizovatelná zprava
invariantní (resp. zleva invariantní) metrikou.

Definice. Řekneme, že topologická grupa je SIN (Small Invariant Neighborhoods) pokud na ní
existuje B báze okolí e splňující že gUg´1 Ă U pro každé U P B a g P G.

Tvrzení 20. Topologická grupa je SIN právě když na ní splývá levá a pravá uniformita.

Věta 21. Metrizovatelná grupa je SIN právě když je metrizovatelná bi-invariantní metrikou.

Příklady. Typickými příklady SIN topologických grup jsou kompaktní grupy, diskrétní grupy a
komutativní grupy. Příkladem metrizovatelné topologické grupy, která není SIN je GLpn,Rq.

2.2. Kvocient topologických grup

Věta 22. Nechť G je topologická grupa a N C G. Na G{H uvažujme kvocientovou topologii in-
duktivně generovanou zobrazením π : G Ñ G{H. Pak G{H je topologická grupa a π je otevřený
homomorfismus. Navíc, G{H je T1 právě když H je uzavřená (bez ohledu na to, zda G je T1).

Věta 23. Nechť G je T1 topologická grupa a H Ă G lokálně kompaktní podgrupa. Pak H je uzavřená.
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2.3. Reprezentace topologických grup

Definice. Nechť G je T1 topologická grupa. Řekneme, že funkce f : GÑ R je zprava stejnoměrně
spojitá, pokud f je stejnoměrně spojitá jakožto funkce z pG,DRq do R. Množinu všech omezených
zprava stejnoměrně spojitých funkcí f : GÑ R označujeme jako RUCpGq.

Lemma 24. Nechť G je T1 topologická grupa. Pak f : GÑ R je zprava stejnoměrně spojitá právě
když

@ε ą 0 DU P Upeq @u P U @x P G : |fpuxq ´ fpxq| ă ε.

Pokud RUCpGq vybavíme normou }f}8 :“ supxPG |fpxq|, pak pRUCpGq, }¨}8q je Banachův prostor.
Navíc, RUCpGq odděluje body a uzavřené množiny v G.

Věta 25 (Teleman). Nechť G je T1 topologická grupa. Pak existuje Banachův prostor V takový, že
G se vnoří jakožto topologická grupa do IsopV q.
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3. Parakompaktní prostory

Definice. Je-liX množina a U její pokrytí, pak systém V nazýváme zjemněním U (značíme V ă U),
pokud V je pokrytí X a pro každé V P V existuje U P U , že V Ď U .

Dále, nechť X je topologický prostor a S Ď PpXq. Systém S se nazývá

• lokálně konečný, pokud každý bod v X má okolí protínající jen konečně mnoho množin z S,

• diskrétní, pokud každý bod v X má okolí protínající nejvýše jednu množinu z S,

• σ-lokálně konečný (resp. σ-diskrétní), pokud je spočetným sjednocením lokálně konečných
(resp. diskrétních) systémů.

Poznámky. Každý (σ-)diskrétní systém je (σ-)lokálně konečný. Systém tp´ 1
n ,

1
n q : n P Nu je σ-

diskrétní, ale není lokálně konečný.

Fakt 26 (Uzávěr lokálně konečného souboru). Je-li A lokálně konečný soubor v topologickém pro-
storu X, pak tA : A P Au je lokálně konečný a

Ť

A “
Ť

tA : A P Au.

Definice. Hausdorffův topologický prostor X se nazývá parakompaktní, pokud každé jeho otevřené
pokrytí má lokálně konečné otevřené zjemnění.

Příklady. Všechny kompaktní a všechny diskrétní prostory jsou parakompaktní.
(Později dokážeme, že také každý metrický prostor je parakompaktní.)

Věta 27 (Charakterizace parakompaktnosti). Pro T3 topologický prostor X jsou následující pod-
mínky ekvivalentní.

(a) X je parakompaktní.

(b) Každé otevřené pokrytí X je zjemňováno σ-lokálně konečným otevřeným pokrytím.

(c) Každé otevřené pokrytí X je zjemňováno lokálně konečným pokrytím.

(d) Každé otevřené pokrytí X zjemňováno lokálně konečným uzavřeným pokrytím.

Důsledek 28. Každý Lindelöfův T3 prostor je parakompaktní.

Definice. Pro systém S podmnožin množiny X a x P X definujme stSpxq “
Ť

tS P S : x P Su.
Říkáme, že pokrytí V hvězdovitě zjemňuje U (píšeme V ăst U), pokud tstVpxq : V P Vu zjemňuje U .

Věta 29 (Charakterizace parakompaktnosti II). Pro Hausdorffův topologický prostor pX, τq jsou
následující podmínky ekvivalentní.

(a) Každé otevřené pokrytí U prostoru X má otevřené hvězdovité zjemnění, které je pokrytím.

(b) Existuje uniformita D na X generující topologii X (tj. τD “ τ) taková, že pro každé otevřené
pokrytí U prostoru X existuje D P D splňující tDrxs : x P Xu ă U .

(c) X je T3 1
2
a pro každé otevřené pokrytí U prostoru X existuje spojitá pseudometrika ρ na X

splňující tBρpx, 1q : x P Xu ă U

(d) X je T3 1
2
a každé otevřené pokrytí X je zjemňováno σ-diskrétním otevřeným pokrytím.

(e) X je parakompaktní.

Definice. Hausdorffův topologický prostor X se nazývá kolektivně normální, pokud pro každý dis-
krétní systém F z uzavřených množin existuje systém disjunktních otevřených množin tUpF q : F P
Fu splňující F Ă UpF q pro každé F P F ..
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Poznámka. Pokud je systém uzavřených množin konečný, pak je diskrétní právě když je disjunktní.
Speciálně, každý kolektivně normální prostor je i normální.

Tvrzení 30. Každý parakompaktní topologický prostor je kolektivně normální, a tedy normální.

Věta 31 (Stone). Každý metrizovatelný topologický prostor je parakompaktní.

Definice. Nechť G je otevřené pokrytí prostoru X. Soubor spojitých funkcí tfi : X Ñ r0, 1s : i P Iu
se nazývá lokálně konečný rozklad jedničky podřízený G, jestliže soubor ttfi ‰ 0u : i P Iu je lokálně
konečný, zjemňuje G a

ř

iPI fipxq “ 1 pro každé x P X.

Věta 32 (Rozklad jednotky). V parakompaktním topologickém prostoru existuje ke každému ote-
vřenému pokrytí lokálně konečný rozklad jednotky podřízený tomuto pokrytí.

Věta 33 (Dugundji - speciální případ). Nechť K je metrizovatelný kompakt a L Ă K jeho uzavřená
podmnožina. Pak existuje lineární zobrazení E : CpLq Ñ CpKq splňující Ef |L “ f a }Ef}8 ď }f}8
pro každé f P CpLq. Navíc, Ef ě 0 kdykoliv f ě 0.

Důsledek 34. Nechť K je metrizovatelný kompakt a L Ă K jeho uzavřená podmnožina. Pak CpLq
je isometrický komplementovanému podprostoru CpKq.

Věta 35 (Bing, Nagata, Smirnov). Pro T3 1
2
prostor X je ekvivalentní.

(a) X je metrizovatelný.
(b) X má σ-diskrétní bázi.
(c) X má σ-lokálně konečnou bázi.
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4. Souvislost

Definice. Topologický prostor se nazývá souvislý, pokud ho nelze vyjádřit jako disjunktní sjedno-
cení dvou neprázdných otevřených množin.

Poznámka. Existují ještě pojmy křivkové souvislosti a obloukové souvislosti, v této přednášce se
těmto pojmům ale věnovat blíže nebudeme.

Poznamenejme, že někteří autoři (např. Engelking) považují prázdnou množinu za souvislou,
někteří ne.

Tvrzení 36. Pro topologický prostor X jsou následující podmínky ekvivalentní.

(a) Prostor X je souvislý.

(b) Je-li X “ AYB a AXB “ H “ AXB, pak A “ H nebo B “ H.

(c) Prostor X neobsahuje vlastní obojetnou podmnožinu.

(d) Každé spojité zobrazení f : X Ñ t0, 1u je konstantní (kde t0, 1u je dvoubodový diskrétní pro-
stor).

Tvrzení 37. Spojitý obraz souvislého prostoru je souvislý.

Tvrzení 38 (Sjednocení souvislých množin). Nechť tCi : i P Iu je soubor souvislých podmnožin
prostoru X a nechť je splněna jedna z následujících podmínek:

(a) Di0 P I @i P I : Ci X Ci0 ‰ H; (b)
Ş

iPI Ci ‰ H.

Pak
Ť

Ci je souvislá.

Důsledek 39. Je-li X topologický prostor, A Ď X souvislá a A ĎM Ď A, pak M je souvislá.

Věta 40. Nechť X je T3 1
2
topologický prostor. Pak X je souvislý, právě když βX je souvislý.

Věta 41. Nechť Xi, i P I jsou neprázdné topologické prostory. Pak
ś

I Xi je souvislý, právě když
jsou všechny prostory Xi, i P I souvislé.

Definice. Je-li X topologický prostor a x P X, pak komponenta souvislosti bodu x je největší
souvislá množina, která obsahuje bod x. Značíme ji Cx.

Poznámka. Díky Tvrzení 38 existuje komponenta souvislosti každého bodu. Jsou-li Cx a Cy dvě
komponenty, pak Cx “ Cy nebo CxXCy “ H. Tedy komponenty souvislosti tvoří rozklad prostoru
X.

Tvrzení 42. Jsou-li Xi, i P I topologické prostory a x “ pxiq P
ś

I Xi, pak Cx “
ś

I Cxi
.

(Tj. komponenta x “ pxiq je součin komponent příslušných xi, i P I.)

Definice. Buď X topologický prostor. Množina Q se nazývá kvazikomponentou v bodě x, pokud
Q “

Ş

tZ : x P Z,Z je obojetnáu. Značíme ji Qx.

Poznámka. Pro každé x P X platí, že Cx Ď Qx. Kvazikomponenty jsou uzavřené, protože jsou
definované jako průniky uzavřených množin. Kvazikomponenty navíc opět tvoří rozklad prostoru.

Příklad. Ať X je podmnožina roviny tvořená body a “ p0, 0q, b “ p0, 1q a spočetným systémem
úseček spojujících body p2´n, 0q a p2´n, 1q. Pak Ca “ tau ‰ ta, bu “ Qa.

Lemma 43 (O průniku v kompaktu). Buď X kompaktní prostor a A soubor uzavřených množin.
Pokud

Ş

A Ď U pro nějakou U otevřenou, pak existuje konečný systém F Ď A, že
Ş

F Ď U .

Věta 44. V kompaktním T2 prostoru komponenty a kvazikomponenty splývají.
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4.1. Kontinua

Definice. Kompaktní souvislý neprázdný T2 prostor se nazývá kontinuum. Je-li tvořeno jediným
bodem, nazývá se degenerované.

Poznámka. Spojité obrazy a libovolné součiny kontinuí jsou kontinua.

Tvrzení 45. Je-li H soubor kontinuí uzavřený na konečné průniky, pak
Ş

H je kontinuum.
(Speciálně průnik klesající posloupnosti kontinuí je kontinuum.)

Tvrzení 46 (Bum do hranice). Je-li A vlastní uzavřená podmnožina kontinua X, pak každá kom-
ponenta množiny A protíná hranici A.

Věta 47 (Sierpinski). Buď X kontinuum a Xn, n P N, po dvou disjunktní uzavřené podmnožiny,
jejichž sjednocením je X. Pak Xn “ H pro všechna n až na jedno.

Definice. Kontinuum se nazývá rozložitelné, pokud existují dvě vlastní podkontinua, jejichž je
sjednocením. V opačném případě se nazývá nerozložitelné.

Příklad. V R2 existuje nerozložitelné kontinuum.

4.2. Nesouvislost

Definice. Hausdorffův topologický prostor X se nazývá

• dědičně nesouvislý, pokud komponenty jsou jednobodové;

• totálně nesouvislý, pokud pro x ‰ y existuje obojetná Z Ď X, že x P Z, y R Z;

• nuldimenzionální (píšeme někdy 0-dim), pokud má bázi tvořenou obojetnými množinami;

• silně nuldimenzionální(píšeme někdy silně 0-dim), pokud pro každé dvě disjunktní uzavřené
množiny E,F existuje obojetná Z, že E Ď Z Ď XzF .

Poznámky. • Terminologie není uplně jednotná, používáme terminologii z Engelkinga (ve
skriptech zvolena jiná terminologie). Nejpodstatnějším pojmem bude nuldimenzionalita (tam
terminologie jednotná je).

• Námi definovaná silná nuldimenzionalita implikuje automaticky normalitu, ale lze ji přirozeně
definovat rozumným způsobem už v Tichonovových prostorech (blíže viz. například skripta).

Tvrzení 48. Nechť X je T2 topologický prostor. Pak platí

X je silně 0-dim ùñ X je 0-dim ùñ X je totálně nesouvislý ùñ X je dědičně nesouvislý.

Příklady. • Uvažujme X “ R2 s topologií τ určenou takto: body Q2 jsou izolované, ostatní
body x mají bázová okolí txu Y pBpx, εq X Q2q pro ε ą 0. Pak pX, τq je T2 prostor, který je
dědičně nesouvislý a není totálně nesouvislý.
Existuje i metrizovatelný příklad, ten je ale o dost složitější (viz. skripta, Příklad 8.46).

• Uvažujme Erdösův prostor, tj. E :“ `2XQω s topologií zděděnou z `2. Pak E je metrizovatelný
totálně nesouvislý prostor, který není nuldimenzionální.

• Příklady prostorů, který jsou nuldimenzionální a nejsou normální (tedy ani silně nuldimenzio-
nální podle naší definice) byly už zmíněny v Obecné topologii 1 (součin Sorgenfreyovy přímky,
nebo Isbel-Mrówka space).

• Na cvičení si ukážeme příklad normálního prostoru, který je nuldimenzionální ale není silně
nuldimenzionální. Dokonce existuje i metrizovatelný příklad, ten je ale velmi komplikovaný.

Věta 49 (Nesouvislost v kompaktu). Pro T2 kompaktní prostor X platí:

X je silně 0-dim ô X je 0-dim ô X je totálně nesouvislý ô X je dědičně nesouvislý.
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Věta 50 (Nuldimenzionalita βX). Ať X je T4. Pak βX je 0-dim, právě když X je silně 0-dim.

Tvrzení 51. Nechť X je T2. Pak je nuldimenzionální, právě když jej lze vnořit do 2I pro nějakou
množinu I. V takovém případě lze zvolit I “ wpXq.

Věta 52. Každý T2 kompakt je spojitým obrazem nuldimenionálního kompaktu stejné váhy.
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5. Topologická dimenze

Definice (Malá induktivní dimenze: Menger, Urysohn). Pro T3 prostor X definujeme pro n P
NY t0u jeho malou induktivní dimenzi induktivně takto:

• Řekneme, že indX “ ´1, právě když X “ H.
• indX ď n jestliže pro každé x P X a U okolí x existuje otevřená V , že x P V Ď U a

indpBV q ď n´ 1.
• indX “ n, pokud indX ď n a neplatí indX ď n´ 1.
• indX “ 8, pokud indX ď n neplatí pro žádné n P N.

Říkáme, že indX je malá induktivní dimenze prostoru X.

Poznámky. Nechť X je T3 prostor. Pak platí:

• indX ď 0, právě když X je nuldimenzionální;
• pokud M Ă X, pak indM ď indX;
• indr0, 1s “ 1.

Definice (Velká induktivní dimenze: Brouwer, Čech). Pro T4 prostor X definujeme pro n P NYt0u
jeho velkou induktivní dimenzi induktivně takto:

• Řekneme, že IndX “ ´1, právě když X “ H.
• IndX ď n jestliže pro každou uzavřenou E a otevřenou U Ě E existuje otevřená V , že
E Ď V Ď U a IndpBV q ď n´ 1.

• IndX “ n, pokud IndX ď n a neplatí IndX ď n´ 1.
• IndX “ 8, pokud IndX ď n neplatí pro žádné n P N.

Říkáme, že IndX je velká induktivní dimenze prostoru X.

Poznámky. Nechť X je T4 prostor. Pak platí:

• pokud M Ă X je uzavřená, pak IndM ď IndX;
• IndX ď 0, právě když X je silně nuldimenzionální;
• indX ď IndX;
• Indr0, 1s “ 1.

Definice. Říkáme, že systém A podmnožin množiny X je řádu n, pokud n je největší přirozené
číslo, pro které existují různé prvky A1 . . . , An`1 P A, že

Ş

Ai ‰ H.

Definice (Pokrývací dimenze: Čech, Lebesgue). Pro T4 prostor X definujeme pro n P NYt0u jeho
pokrývací dimenzi induktivně takto:

• dimH “ ´1.
• dimX ď n jestliže každé konečné otevřené pokrytí X je zjemněno konečným otevřeným

pokrytím řádu nejvýše n.
• dimX “ n, pokud dimX ď n a neplatí dimX ď n´ 1.
• dimX “ 8, pokud dimX ď n neplatí pro žádné n.

Říkáme, že dimX je pokrývací dimenze prostoru X.

Poznámky. Nechť X je T4 prostor. Pak platí:

• pokud M Ă X je uzavřená, pak dimM ď dimX;
• dimr0, 1s “ 1.

Tvrzení 53. V T4 topologickém prostoru X platí, že dimX ď 0 právě když X je silně 0-dim.
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Definice. Ať X je množina a S Ď PpXq pokrytí množiny X. Indexovaný systém tTS : S P Su se
nazývá skrčení systému S, pokud je to pokrytí a TS Ď S pro S P S.

Lemma 54 (O skrčení). Ať X je T4 prostor a tG1, . . . , Gnu je otevřené pokrytí X. Pak existuje
otevřené pokrytí tH1, . . . ,Hnu prostoru X takové, že Hi Ă Gi, i P t1, . . . , nu.
(Tj. každé konečné otevřené pokrytí má uzavřené skrčení takové, že vnitřky tvoří také pokrytí.)

Lemma 55 (O nadmutí). Ať X je T4 prostor, tF1, . . . , Fnu konečný systém uzavřených podmnožin
X řádu nejvýše n a nechť tU1, . . . , Unu jsou otevřené množiny splňující Fi Ă Ui pro i “ 1, . . . , n.
Pak existuje systém tV1, . . . , Vnu otevřených podmnožin X splňující, že tV1, . . . , Vnu má řád nejvýše
n a Fi Ă Vi Ă Vi Ă Ui pro každé i “ 1, . . . , n.

Věta 56 (Charakterizace pokrývací dimenze). Pro T4 prostor X jsou následující podmínky ekviva-
lentní.

(a) dimX ď n.

(b) Každé konečné otevřené pokrytí prostoru X má otevřené skrčení řádu nejvýše n.

(c) Každé konečné otevřené pokrytí X má uzavřené skrčení řádu nejvýše n.

(d) Každé konečné otevřené pokrytí X je zjemněno konečným uzavřeným pokrytím řádu ď n.

Věta 57 (Součtová věta pro dimenzi dim). Je-li T4 prostor X sjednocením spočetně mnoha svých
uzavřených podprostorů Fi a dimFi ď n, pak dimX ď n.

Věta 58. Pokud X je T4, pak dimX ď IndX.

5.1. Topologická dimenze v metrizovatelných prostorech

Věta 59. Je–li X metrizovatelný prostor, pak dimX “ IndX.

Lemma 60. Nechť X je metrizovatelný prostor a Z Ă X silně 0-dim. Pak pro každou F Ă X
uzavřenou a U Ă X otevřenou splňující F Ă U existuje otevřená V Ă X splňující F Ă V Ă V Ă U
a Z X BV “ H.

Věta 61. Nechť X je metrizovatelný separabilní prostor. Pak indX “ dimX “ IndX.

Věta 62. Nechť X je metrizovatelný prostor a n P NYt0u. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(a) IndX ď n,

(b) X “ Y Y Z, kde IndY ď n´ 1 a IndZ ď 0.

Důsledek 63 (o oddělování). Nechť X je metrizovatelný prostor a n P NYt0u. Pokud je IndX ď n,
pak pro každou posloupnost pn`1q dvojic uzavřených disjunktních množin pF1, H1q, . . . pFn`1, Hn`1q,
existují otevřené množiny Ui, i “ 1, . . . , n` 1, že Fi Ď Ui Ď Ui Ď XzHi a

Şn`1
i“1 BUi “ H.

Věta 64. Nechť X a Y jsou neprázdné metrizovatelné prostory, pak IndpX ˆ Y q ď IndX ` IndY .

5.2. Dimenze a Euklidovské prostory

Věta 65 (Brouwerova o pevném bodě). Každé spojité zobrazení f : r0, 1sn Ñ r0, 1sn má pevný bod,
tj. existuje x P r0, 1sn, pro které fpxq “ x.

Věta 66. Pro každé n P N platí, že dimr0, 1sn “ dimRn “ n.

Důsledek 67. Pokud n,m P N a n ‰ m, pak Rn není homeomorfní Rm.
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