1. Uniformni prostory

1.1. Vztah k topologickym a metrickym prostortim

Poznamka. Pro mnozinu X ozna¢me diagonalu A(X) = {(z,y) € X%: 2 = y}. Inverzni relace
k relaci E je relace {(x,y): (y,z) € E}. Pro binarni relace C, D na mnozing X zna¢ime jako
CoD ={(z,2)e X x X: (z,y) € C,(y,2) € D pro n&jaké y € X}.

Definice. Dvojice (X, D) se nazyva uniformni prostor (UP), pokud X je mnozinaa D € P(X x X)
je neprazdny a spliuje:

(Ua) VDeD: A(X) < D, (Ud) YDeD: D~1eD,
(Ub) YC,DeD: CnDeD,
(Uc) je-li DeD a DC E, pak EeD, (Ue) YDeDICeD: CoCcD.

Systém D se nazyva uniformita. Prvky mnoziny D se nazyvaji okoli diagondly. Uniformita D se
nazyva se separovand, pokud navic plati

(Uf) ND = A(X). (Ekvivalentné, pro kazdé =,y € X, x # y existuje D € D, Ze (z,y) ¢ D.)

Pokud je D separovand, pak fekneme, Ze uniformni prostor (X, D) je T;.

Systém B < P(X?) se nazyva bdze uniformity (resp. bdze uniformity D), pokud uzavienim
B na nadmnoZiny dostaneme néjakou uniformitu (resp. uniformitu D). Systém S < P(X?) se
nazyvé subbdze uniformity (resp. subbdze uniformity D), pokud jeho uzavienim na koneéné priniky
dostaneme né&jakou béazi uniformity (resp. ngjakou bazi uniformity D).

Pokud (X, D) a (Y, ) jsou uniformni prostory, pak fekneme Ze zobrazeni f: (X,D) — (Y, &) je
stejnomeérné spojité, pokud (f x f)~Y(E) € D pro kazdé E € £. Zobrazeni f se nazyva uniformni
homeomorfismus, pokud f je bijekce, a f i f~! jsou stejnomérné spojita zobrazeni.

Lemma 1. Neprdzdny systém B < P(X?) tvoii bdzi néjaké uniformity na X, prdvé kdy? plati
ndsledujici podminky:

(a) VO eB: A(X)cC, (¢) WCeBIDeB: DcC™!,

(b)) VC,DeBiEeB: EcCnD, (d) YDeB3iCeB: CoCcD.

Navic, pokud je B bdze uniformity, pak je bdzi separované uniformity pravé kdyz (B = A(X).
Diikaz. Diikaz je snadny, byl vynechédn, mtze byt u zkousky pouzit jakozto priklad navic. O
Priklady. o Diskrétnd uniformita na mnozing X je tvofena v8emi nadmnozinami A(X).

e Pokud (X, p) je pseudometricky prostor, polozme E,(r) := {(z,y) € X x X: p(z,y) < r}
pro r > 0. Pak {E,(r): r > 0} je baze uniformity na X, ktera je bazi separované uniformity,
pokud navic p je metrika. Tuto uniformitu oznacujeme symbolem D,. Rekneme, ze uniformita
D je metrizovatelnd, pokud existuje metrika p splitujici D = D,,.

Je snadné se presvéddit, ze pokud (X, p) a (Y, o) jsou metrické prostory, pak f : (X, p) — (Y, o)
je stejnomérné spojité praveé kdyz je stejnomérné spojité jakozto zobrazeni mezi uniformnimi
prostory (X,D,) a (Y,D,).

Definice. Pokud R je systém pseudometrik na mnoziné X, pak uniformita generovand R (znacime
Dg) je uniformita jejiz subbéze je {E,(r): r > 0, p € R}.



Poznamka. Je snadné se presvédcit, ze pokud R je systém pseudometrik na mnoziné X, pak Dg
je separované pravé kdyz R oddéluje body X (tj. Vo # y 3p € R: p(z,y) > 0). Dale, pokud je S
systém pseudometrik na mnozing Y, pak f: (X,Dr) — (Y, Dg) je stejnomérné spojité pravé kdyz
plati

VpeSVe>0do0e RI§>0Vx,ye X : o(z,y) <d = p(f(z), f(y)) <e.

Znaceni. Pro F c X x X a z € X znafime E[z] :={ye X: (z,y) € E}.
Tvrzeni 2. Je-li (X, D) uniformni prostor, pak
m={Ac X:VYre A 3IDeD: Dlx] < A}
je topologie na X. Navic plati ndsledugici.
(a) Je—li B baze uniformity D, pak B(z) := {D[z]: D € B}, x € X jsou bdze okoli bodit v (X, p).
(b) D je separovand prdvé kdyz (X, mp) je T1.

(c) Je—li (Y,E) uniformni prostor a f : (X,D) — (Y,&) stejnomérné spojité, pak f : (X, 7p) —
(Y, 7¢) je spojité.

(d) Je—li D generovand systémem psedometrik R, pak pro kaZdy net (x;)ier a kaZdé x € X plati,
Ze x; B x pravé kdyz p(z;,x) — 0 pro kazdé p € R.

Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O

Definice. Topologicky prostor (X, 7) je uniformizovatelny, pokud existuje uniformita D spliujici
T =TpD.

Lemma 3 (O pseudometrice). At (X, D) je uniformni prostor a {D,: n€ Nu {0}} c D spliugi
(i) Dy = X x X, (ii) ¥n € N: Dyi1 0 Dpsr © Dyt S D
(ii) YneN: D, = (D,)},
Pak existuje pseudometrika p na X spliugict
(a) Vn=1: {(z,y):d(z,y) <271} < D, < {(z,y): d(z,y) < 27"},
(b) D,cDap<l.
Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O

Dausledek 4. KazZdd uniformita je generovand néjakym systémem pseudometrik. Kazdd Ty unifor-
mita je generovand systémem pseudometrik, ktery oddéluje body.

Dikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O
Véta 5. 11 uniformni prostor je metrizovatelnyj, privé kdyZ md spocetnou bdzi.
Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O

Poznamka. Spocetna béze D je néco jiného, nez spocetna baze rp. Piikladem je diskrétni unifor-
mita jejiZ baze je tvofena jednim prvkem A(X), ale 7p je diskrétni topologie a tedy vaha (X, mp)
je rovna | X|.

Véta 6. Ty topologicky prostor je uniformizovatelny, prave kdyz je T3%.

Drikaz. Dikaz byl, mtze byt zkouSen. O



1.2. Podprostor, suma a soucin

Definice. e At (X, D) je uniformni prostor a A < X. Poloz D|4 := {D n (A x A): D € D}.
Pak (A, D|4) je podprostor (X, D).

e At (X;,D;) jsou uniformni prostory. Pak soucin uniformit je uniformita Dy, x, na I1; X;, jejiz
subbaze je {(m; xm;)"Y(D): i e I, D € D;}. Pak (I; X;, Dr1, x,) je soucin uniformnich prostorii.

e At (X;,D;) jsou uniformni prostory. Pak na [4); X; := {J,.;({i} x X;) definujeme sumu unifor-
mit jako uniformitu ), D; := {{U,c;({i} x D;): D; € D; pro kazdé i € I}. Pak (; Xi,|H; Di)
je suma uniformnich prostori.

Poznamka. Je lehké ovéfit, ze suma/soucin/podprostor uniformnich prostora je dobfe definovany
uniformni prostor. Topologie generované uniformitou D|4 je topologie podprostoru, topologie ge-
nerované uniformitou Dy, je souc¢inova topologie.

Tvrzeni 7. Necht (Z,D) a (X;,D;) pro i € I jsou uniformni prostory.

(i) Zobrazeni f : Z — 11 X; je stejnomérné spojité, prdavé kdyz jsou stejnomeérné spojitd zobrazend
;o f pro kazdé i e I.

(i) At f; « Xi — (Yi,&), i € I jsou stejnomérné spojitd zobrazeni. Pak je stejnomérné spojité
také zobrazeni 1 f; : 1I; X; — I11Y;.

(its) At f; : Z — X;, i € I jsou stejnomérné spojitd zobrazeni. Pak je stejnomérné spojité také
zobrazeni Ay f; : Z — 1 X;.

(i) Jsou-li f,g: Z — R stejnomérné spojitd zobrazent, pak jsou stejnomérné spojitd také zobra-
zeni f +g, [ — g, max{f, g}, min{f, g} a |f|. Navic, pokud jsou f,g omezené funkce, pak je
stejnomeérné spojité také zobrazeni f - g.

Dikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O
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1.3. Uplnost a totalni omezenost

Definice. e Net (x;)ser v uniformnim prostoru (X, D) se nazyva cauchyovsky, pokud pro kazdé
D e D existuje ig € I ze pro 4,j > ig je (z;,x;) € D.

e Uniformni prostor (X, D) se nazyva uping, pokud kazdy cauchyovsky net je konvergentni v
(X, T’D) .

e Uniformni prostor (X, D) se nazyva totdlné omezeny, pokud pro kazdé E € D existuje K <€ X
konetna, ze E[K] = X. (Kde E[K]:=,cx Elx].)

Poznamka. Je-li uniformita D generované systémem pseudometrik R, pak net (x;) je cauchyovsky
v (X, D) praveé kdyz plati

Vpe RVe Jig Vi, j >io: plai,z;) <e.

Poznamka. Neni slozité si rozmyslet, Zze v dplném metrickém prostoru jsou cauchyovské nety
konvergentni. Dale se pak uz snadno nahlédne, Ze metricky prostor (X, p) je uplny (resp. totalné
omezeny), pravé kdyz uniformni prostor (X,D,) je uplny (resp. totalné omezeny).

Poznamka. At (X, D) je uniformni prostor. Je snadné ovéfit, ze konvergentni nety v (X, 7p) jsou
cauchyovské v (X, D) a Ze stejnomérné spojita zobrazeni zobrazi cauchyovsky net na cauchyovsky
net.



Tvrzeni 8. At (X,D) je T1 uniformni prostor. Pak
X je totdlné omezeny < kazZdy net v X md cauchyovsky podnet.

Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkousSen. O
Tvrzeni 9. (i) Je-li podprostor uplného Ty uniformniho prostoru uplny, pak je uzavieny.

(ii) Podprostor totdlné omezeného (resp. uzavieny podprostor dplného) uniformniho prostoru je
totdlné omezeny (resp. uplnyg).

(iti) Soucin totdlné omezenych (resp. uplnych) uniformmnich prostori je totdlné omezeny (resp.
uplnyg).
Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O

Véta 10. At X je Ty uniformni prostor. Pak (X, mp) je kompakini, prdavé kdyz (X, D) je uplny a
totdlné omezeny.

Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O

Tvrzeni 11. At X aY jsou uniformni Ty prostory, Y jedplny, A< X a f: A—Y je stejnomérné
spojité. Pak existuje F': A — 'Y stejnomeérné spojité splitugici F|a = f.

Diikaz. Dukaz byl, muze byt zkouSen. O

Definice. Necht (X, D) je T1 uniformni prostor. Jeho ziplnénim je dvojice (e,Y’), kde Y je uplny
T uniformni prostor a e : X — Y je uniformni vnoteni na hustou ¢ast (tj. e(X) =Y ae: X — e(X)
je uniformni homeomorfismus).

Vé&ta 12. Kazdy Ty uniformni prostor md ziplnéni. Navic, pokud (e,Y) a (¢/,Y") jsou ziplnéni T,
uniformniho prostoru X, pak existuje uniformni homeomorfismus F : Y — Y’ spliiujici F oe = €.

Diikaz. Dukaz byl vynechan, zkouSen nebude. O

1.4. Uniformita na kompaktech

Véta 13. Necht (X, 1) je Hausdorffiv kompaktni prostor. Pak na X existuje pravé jedna uniformita
generugict topologii T, bdze této jediné uniformity je tvofena oteviengmi okolimi diagondly A(X).

Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O

Tvrzeni 14. At (X, D), (Y,E) jsou Th uniformni prostory a (X, Tp) je kompakini. Pak kaZdé spojité
zobrazeni f: X — Y je stejnomérné spojité.

Drikaz. Dikaz byl, mtze byt zkouSen. O



2. Topologické grupy

Definice. (G,-,7) se nazyva topologickd grupa (TG), pokud (G,-) je grupa, (G, 7) je topologicky
prostor a operace nasobeni -: G x G — G (na G x G uvazujeme soudinovou topologii) a operace
inverzntho prvku ~': G — G jsou spojité.

Priklady. Priklady topologickych grup jsou napfiiklad nésledujici.
(a) Kazda grupa s diskrétni topologii.

(b) Kazdy normovany linearni prostor s operaci séitani a topologii generovanou normou. Obecnéji,
kazdy topologicky vektorovy prostor je komutativni topologicka grupa.

(¢) GL(n,R) (grupa vsech realnych invertibilnich n x n matic). Grupova operace operace je dana
nasobenim matic, topologie je dana konvergenci po soufadnicich (tj. topologie je zdédéna ze
souc¢inové topologie na R™*"™).
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(d) Iso(X), kde (X, p) je metricky prostor. Symbolem Iso(X) oznafujeme mnoZinu vsech surjek-
tivnich isometrii f : X — X s grupovou operaci skladani a topologii bodové konvergence (tj.
se soucinovou topologii zdédénou z XX).

(e) Iso(V), kde (V, | -]) je normovany linearni prostor. Symbolem Iso(V') zde ozna¢ujeme mnozinu
vSech surjektivnich linedrnich isometrii f : X — X s grupovou operaci skladani a topologii
bodové konvergence (tj. se sou¢inovou topologii zdédénou z V'V).

(f) H(K), kde K je kompaktni Hasdorftitv prostor. Symbolem H(K) zde ozna¢ujeme mnozinu
vSech surjektivnich homeomorfismu f : K — K s grupovou operaci skladani a compact-open
topologii, tj. topologii jejiz subbaze je tvofena mnozinami E[L; U] := {f € H(K): f(L) c U},
kde L < K je kompaktni a U < K je oteviend mnozina.

(Diikaz, Ze se jedna o topologickou grupu viz. cviceni.)

Neutralni prvek topologické grupy G zna¢ime pismenem eg (nebo jen e pokud je z kontextu
jasné o jakou grupu G se jednd). Pfipomenme, Ze podgrupa N < G je normdlni podgrupa (piSeme
N <1 G), pokud gNg=! = N pro kazdé g € G (neplést si s nesouvisejicim pojmem normalniho
topologického prostoru). Déle pfipomenme, Ze pro N < G mtzeme definovat faktorgrupu G/N, tj.
grupu jejiz prvky jsou rozkladové tfidy tvaru N := {zn: n € N} a grupova operace je definovina
piirozenym zptisobem jako (zN)(yN) = (zy)N a (zN)~! =z~ IN.

Pro kazdé g € G definujeme zobrazeni levé translace L, : G — G a zobrazeni pravé translace
R, : G — G predpisy Ly(h) = gh a Ry(h) = hg pro h € G. Topologicky prostor X je homogenn,
pokud pro kazdé z,y € X existuje homeomorfismus f : X — X splijici f(z) = y.

Lemma 15. Necht G je topologickd grupa. Pak plati ndsledugici.
(a) Zobrazeni ~' : G — G je homeomorfismus.
(b) Pro kazdé g € G jsou zobrazeni levé a pravé translace Ly a R, homeomorfismy na G.
(c) G je homogenni prostor.
(d) YUeU(e)IVeldle): V- -V1cU.
(e) Je-li jedna z mnozin A, B < G oteviend, pak A - B je oteviend.

(f) Je-li H < G (normdini) podgrupa, pak H je (normdlni) podgrupa.



(g) Je-li H € G podgrupa a Int(H) # &, pak H je obojetnd.
(h) Soucin topologickijch grup se soucinovou topologii je topologickd grupa.
(i) Homomorfismus topologickych grup f: G — H je spojity, prdvé kdyZ je spojity v neutrdlnim
proku eq.
2.1. Uniformity na topologickych grupach
Definice. Necht G je topologickd grupa. Pak

e pravd uniformita na G je uniformita Dg, jejiz baze je ddna systémem {Ry: U € U(e)}, kde
Ry = {(z,y): xy~' € U} pro U € U(e),

e levd uniformita na G je uniformita Dy, jejiz baze je dana systémem {Ly: U € U(e)}, kde
Ly = {(z,y): 2 'y e U} pro U € U(e).

Lemma 16. Necht (G,-,T) je topologickd grupa. Pak T = Tp, = Tp, (4. topologie generovand
pravou uniformitou je topologie grupy). Navic, zobrazeni Ry : (G,Dr) — (G,Dr) a Ly : (G,Dr) —
(G,Dy) jsou uniformni homeomorfismy pro kazdé g € G.

Véta 17. Kazdd Ty topologickd grupa je T3%. Navic, Ty topologickd grupa je metrizovatelnd, prdave
kdyz mda spocetny charakter.

Lemma 18 (O zprava/zleva invariantni pseudometrice). Necht (G,-,T) je topologickd grupa a
{U,: ne NuU{0}} cUl(e) splitugi

(Z) Uy =G, (ZZZ) VneN: Upt1-Upi1-Upy1 € U,
(ii) V\ne N: U, = (U,)" 1,
Pak existuje zprava invariantni (resp. zleva invarianini) pseudometrika p na G spliujici p < 1,
(a) Vn=1: B,(e,27"1)c U, < B,(e,27"),
(b) D, < Dg (resp. D, < Dy,).

Navic, pokud na grupé G splyvd levd a pravd uniformita, pak existuje dokonce bi-invariantni pseu-
dometrika p s vlastnostmi vijse.

Véta 19 (Birkhoff-Kakutani). KaZdd metrizovatelnd topologickd grupa je metrizovatelnd zprava
invariantni (resp. zleva invariantni) metrikou.

Definice. Rekneme, 7e topologickd grupa je SIN (Small Invariant Neighborhoods) pokud na ni
existuje B baze okoli e splitujici ze gUg™! < U pro kazdée Ue Ba ge G.

Tvrzeni 20. Topologickd grupa je SIN prdvé kdyz na ni splijvd levd a pravd uniformita.

Véta 21. Metrizovatelnd grupa je SIN prdavé kdyz je metrizovatelnd bi-invariantni metrikou.
Priklady. Typickymi piiklady SIN topologickych grup jsou kompaktni grupy, diskrétni grupy a
komutativni grupy. Piikladem metrizovatelné topologické grupy, ktera neni SIN je GL(n,R).

2.2. Kvocient topologickych grup

Véta 22. Necht G je topologickd grupa a N < G. Na G/H wvaZujme kvocientovou topologii in-
duktioné generovanou zobrazenim w : G — G/H. Pak G/H je topologickd grupa a m je otevieny
homomorfismus. Navic, G/H je Ty prdve kdyZ H je uzaviend (bez ohledu na to, zda G je Ty).

Véta 23. Necht' G je Ty topologickd grupa a H < G lokdlné kompaktni podgrupa. Pak H je uzaviend.



2.3. Reprezentace topologickych grup

Definice. Necht G je T; topologicks grupa. Rekneme, Ze funkce f: G — R je zprava stejnomérné
spojita, pokud f je stejnomérné spojita jakozto funkce z (G, Dgr) do R. Mnozinu v8ech omezenych
zprava stejnomérné spojitych funkei f : G — R oznacujeme jako RUC(Q).

Lemma 24. Necht G je Ty topologickd grupa. Pak f : G — R je zprava stejnomérné spojitd pravé
kdyz
Ve>03U el(e)VueUVeeG: |f(uz)— f(z)] <e.

Pokud RUC(G) vybavime normou || f|loo := sup,eq | f(2)], pak (RUC(Q), ||-|«) je Banachiv prostor.
Naviec, RUC(G) oddéluje body a uzaviené mnoziny v G.

Véta 25 (Teleman). Necht G je T topologickd grupa. Pak existuje Banachiv prostor V takovy, Ze
G se vnoti jakozto topologickd grupa do Iso(V).



3. Parakompaktni prostory

Definice. Je-li X mnozina a U jeji pokryti, pak systém V nazyvame zjemnénim U (znac¢ime V < U),
pokud V je pokryti X a pro kazdé V € V existuje U e U, ze V < U.
Dale, necht X je topologicky prostor a S € P(X). Systém S se nazyva

o [okdlné konecnyj, pokud kazdy bod v X ma okoli protinajici jen koneéné mnoho mnozin z S,
o diskrétni, pokud kazdy bod v X mé okoli protinajici nejvyse jednu mnoZinu z S,

e o-lokdlné konecny (resp. o-diskrétni), pokud je spoletnym sjednocenim lokalné kone¢nych
(resp. diskrétnich) systémii.

Poznamky. Kazdy (o-)diskrétni systém je (o-)lokélng konecny. Systém {(—1,1):n € N} je o-
diskrétni, ale neni lokdlné konecny.

Fakt 26 (Uzavér lokdlné kone¢ného souboru). Je-li A lokdlné konecny soubor v topologickém pro-
storu X, pak {A: Ae A} je lokdlné konecnyg a | JA = |J{A: Ae A}

Definice. Hausdorffiv topologicky prostor X se nazyva parakompaktng, pokud kazdé jeho oteviené
pokryti mé lokilné konec¢né oteviené zjemnéni.

Priklady. Vsechny kompaktni a vSechny diskrétni prostory jsou parakompaktni.
(Pozdsji dokazeme, Ze také kazdy metricky prostor je parakompaktni.)

Véta 27 (Charakterizace parakompaktnosti). Pro T3 topologicky prostor X jsou ndsledujici pod-
minky ekvivalentni.

(a) X je parakompakind.

(b) Kazdé oteviené pokryti X je zjemiiovdno o-lokdiné koneéngm oteviengm pokrytim.

(¢) Kazdé otevrené pokryti X je zjemsiovdno lokdlné koneénym pokrytim.

(d) Kazdé otevirené pokryti X zjemsiovdno lokdlné konecnym uzavienym pokrytim.
Dusledek 28. Kazdy Lindeldfiv Ty prostor je parakompaktni.

Definice. Pro systém S podmnozin mnoziny X a r € X definujme sts(z) = (J{S € S: z € S}.
Rikame, Ze pokryti V hvézdovité zjemriuje U (piSeme V <4 U), pokud {sty(x): V € V} zjemiiuje U.

Véta 29 (Charakterizace parakompaktnosti IT). Pro Hausdorffiv topologicky prostor (X, 1) jsou
ndsledujici podminky ekvivalentni.

(a) Kazdé oteviené pokryti U prostoru X md oteviené hvézdovité zjemnénd, které je pokrytim.

(b) FEzistuje uniformita D na X generujict topologii X (tj. 7p = 7) takovd, Ze pro kaZdé oteviené
pokryti U prostoru X existuje D € D spliujici {D[x]: x € X} <U.

(c) X je T3% a pro kaZdé oteviené pokryti U prostoru X existuje spojitd pseudometrika p na X
splitugict {B,(z,1): ze X} <U

(d) X je T3% a kazdé oteviené pokryti X je zjemmiovdno o-diskrétnim otevienym pokrytim.
(e) X je parakompaktni.

Definice. Hausdorffiv topologicky prostor X se nazyva kolektivné normadlni, pokud pro kazdy dis-
krétni systém F z uzavienych mnoZzin existuje systém disjunktnich otevienych mnozin {U(F): F €
F} spliujici F' < U(F) pro kazdé F € F..



Poznamka. Pokud je systém uzavienych mnozin koneény, pak je diskrétni pravé kdyz je disjunktni.
Specialné, kazdy kolektivné normélni prostor je i normalni.

Tvrzeni 30. KaZdy parakompakini topologicky prostor je kolektivné normdlni, a tedy normdlni.
Vé&ta 31 (Stone). KaZdy metrizovatelny topologicky prostor je parakompaktni.

Definice. Necht G je oteviené pokryti prostoru X. Soubor spojitych funkei {f; : X — [0,1]: i € I}
se nazyva lokdlné koneény rozklad jednicky podiizeny G, jestlize soubor {{f; # 0}: i € I} je lokalné&
koneény, zjemhuje G a ., fi(x) = 1 pro kazdé = € X.

Véta 32 (Rozklad jednotky). V parakompaktnim topologickém prostoru existuje ke kaZdému ote-
virenému pokryti lokdlné konecnyj rozklad jednotky podiizeny tomuto pokryti.

Véta 33 (Dugundji - speciélni piipad). Necht K je metrizovatelnyg kompakt a L < K jeho uzaviend
podmnoZina. Pak existuje linedrni zobrazeni E : C(L) — C(K) spliiujici Ef|L = f a |Ef]o < | fllo
pro kazdé f e C(L). Navic, Ef = 0 kdykoliv f = 0.

Dausledek 34. Necht K je metrizovatelny kompakt a L < K jeho uzaviend podmnozina. Pak C(L)
je isometricky komplementovanému podprostoru C(K).

Vé&ta 35 (Bing, Nagata, Smirnov). Pro T3% prostor X je ekvivalentni.
(a) X je metrizovatelny.

(b) X md o-diskrétni bdzi.
(¢) X md o-lokdlné konecnou bdzi.



4. Souvislost

Definice. Topologicky prostor se nazyva souvisly, pokud ho nelze vyjadfit jako disjunktni sjedno-
ceni dvou neprazdnych otevienych mnozin.

Poznamka. Existuji jesté pojmy kiivkové souvislosti a obloukové souvislosti, v této pfednésce se
témto pojmim ale vénovat blize nebudeme.

Poznamenejme, Ze néktefi autoii (napf. Engelking) povazuji prazdnou mnoZinu za souvislou,
néktefi ne.

Tvrzeni 36. Pro topologicky prostor X jsou ndsledujici podminky ekvivalentnyi.
(a) Prostor X je souvisly.
(b) Je-li X =AUBaAnB=g=AnDB, pak A= nebo B = (.
(¢) Prostor X neobsahuje vlastni obojetnou podmnoZinu.

(d) Kazdé spojité zobrazeni f: X — {0,1} je konstantni (kde {0,1} je dvoubodovy diskrétni pro-
stor).

Tvrzeni 37. Spojity obraz souvislého prostoru je souvisly.

Tvrzeni 38 (Sjednoceni souvislych mnozin). Necht {C;: i € I} je soubor sowvisljch podmnoZin
prostoru X a mecht je splnéna jedna z nasledujicich podminek:

(a) JigelViel: CnCy #J; (b) ﬂieIC’i;ﬁ@.

Pak | J C; je souvisld.
Dusledek 39. Je-li X topologicky prostor, A < X souvisld a A< M < A, pak M je souvisld.
Véta 40. Necht X je TB% topologicky prostor. Pak X je souvisly, prdavé kdyz fX je souwvisly.

Véta 41. Necht X;, i € I jsou neprdzdné topologické prostory. Pak [[; X; je sowvisly, prdvé kdyz
jsou vSechny prostory X;, i € I souvislé.

Definice. Je-li X topologicky prostor a = € X, pak komponenta souvislosti bodu x je nejveétsi
souvisla mnozina, ktera obsahuje bod z. Znac¢ime ji C,.

Poznamka. Diky Tvrzeni 38 existuje komponenta souvislosti kazdého bodu. Jsou-li C, a C, dvé
komponenty, pak Cy = Cy, nebo C, n Cy = J. Tedy komponenty souvislosti tvoii rozklad prostoru
X.

Tvrzeni 42. Jsou-li X;, i € I topologické prostory a x = (z;) € [ |; Xs, pak Cp = []; Cs, .
(Tj. komponenta x = (x;) je soucin komponent prislusnych x;, i € I.)

Definice. Bud X topologicky prostor. MnoZina ) se nazyva kvazikomponentou v bodé z, pokud
Q=({Z: x € Z Z je obojetna}. Znacime ji Q.

Poznamka. Pro kazdé x € X plati, ze C, S @,. Kvazikomponenty jsou uzaviené, protoze jsou
definované jako pruniky uzavienych mnozin. Kvazikomponenty navic opét tvoii rozklad prostoru.

Priklad. At X je podmnoZina roviny tvofend body a = (0,0),b = (0,1) a spofetnym systémem
tse¢ek spojujicich body (27™,0) a (27™,1). Pak C, = {a} # {a,b} = Q.

Lemma 43 (O pruniku v kompaktu). Bud X kompaktni prostor a A soubor uzaviengch mnoZin.
Pokud (YA < U pro néjakou U otevienou, pak existuje koneény systém F = A, Ze (\F < U.

Véta 44. V kompaktnim T prostoru komponenty a kvazikomponenty splyvagi.
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4.1. Kontinua

Definice. Kompaktni souvisly neprazdny T prostor se nazyva kontinuum. Je-li tvofeno jedinym
bodem, nazyva se degenerované.

Poznamka. Spojité obrazy a libovolné souéiny kontinui jsou kontinua.

Tvrzeni 45. Je-li H soubor kontinui uzavieny na koneéné priniky, pak (\H je kontinuum.
(Specidlné prinik klesajici posloupnosti kontinui je kontinuum.)

Tvrzeni 46 (Bum do hranice). Je-li A vlastni uzaviend podmnozina kontinua X, pak kazZdd kom-
ponenta mnoZiny A protind hranici A.

Véta 47 (Sierpinski). Bud X kontinuum a X,,n € N, po dvou disjunktni uzaviené podmnoZiny,
jejichZ sjednocenim je X. Pak X, = & pro vSechna n aZ na jedno.

Definice. Kontinuum se nazyva rozlozitelné, pokud existuji dvé vlastni podkontinua, jejichz je
sjednocenim. V opa¢ném piipadé se nazyva nerozloZitelné.

Piiklad. V R? existuje nerozlozitelné kontinuum.

4.2. Nesouvislost

Definice. Hausdorfftiiv topologicky prostor X se nazyva
e dédicné nesouvisly, pokud komponenty jsou jednobodové;
e totdlné nesouvisly, pokud pro x # y existuje obojetnd Z < X, 2exe Z, y ¢ Z;
o nuldimenziondlni (piseme nekdy 0-dim), pokud ma bazi tvofenou obojetnymi mnoZinami;

e silnée nuldimenziondlni(piSeme nékdy silné 0-dim), pokud pro kazdé dvé disjunktni uzaviené
mnoziny F, F existuje obojetna Z, ze E < Z < X\F.

Poznamky. e Terminologie neni uplné jednotna, pouZzivame terminologii z Engelkinga (ve
skriptech zvolena jina terminologie). Nejpodstatnégjsim pojmem bude nuldimenzionalita (tam
terminologie jednotna je).

e Nami definovana silné nuldimenzionalita implikuje automaticky normalitu, ale lze ji pfirozené
definovat rozumnym zpisobem uz v Tichonovovych prostorech (blize viz. napiiklad skripta).

Tvrzeni 48. Necht X je Ts topologicky prostor. Pak plati
X je siln€é 0-dim = X je 0-dim = X je totdlné€ nesouvisly =—> X je dédicné nesouvisly.

Priklady. e Uvazujme X = R? s topologii 7 uréenou takto: body Q2 jsou izolované, ostatni
body x maji bazova okoli {z} U (B(x,e) n Q?) pro ¢ > 0. Pak (X, 7) je Ty prostor, ktery je
dédi¢né nesouvisly a neni totalné nesouvisly.

Existuje i metrizovatelny piiklad, ten je ale o dost slozit&jsi (viz. skripta, Piiklad 8.46).
e Uvazujme Erdosiv prostor, tj. E := f5nQ“ s topologii zdédénou z /5. Pak E je metrizovatelny
totalné nesouvisly prostor, ktery neni nuldimenzionalni.

e Priklady prostort, ktery jsou nuldimenzionalni a nejsou normalni (tedy ani silné nuldimenzio-
nélni podle nasi definice) byly uz zminény v Obecné topologii 1 (soudin Sorgenfreyovy piimky,
nebo Isbel-Mrowka space).

e Na cviceni si ukdzeme piiklad norméalniho prostoru, ktery je nuldimenzionalni ale nenf silné
nuldimenzionélni. Dokonce existuje i metrizovatelny piiklad, ten je ale velmi komplikovany.

Véta 49 (Nesouvislost v kompaktu). Pro To kompaktni prostor X plati:

X je silné 0-dim < X je 0-dim < X je totdlné nesouvisly < X je dédiéné nesouvisly.
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Véta 50 (Nuldimenzionalita 8X). AC X je Ty. Pak X je 0-dim, prive kdyZ X je silné 0-dim.

Tvrzeni 51. Necht X je Ts. Pak je nuldimenziondlnd, pravé kdys jej lze vnovit do 27 pro néjakou
mnoZinu I. V takovém ptipade lze zvolit I = w(X).

Véta 52. Kazdy To kompakt je spojitym obrazem nuldimeniondlniho kompaktu stejné vdahy.
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5. Topologickd dimenze

Definice (Mala induktivni dimenze: Menger, Urysohn). Pro T5 prostor X definujeme pro n €
N u {0} jeho malou induktivni dimenzi induktivné takto:

e Rekneme, Ze ind X = —1, pravé kdyz X = (.

e ind X < n jestlize pro kazdé = € X a U okoli = existuje oteviend V, ze z € V < U a
ind(0V) <n — 1.

e ind X =n, pokud ind X <n aneplati ind X <n — 1.

e ind X = o, pokud ind X < n neplati pro zddné n € N.

Rikéme, ze ind X je mald induktivni dimenze prostoru X.
Poznamky. Necht X je T3 prostor. Pak plati:

e ind X <0, pravé kdyz X je nuldimenzionalnf;
e pokud M < X, pak ind M < ind X
e ind[0,1] = 1.

Definice (Velké induktivni dimenze: Brouwer, Cech). Pro Ty prostor X definujeme pro n € Nu {0}
jeho velkou induktivni dimenzi induktivné takto:

e Rekneme, ze Ind X = —1, prave kdyz X = .

e Ind X < n jestlize pro kazdou uzavienou E a otevienou U 2 FE existuje oteviena V, Ze
EcVcUalnd(@V)<n-1

Ind X = n, pokud Ind X < n aneplati Ind X <n — 1.

e Ind X = oo, pokud Ind X < n neplati pro zadné n € N.

Rikame, 7e Ind X je velkd induktioni dimenze prostoru X.
Poznamky. Necht X je T, prostor. Pak plati:

pokud M < X je uzaviend, pak Ind M < Ind X;
Ind X <0, praveé kdyz X je siln€ nuldimenzionalnf;
ind X < Ind X;

Ind[0,1] = 1.

Definice. Rikéme, Ze systém A podmnoZin mnoZiny X je fadu n, pokud n je nejvétsi pFirozené
¢islo, pro které existuji rtizné prvky Ay ..., A, € A, Ze [ A; # .

Definice (Pokryvaci dimenze: Cech, Lebesgue). Pro Ty prostor X definujeme pro n € N u {0} jeho
pokryvaci dimenzi induktivné takto:

dim & = —1.

dim X < n jestlize kazdé konecné oteviené pokryti X je zjemnéno koneénym otevienym
pokrytim fadu nejvyse n.

dim X = n, pokud dim X < n a neplati dim X <n — 1.

e dim X = o0, pokud dim X < n neplati pro zadné n.

f{ikéme, ze dim X je pokrygvaci dimenze prostoru X.
Poznamky. Necht X je Ty prostor. Pak plati:

e pokud M < X je uzaviena, pak dim M < dim X;
e dim[0,1] = 1.

Tvrzeni 53. V T, topologickém prostoru X plati, Ze dim X < 0 prdvé kdyZ X je silné 0-dim.
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Definice. At X je mnozina a § € P(X) pokryti mnoziny X. Indexovany systém {Ts: S € S} se
nazyvé skréeni systému S, pokud je to pokryti a Ts < S pro S € S.

Lemma 54 (O skréeni). At X je Ty prostor a {G1,...,Gp} je oteviené pokryti X. Pak existuje

oteviené pokryti {Hy, ..., H,} prostoru X takové, Ze H; = Gy, i€ {1,...,n}.
(Tj. kaZdé konecné oteviené pokryti md uzaviené skréeni takové, Ze vnitiky tvoii také pokryti.)

Lemma 55 (O nadmuti). A¢ X je Ty prostor, {Fi,...,F,} konecny systém uzaviengch podmnozin
X Tddu nejugse n a necht {Uy,...,U,} jsou oteviené mnoZiny spliujici F; < U; proi = 1,...,n.
Pak existuje systém {V1, ..., V,} otevienyjch podmnozin X spliugici, Ze {Vi,...,V,} md 7dd nejvje
naF,cV,cV,cU prokaidéi=1,...,n.

Véta 56 (Charakterizace pokryvaci dimenze). Pro Ty prostor X jsou ndsledugici podminky ekviva-
lentn.

(a) dim X < n.

(b) Kazdé konecné oteviené pokryti prostoru X md oteviené skréent fadu nejuyse n.

(c) Kazdé konecné oteviené pokryti X md uzaviené skréent fadu nejuyse n.

(d) Kazdé konecné oteviené pokryti X je zjemnéno konecngm uzaviengm pokrytim rddu < n.

Vé&ta 57 (Souctova véta pro dimenzi dim). Je-li Ty prostor X sjednocenim spocetné mnoha svijch
uzavienych podprostord F; a dim F; < n, pak dim X < n.

Véta 58. Pokud X je Ty, pak dim X < Ind X.

5.1. Topologickd dimenze v metrizovatelnych prostorech

Véta 59. Je-li X metrizovatelny prostor, pak dim X = Ind X.

Lemma 60. Necht X je metrizovatelny prostor a Z < X silné€ 0-dim. Pak pro kaZdou F < X
uzavienou a U < X otevienou splnujici F' < U existuje oteviend V < X spliujici FcV <V c U
aZnoV=g.

Véta 61. Necht X je metrizovatelny separabilni prostor. Pak ind X = dim X = Ind X.

V&ta 62. Necht X je metrizovatelny prostor amn € NU{0}. Pak ndsledujict turzeni jsou ekvivalentns.
(a) Ind X <mn,
(b)) X=YuZ, kdeIndY <n—1alndZ <0.

Diisledek 63 (o oddglovani). Necht X je metrizovatelny prostor an € Nu{0}. Pokud je Ind X < n,
pak pro kaZdou posloupnost (n+1) dvojic uzavienych disjunktnich mnoZin (Fy, H1),...(Fny1, Hny1),
existuji oteviené mnoziny U;, i =1,....n+1, e F; cU; € U; € X\H; a ﬂnjll oUu; = .

X2

Véta 64. Necht X a 'Y jsou neprdzdné metrizovatelné prostory, pak Ind(X xY) <Ind X +IndY.

5.2. Dimenze a Euklidovské prostory

Vé&ta 65 (Brouwerova o pevném bodg). Kazdé spojité zobrazent f: [0,1]™ — [0,1]™ md pevny bod,
tj. existuje x € [0, 1]"™, pro které f(x) = x.

Véta 66. Pro kazdé n € N plati, Ze dim[0,1]" = dimR"™ = n.

Disledek 67. Pokud n,m € N an # m, pak R™ neni homeomorfni R™.
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