1. Zakladni topologické pojmy

1.1. Topologicky prostor, baze, subbaze

Definice. Necht X je mnozina. Rekneme, ze 7 < P(X) je topologie na X, pokud plati
(T1) g, X e,

(T2) jsou-i U,V er,pak UnV e,

(T3) jelid =1, pak | JU e T.

Dvojice (X, 7) se pak nazyva topologicky prostor. Prvky X se nazyvaji body, prvky T se nazyvaji
oteviené mnoziny. Mnozina V' € X se nazyva okoli bodu xz € X, pokud existuje U € 7, pro které
x € U < V. Mnozinu v8ech okoli bodu z zna¢ime U(z). Soubor mnozin B < 7 se nazyva bdze
prostoru X, pokud kazdé U € 7 lze vyjadfit jako sjednoceni néjakého U < B. Soubor S < 7 se
nazyvé subbdze, pokud systém {(|F: F € S, F je konecné} je baze.

Priklady. e Je-li (X, p) metricky prostor, pak soubor vSech p-otevienych mnoZin tvoii topologii
na X. Rikdme pak, Ze tato topologie je generovand metrikou p. Baze topologie generované
metrikou je naptiklad {B(z,r): z € X, r > 0}. Topologicky prostor je metrizovatelny, pokud
je jeho topologie generované néjakou metrikou.

e Na R s obvyklou metrikou bazi topologie tvofi oteviené intervaly, subbaze je napiiklad systém
{(—0,b), (a,0): a,b € R}. Na R? s obvyklou metrikou je baze topologie naptiklad {(a,b) x
(¢,d): a < b, ¢ < d}, subbaze topologie roviny je napiiklad {R x (a,b), (a,b) x R: a < b}.

e Na kazdé mnoziné X mame dvé trivialni topologie. Dvojice (X, P(X)) se nazyva diskrétni pro-
stor (P(X) je diskrétni topologie). Dvojice (X, {J, X}) se nazyva indiskrétni prostor ({5, X}
je indiskrétni topologie). Kazdy diskrétni prostor je metrizovatelny. Indiskrétni alesponi dvou-
bodovy prostor neni metrizovatelny.

Tvrzeni 1 (Vlastnosti baze). Je-li (X, 7) topologicky prostor a B jeho bdze, pak
(B1) pro kazdé U,V e BaxeUnV existuje WeB, ZexeWcUnNV,
(B2) UB=X.

Je-li X mnoZzina a B € P(X) systém mnoZin spliiujici podminky (B1) a (B2), pak existuje jedind
topologie na X, jejiz baze je B.

Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O

Disledek 2. Je-li X mnozina a S < P(X) splni | JS = X, pak existuje privé jedna topologie na
X, jejiz subbdze je S.

Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O

Priklady. e At (X, <) je linearné usporadana mnozina. Pak topologie generovand uspordddnim
< je topologie 7 generované bazi

B={(a,b),a,be X,a<b}u{(—,b):be X} u{(a,—): ae X} u{X}
(prvkim B fikdme oteviené intervaly). Pak fikdme, Ze (X, 7) je usporddany topologicky prostor.

e Sorgenfreyova primka je mnozina R s topologii generovanou bazi B = {[a,b): a < b}.



Tvrzeni 3 (Charakterizace otevienych mnozin pomoci okoli). At (X,7) je topologicky prostor a
Uc X. Pak U € 1, prdvé kdyz
VeeU3IVeld(x):VcU.

Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O

Tvrzeni 4 (Vlastnosti systému v8ech okoli). Je-li (X,7) topologicky prostor, pak pro kaZdé x € X
soubor mnoZin U(x) spliiuje:

(U1) U(z) # & axeU(z),

(U2) je-liUeU(z) aUCV S X, pak V e Ul(z),

(U3) jsou-li U,V € U(z), pak U AV € U(x),

(U4) pro kazdé U € U(x) existuje V € U(x), Ze pro kazdé y eV je U € U(y).

Je-li X libovolnd mnoZina a soubory mnozin U(x) € P(X), x € X, splitugi podminky (U1) - (U4),
pak na mnoziné X existuje jedind topologie T jejiz systémy okoli jsou {U(x)}rex -

Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O

Definice. Necht (X, 1) je topologicky prostor. Systém mnoZin B(z) se nazyva bdzi okoli v bodé x,
pokud B(z) € U(x) a pro kazdé V € U(x) existuje prvek U € B(z), ze U < V. Indexovany soubor
{B(z)}zex se nazyva bdze okoli prostoru X.

Tvrzeni 5 (Vlastnosti baze okoli). Je-li (X, 7) topologicky prostor a {B(z)}zex bdze okoli, pak pro
kazdé x € X soubor mnoZin B(z) spliiuje

(01) B(z) # & axe(\B(x),
(02) pro kazdé U,V € B(z) existuje W € B(z), 2e W U nV.
(03) pro kazdé U € B(z) existuje V € B(x), Ze pro kaZdé y € V existuje W € B(y), Ze W < U.

Je-li X libovolnd mnozina a soubory mnozin B(x) < P(X), x € X, spliugi podminky (01), (02) a
(03), pak na mnoZiné X existuje jedind topologie T s bdzi okoli {B(x)}sex .-

Diikaz. Idea dikazu byla, ale nékteré jeho ¢asti byly vynechény, tyto mohou byt u zkousky pouzity
jakozto piiklad navic. O

Definice. Vdihu topologického prostoru X znacime w(X) a je to nejmensi mohutnost baze. Pfesnéjsi
znafeni w(X,7) pouzijeme tehdy, pokud topologie 7 neni zfejméa z kontextu. Charakter v bodé
x € X zna¢ime x(x, X) a je to nejmensi mohutnost baze okoli v bodé z. Charakter prostoru X je
supremum charaktert v jednotlivych bodech.

Priklady. e Je-li X metrizovatelny, pak ma spocetny charakter. Dale pak plati ze w(X) < w
pravé kdyz je separabilni.

o Je-li X diskrétni, pak x(X) =1a w(X) = |X].
e Je-li X indiskrétni, pak w(X) = x(X) = 1.

konec 1. pfednasky (29. 9. 2025)

Tvrzeni 6. Necht X je topologickyj prostor. Pak x(X) < w(X) < 21XI.

Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O



1.2. Vnitrek, uzavér a hranice, husté a rfidké mnoziny, hromadné a izo-
lované body, spojitd zobrazeni

Definice. MnoZina F' v topologickém prostoru (X, 7) se nazyvé uzaviend, pokud X\F' je oteviena.
Mnozina se nazyva obojetnd, pokud je oteviena i uzaviena zaroven. Je-li A <€ X, pak uzdvér mnoziny
A je mnozina -

A= {F: F je uzaviena, A ¢ F}.
Vnitrek mnoZiny A je mnozina Int A = | J{U € 7: U < A}. Hranice mnoziny A je 0A = A n X\A.

Poznamka. Je snadné si uvédomit ze J a X jsou obojetné mnoziny a Ze systém uzavienych
mnozin je uzavieny na konecna sjednoceni a libovolné pruniky. Uzavér i hranice jsou uzaviené
mnoziny, vnitfek je oteviend mnozina. Mnozina je uzaviena, pravé kdyz se rovna svému uzavéru, a
je oteviena, pravé kdyz se rovna svému vnitiku.

Tvrzeni 7 (Vztah vnittku a uzévéru). Necht X je topologicky prostor. Pak

X\A=Int(X\4) a X\IntA=(X\A).
Diikaz. Diikaz je snadny, byl vynechédn, mtze byt u zkousky pouzit jakozto priklad navic. O

Tvrzeni 8 (Charakterizace uzavéru). Necht X je topologicky prostor, x € X, A < X a B(x) bdze
okoli v bodé x. Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

(1) v € A,
(2) pro kazdé U e U(x) je U n A # &,
(3) pro kazdé U € B(x) je U n A # .
Specialné, je—li U < X oteviend pak
UnA=geUnA=(.
Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. U

Tvrzeni 9 (Charakterizace hranice). At X je topologicky prostor, A X a x € X. Pak
redAeVUeU(r): (UnA+P&Un (X\A) # D).
Diikaz. Diikaz je snadny, byl vynechédn, mtze byt u zkousky pouzit jakozto priklad navic. O

Definice. At X je topologicky prostor a A < X. MnoZina A se nazyva hustd, pokud A=X.
Mnozina A se nazyva idkd, pokud X \A4 je husta v X. Hustota prostoru X je nejmensi mohutnost
husté podmnoziny, zna¢i se d(X). Rekneme, Ze X je separabilni, pokud d(X) < w.

Tvrzeni 10 (Charakterizace hustych a Fidkych mnozin). A¢ X je topologicky prostor a A < X.
o A je hustd v X, prave kdyz kaZdd neprdzdnd oteviend mnozina U < X protind A,

o A je ridkd v X, prdvé kdyz Int(A) = &,

o A je fidkd v X, pravé kdyz kaZdd oteviend neprdzdnd mnozina V obsahuje neprdzdnou ote-
vrenou mnoZinu U, kterd je disjunktni s A.

Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkousSen. O

Tvrzeni 11 (Vztah vahy a hustoty). Pro kaZdy topologicky prostor X plati d(X) < w(X). Pokud
je X metrizovatelny, pak d(X) = w(X).

Diikaz. Idea diikazu byla, ale nékteré jeho ¢asti byly vynechany, tyto mohou byt u zkousky pouzity
jakozto priklad navic. O



Definice. Bod ©x € A © X se nazyva izolovanym bodem mnoziny A, pokud existuje oteviena
mnozina U € X, z2e U n A = {z}. Bod z € X se nazyva hromadngm bodem mnoZiny A, pokud
kazdé okoli U bodu z protina A\{z}. MnoZinu vSech hromadnych bodi mnoZiny A zna¢ime A’ (tzv.
derivace mnoziny A).

Priklady. V diskrétnim prostoru jsou vSechny body izolované a zddné hromadné. Je-li X = R a
A=Q, pak A’ =R a zadny bod z A neni izolovany.

Tvrzeni 12 (Vlastnosti derivace). At X je topologickij prostor a A < X. Pak A = AU A" a
(AuB)Y =A"uUDB.

Diikaz. Diikaz je snadny, byl vynechédn, mtze byt u zkousky pouzit jakozto priklad navic. O

Definice. At (X, 7), (Y, o) jsou dva topologické prostory a f: X — Y je funkce. Funkce f se nazyva
spojitd, pokud pro kazdé U € o je f~1(U) € 7. Zobrazeni f se nazyva homeomorfismus, pokud f
je bijekce a f i f~! jsou spojita. Zobrazeni f je wvnorens, pokud jeho ztZeni f : X — f(X) je
homeomorfismus na podprostor f(X) < Y. Rekneme, Ze f je spojité v bodé x, pokud pro kazdé
okoli V bodu f(x) existuje okoli U bodu x, ze f(U) € V. Zobrazeni f se nazyva oteviené/uzaviené,
pokud je mnozina f(M) je oteviend/uzaviena v Y pro kazdou otevienou/uzavienou M < X.

Poznamka. Pokud jsou X,Y, Z topologické prostory a x € Z pak pokud je funkce f : X — Y
spojita (v bodé z), je i jeji restrikce f|z spojita (v bodé x).

Tvrzeni 13 (Charakterizace spojitych zobrazeni). At (X,7), (Y,0) jsou topologické prostory a
f: X =Y zobrazeni a at B je bdze Y a S subbdze Y Pak jsou ndsledujici podminky ekvivalentni

(1) f je spojité,
(2) vzory mnoZin ze subbdze S jsou oteviene,
(8) f je spojité v kazdém bodé,
(4) wvzory mnoZin z bize B jsou oteviené,
(5) vzory uzaviengch mnoZin jsou uzaviené,
(6) pro kazdé A < X plati f(A) < f(A).
Diikaz. Diikaz je snadny, byl vynechédn, mtze byt u zkousky pouzit jakozto priklad navic. O

Poznamka. Slozeni spojitych zobrazeni je spojité.
konec 2. prednasky (6. 10. 2025)

Definice. Pokud (X, 7) je topologicky prostor a Y < X. Uvazujme o := {U nY: U € 7}. Pak o je
topologie na Y a fikame, Ze (Y, o) je podprostor X.

Priklady. Pro metrizovatelné prostory plati, Ze vaha je rovna hustoté a ze podprostor separabilniho
prostoru je separabilni. Pro nemetrizovatelné prostory tato tvrzeni jiz platit nemusi. Néasledujici
priklady budou postupné probrany na cviceni.

e Pokud je X double arrow space nebo Sorgenfreyova pfimka, pak d(X) = w < 2¥ = w(X).
Navic, kazdy podprostor X je separabilni.

e Pokud je A c P(N) nespocletny systém nekoneénych mnozin, ktery je skoro disjunktni, pak
pro piislusny Mrowka-Isbell space X := ¢(A) plati d(X) = w < |A| = w(X). Navic, X
je separabilni ale obsahuje neseparabilni podprostor (konkrétnéji, A < t(A) je nespocetny
uzavieny podprostor, ktery je diskrétni).



1.3. Nety a konvergence

Definice. Dvojice (I, <) se nazyva shora usmérnénd mnozina, pokud < je ¢astetné usporfadani
na I (tj. binarni reflexivni, tranzitivni a slab& antisymetricka relace) s vlastnosti, ze pro i,j €
existuje k € I, ze i < k a j < k. Symetrickym symbolem > pak pfirozené myslime inverzni
relaci. Net v topologickém prostoru X je zobrazeni z né&jaké neprazdné usmérnéné mnoziny do X.
Specialnim pfipadem je posloupnost (coZ je net indexovany pfirozenymi &isly). Rekneme, Ze net
(2;)ier konverguje k bodu x € X, pokud pro kazdé U € U(z) existuje i € I, Ze pro kazdé j > i plati
z; € U. Bod x se pak nazyva limita netu () ier-

Tvrzeni 14 (Charakterizace uzavéru pomoci konvergence neti). At X je topologicky prostor a
Ac X. Pak

o z e A prdvé kdyZ = je limitou netu sestdvajictho z bodi z A,
o A je uzaviend prdavé kdyz kazdy konvergentni net sestdvagjici z bodi v A md limitu v A.
Diikaz. Diukaz byl, muze byt zkouSen. O

Tvrzeni 15 (Charakterizace spojitosti pomoci konvergence netit). A¢ X a Y jsou topologické
prostory. Zobrazeni f: X — Y je spojité v bodé x, prdvé kdyz pro kaZdy net (x;)er konvegujici k
bodu x konverguje net (f(x;))ier k f(x).

Diikaz. Dikaz byl, muZze byt zkouSen. O

Priklad. Tvrzeni 14 a Tvrzeni 15 neplati, pokud v ném slovo “net” nahradime slovem “posloupnost”.
Vskutku, zvolme nespocéetnou mnozinu X s topologii

T:={g}u{dc X: X\A je spofetna}.

Této topologii 7 Fikame ko-spocetnd topologie. Pak pro libovolnou nespocetnou mnozinu A & X
plati, Ze A neni uzaviené, ale zaroven kazda konvergentni posloupnost sestavajici z bodi z A je
konstantni az na kone¢né mnoho prvkia. Déle, pokud na {0,1} uvaZujeme diskrétni topologii a
funkci f : X — {0,1} definujme pfedpisem f(z) = 1 pro z € A a f(x) = 2, pak f neni spojita
funkce ale kdykoliv (z,)nen je konvergentni posloupnost v A, pak lim, 4 f(x,) = f(lim,—w ).

Diikaz. Dukaz byl, muze byt zkouSen. O

1.4. Oddélovaci axiomy

Definice. Topologicky prostor X se nazyva
e Ty, pokud pro kazdé razné body x,y € X existuje oteviena U, Ze |U n {z,y}| = 1,
e T, pokud pro kazdé rtzné body z,y € X existuje oteviena U, ze x e U ay ¢ U,

e Ty (nebo Hausdorffiv), pokud pro kazdé rtzné body x,y € X existuji oteviené disjunktni
mnoziny U, V,ze x e U, ye V,

e reguldrni, pokud pro kazdou uzavienou F € X a bod x € X\F existuji oteviené disjunktn{
mnoziny U, V,zexeU a FCV,

e normdlng, pokud pro kazdé dvé disjunktni uzaviené mnoziny F, F existuji disjunktni oteviené
mnoziny U, V,z2e Ec U aFcV,

e dplné reguldrni, pokud pro kazdou uzavienou mnoZinu F a bod z € X\F existuje spojita
funkce f: X — [0,1], ze f(z) =0 a f(F) < {1},

e T3, pokud je regularni a 77,

o T3 (nebo Tichonoviv), pokud je Gplné regularni a 77,



e Ty, pokud je normélni a T7.

Poznamka. Plati implikace
’I‘4=>T‘3%=>T‘3=>T‘2=>T‘1:>T107

ovSem prvni implikaci je relativné tézké dokazat (viz. Disledek 19), ostatni je snadné. Zadnou z
uvednych implikaci nelze obratit, coz je v prvnich t¥ech pifipadech obtiZzngjsi (viz. Priklady 1.4
a pifklad Niemiytzkého roviny, ktery bude pfedveden na cviceni, pfiklad Ze nelze obratit druhou
implikaci je nejslozitejsi a vynechame jej, je sepsén ve skriptech).

Je jednoduché si rozmyslet, Ze vlastnosti T} 1 T3, To, Ty a Ty se zachovaji na podprostorech a

%e vlastnost Ty se zachova na uzavienych podprostorech. Obecné se normalita na podprostorech
nezachova, prislusny protiptiklad bude zminén pozdéji.

Lemma 16. At (X, 7) je topologicky prostor. Pak plati:

a) X jeTh < kaZdd jednoprvkovd podmnoZina X je uzaviend <= kaZdd koneénd podmno-
zZina X je uzaviend.

b) X jeTy, — Vo,ye X,x #y3IUel(x):xelU ay¢U.
¢) X je requlirni < VYxe X VU eU(x)IV el(x): VS U.
d) X je normdlni <= YV e TVE CV wuzavienou 3Wet: ECUCUCV.
Diikaz. Dikaz je snadny, byl vynechan, miize byt u zkousky pouzit jakozto piiklad navic. O

Tvrzeni 17 (Jednozna¢nost limity netu). Topologicky prostor je Ts prdave kdyZ kazdyj net md nejvyse
jednu limitu.

Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O

Vé&ta 18 (Urysohnovo lemma). Topologicky prostor X je normding, pravé kdyz pro kaZdé dvé dis-
Junktni uzaviené mnoZiny E a F existuje spojitd funkce f: X — [0,1], Ze f(E) < {0} a f(F) < {1}.

Diikaz. Dukaz byl, muze byt zkouSen. O
Dusledek 19. Pokud je topologicky prostor Ty, pak je T3%.
Dikaz. Dtkaz byl, muze byt zkouSen. O

konec 3. prednasky (14. 10. 2025)

Definice. f{ekneme, ze topologicky prostor je nuldimenziondlni, pokud existuje baze okoli sestava-
jici z obojetnych mnozin.
Piiklady. e Sierpiniského prostor (tj. prostor X = {0,1} s topologii 7 = {F, X, {0}}) je Tp, ale

neni 717.

e Prikladem topologického prostoru, ktery je 71 a neni T je nekoneéna mnozina X s ko-konecnou
topologit, tj. s topologii 7 := {@} U {A < X: X\A je konecna}.

e Prikladem topologického prostoru, ktery je T» a neni T3 je mnozina S := (0,1)? U {(0,0)} s
topologii generovanou bazi okoli danou takto:
- pro z € (0,1)? je B(z) := {B,(z,¢): p je Euklidovskd metrika a £ > 0},
- pro z = (0,0) je B(z) := {[0,1/2) x [0,1/n) n S: n e N}.

e Kazdy nuldimenzionélni 77 topologicky prostor je T3%.
Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O
Tvrzeni 20 (Metrizovatelné prostory jsou norméalni). Metrizovatelné prostory jsou Ty.

Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O



2. Operace s topologickymi prostory a zobrazenimi

2.1. Projektivné a induktivné generované topologie

Definice. Af X je mnozina a 7,0 dvé topologie na X. Rekneme, ze 7 je vétst (jemnéjsi, silnéjsi)
neZ o, pokud 7 2 o. Topologie o se tom p¥ipadé nazyva mensi (hrubsi, slabsi).

Diskrétni topologie je nejvétsi ze vSech topologii, indiskrétni nejmensi.

Definice (Projektivni a induktivni vytvafeni). At X je mnozina, (X;,7;), ¢ € I soubor topolo-
gickych prostori a f;: X — X;, i € I je soubor zobrazeni. Topologie 7 na mnoZiné X se nazyva
projektivné vytvoiend zobrazenimi f;, pokud 7 je nejmensi topologie pfi niZ jsou vSechna zobra-
zeni f;: (X, 7) — (X;, ) spojita. Jsou-li f;: X; — X, pak topologie 7 na X se nazyva induktioné
vytvotend, pokud 7 je nejvétsi topologie, pfi niz jsou v8echna zobrazeni f;: (X;, ;) — (X, 7) spojita.

Véta 21 (Existence a vlastnosti projektivné vytvoreného TP). At X je mnoZina, (X;,7), i € I
soubor topologickiyjch prostori a f;: X — X;, i € I je soubor zobrazeni. Pak existuje prdvé jedna
topologie T projektivné vytvorend souborem zobrazeni f;, i € I. Tato topologie md ndsledujici viast-
nosti.

(P1) Subbdze topologie T je {f; 1(U): U € 7;}

(P2) Kdykoliv (Y, o) je topologicky prostor a kdykoliv je ddano g: Y — X, pak zobrazeni g je spojité,
pravé kdyz pro kazdé i € I je zobrazeni f; o g spojité.

(P3) Kdykoliv je ddn net (q)aca v X a bod x € X, pak x, — x v prostoru (X, 7), prdvé kdyZ pro
kazdé i € I plati fi(xo) — fi(x).

Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkousSen. O

Priklady. e Pokud je Y podprostor topologického prostoru X, pak topologie na Y je projek-
tivné vytvorené z topologie na X s pomoci zobrazeni identity i : ¥ — X.

e f:(X,7) > (Y,0) je vnoFeni pravé kdyz topologie 7 je projektivné vytvorena zobrazenim f.

e Necht X je topologicky prostor. Pak symbolem C,(X) rozumime topologicky prostor (C(X), 7,),
kde C(X) := {f : X — R: f spojité} a 7, je topologie projektivné vytvofena zobrazenimi
0z : C(X) = R, x € X danymi pFedpisem 6, (f) := f(z). Pak pro kazdy net funkei (f;)ier 2z
Cp(X) a pro kazdé f € Cp(X) plati, ze f; — f pravé kdyz fi(z) — f(z) pro kazdé x € X.
Rikame, 7e Tp je topologie bodové konvergence.

Véta 22 (Existence a vlastnosti induktivné vytvoreného TP). At X je mnoZina, (X;,7), i € I
soubor topologickyjch prostori a f;: X; — X, 1 € I je soubor zobrazeni. Pak existuje prdvé jedna
topologie T induktivné vytvorend souborem zobrazeni f;, i € I. Tato topologie md ndsledujici vlast-
nosti.

(I1) r={Mc X: f'(M)er,;iel}

(12) Kdykoliv (Y, o) je topologicky prostor a kdykoliv je ddno g: X — 'Y, pak zobrazeni g je spojité,
pravé kdyz pro kazdé i € I je zobrazeni g o f; spojité.

Dikaz. Idea dikazu byla, ale nékteré jeho ¢asti byly vynechény, tyto mohou byt u zkousky pouzity
jakozto ptiklad navic. O



2.2. Soudin

Definice. Jsou-li (X;,7;) topologické prostory, pak jejich soudin je topologicky prostor (X, ), kde
X = [][X; a topologie T je projektivné vytvofena projekcemi 7;: X — X;. Znadi se [[,.; X;.
Zobrazeni f: (X,7) — (Y, 0) se pak nazyva vnorend, pokud f je prosté a topologie 7 je projektivng
vytvorena zobrazenim f.

Poznamka. Baze B na soucinu vypadé nésledovné:
1 -1 L. .
B={m,"(U)n-nm (Uy):ir,...,inel, U €7y,...,Us €T, ,neN}

pricemz uvedeny prinik vzoru projekci mizeme prepsat jako
—1 —1 _ . . .
7 U) A am  (U) = {g; e[[Xi: ai) e Un,... alin) € Un} .

Konvergence neti v sou¢inové topologie je pfimocaré: net (z;);es konverguje k x, pravé kdyz pro
kazdé i € I konverguje net (z,(7)) jes k z(7). Tedy sou¢inova topologie odpovida bodové konvergenci.
Proto se souc¢inova topologie nékdy nazyva topologii bodové konvergence. Uzavér mnoziny tvaru

konec 4. prednasky (20. 10. 2025)

Definice. Mame-li soubor zobrazeni f; : X; — Yj,i € I definujeme soucin zobrazeni [[; f; :
[1;Xi = [1;Y: rovnosti [ [, fi({zi}ier) = {fi(z:)}ier. Mame-li soubor zobrazeni f; : X — Y, ie I
definujeme diagondini zobrazeni Arf; : X — [, Y; rovnosti Agfi(z) = {fi(x)}ier-
Tvrzeni 23. Necht Z, Y;, i€ I a X;, i € I jsou topologické prostory.
(i) Zobrazeni f: Z — [[; X; je spojité, pravé kdyZ jsou spojitd vSechna sloZeni f s projekcemi
T - HI X,L — Xz
(it) Jsou-li f;:Y; — X, i €I spojitd zobrazent, je i jejich soucin [, fi: [1;Yi = [1; Xi spojity.
(i11) Jsou-li fi: Z — X, i € I spojitd zobrazent, je i jejich diagondint soucin Arf;: Z — [[; X,
spojity.
Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkousSen. O
Dusledek 24. Je-li X topologicky prostor a jsou-li f,g: X — R spojitd zobrazeni, pak f+g, f—g,
f g, max{f, g}, min{f, g}, |f| jsou spojitd. Pokud g je nenulové, pak také f/g je spojité.
Diikaz. Dikaz byl, muzZe byt zkouSen. O
Tvrzeni 25 (Charakterizace Hausdorffova prostoru). Topologicky prostor X je Hausdorffiv, prave
kdyz {(xz,x): x € X} je uzaviend v X x X.
Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O

2.3. Suma, kvocient

Definice. Suma prostora X;,i € I je prostor 4, X; skladajici se z bodi (¢,z), kde i € I,z € X;.
Pokud jsou v8echny mnoZiny X; disjunktni, vétsinou se berou misto dvojic (i,z) rovnou body z.

Jsou-li (X;,7;), i € I topologické prostory, pak jejich topologickd suma je topologicky prostor
(H; Xi,7), kde topologie 7 je definovana predpisem

7= {@OZ—: 0O; c X; jsou otevfené}.
T

Topologickou sumu zna¢ime jako @; X;.

(Pozor: na znaleni topologické sumy neni shoda, v rizné literatuie se pouZivaji rizné symboly.
Znaceni pouZité vySe je mirné neSikovné, nebot napiiklad v teorii Banachovych prostori symbolem
@; X; znacime Banachtv prostor, ktery je jakozto topologicky prostor souc¢inem X; a ne topolo-
gickou sumou.)



Poznamka. Topologie na X := @, X; je induktivné generovana kanonickymi vnofenimi X; 3 « —
(i, 33) € L—i—J Xz

Jsou-li X; disjunktni, pak mnozina U v sumé topologickych prostori @, ; X; je oteviena, praveé
kdyz pro kazdé i € I je U n X; oteviena v X;. Mnoziny X; jsou obojetné v X. Jsou-li f; : X; — Y},
i € I spojita zobrazeni, pak @; fi : @; X; — @B, Y; je spojité.

Definice. Je-li (X, 7) topologicky prostor, E € X x X ekvivalen¢ni relace, pak kvocientovd topo-
logie na X/FE je induktivné definovana zobrazenim x — [z]g.

Zobrazeni f: (X,7) — (Y, 0) se nazyva kvocientové, pokud f je na a topologie o je induktivné
vytvorena zobrazenim f.

Poznamka. Nazornéjsi je opét piimy popis topologie kvocientu. Mnozina U v kvocientovém pro-
storu Y je oteviena, praveé kdyz f~1(U) je oteviena v X.

Je-li f: X — Y kvocientové zobrazeni, pak na X lze pfirozenym zptisobem uvazovat ekvivalenci
~, 7ze x ~y, pravé kdyz f(z) = f(y). Pak X/ ~ je pfirozenym zpisobem homeomorfni s Y.

Priiklady. e Definujeme-li na R ekvivalenci mezi x Ey, pravé kdyz {«, y} € Q nebo {z,y} c R\Q.
Pak R/E je dvoubodovy indiskrétni prostor. Specialné, kvocient Ty prostoru nemusi byt ani
Tp.

e Definujeme-li na R ekvivalenci mezi x Ey, pravé kdyz « — y € Z, pak kvocientovy prostor R/E
je homeomorfni kruznici.

Tvrzeni 26 (Charakterizace kvocientového zobrazeni). At (X, 1) a (Y, o) jsou topologické prostory
a f: X — Y je zobrazeni. Pak f je kvocientové, prdvé kdyZ f je na a pro kaZdou V < Y je
Veo < fY(V)er.

Diikaz. Idea dikazu byla, ale nékteré jeho ¢asti byly vynechény, tyto mohou byt u zkousky pouzity
jakozto priklad navic. O

Tvrzeni 27 (Postacujici podminka kvocientového zobrazeni). Je-li zobrazeni f: X — Y spojité,
oteviené (nebo uzaviené) a na, pak je kvocientové.

Dikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O

Poznamka. Véta o otevieném zobrazeni ¥ik, Ze spojité surjektivni linedrni zobrazeni mezi Bana-
chovymi prostory uz je oteviené. Kvocientové zobrazeni mezi topologickymi prostory nemusi byt
ani oteviené ani uzaviené.

Poznamka. Spojity obraz (a tedy i kvocient) separabilniho prostoru je separabilni prostor.

Piehled zachovavani vlastnosti jednotlivymi operacemi. Symbol (+) znamené zachovavani pojmu
alespoii na spocetny soucin nebo sumu.

Ty, Th, Ts, 15, T 1 T4 | separabilni | spoC. baze | spoC. charakter | metr.
podprostor + - - + i T
(spocetna) suma + + -(H) -(1) T i
kvocient - - + - - -
(spocetny) soudin + - -(+H) -(H) -(1) -

(Néco bylo/bude na pfednésce, néco bylo/bude na cvieni .. )

2.4. Rozsitovani spojitych funkci

Tvrzeni 28. At XY jsou topologické prostory a f,g: X — Y spojitd zobrazeni. Pokud Y je
Hausdorffiv, pak {x € X: f(z) = g(x)} je uzaviend.

Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O

Dusledek 29 (Jednozna¢nost spojitého rozsiveni). Je-li tedy f: X — Y spojité, Y Hausdorffiv a
S € X hustd, pak funkce f|S md jediné spojité rozsiieni na celé X.



Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O

Tvrzeni 30. Je-li X topologicky prostor, f,: X — R jsou spojité a posloupnost (f,) konverguje
stejnomerné k f, pak f je spojitd.

Diikaz. Diikaz byl, muze byt zkouSen. O
konec 5. pfednasky (27. 10. 2025)
Véta 31 (Tietze-Urysohn). Je-li X normdini prostor a F < X wuzaviend, pak lze kaZdou spojitou

funkci f: F — R spojité rozsirit na celé X, tedy existuje spojitd funkce f: X >R, Ze fIF=f.

Diikaz. Dikaz byl, muZze byt zkouSen. O
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3. Kompaktnost

3.1. Kompaktni prostory

Definice. Systém mnozin S se nazyva pokryti prostoru X, pokud | JS = X. Kazdy podsystém S,
ktery je pokryti se nazyva podpokryti. Pokryti se nazyva oteviené, pokud jeho prvky jsou oteviené
mnoziny. Topologicky prostor se nazyva kompakini, pokud z kazdého otevieného pokryti lze vybrat
konecéné podpokryti. Topologicky prostor se nazyva spocetné kompakini, pokud z kazdého spocetného
otevieného pokryti Ize vybrat konecné podpokryti. Topologicky prostor se nazyva Lindeldfiv, pokud
z kazdého otevieného pokryti lze vybrat spocetné podpokryti.

Rekneme, 7e sytém F C P(X) je centrovany, pokud Fin---nF, # JproneNaFy,...,F, €
F.

Definice. Necht X je topologicky prostor, (I, <) shora usmérnéna mnozina a (x;);cr je net. Bod
x € X se nazyva hromadngm bodem netu (x;);er, pokud pro kazdé U € U(x) a kazdé i € I existuje
j=i,zex;eU.

Necht déle (J, <) je shora usmérnéna mnozina. Pak fekneme, Ze zobrazeni ¢ : J — I je kofindin,
pokud pro kazdé i € I existuje jo € J spliwjici p([jo, —]) < [t0,—) (tj. pro kazdé j € J, jo < j je
io < ¢(j)). Pokud je dano kofinalni zobrazeni ¢ : J — I, pak fekneme, Ze (z,(;)jes je podnet netu
(Ti)ier-

Poznamka. Je-li dana posloupnost (z,)%_; v prostoru X, pak podposloupnosti jsou specialnim
pifpadem podneti. Existuji ale i podnety, které nejsou podposloupnostmi. Napiiklad (zp))icr,
kde F : R — N je libovolné zobrazeni spliwjici lim;_, o, F(t) = .

Je snadné si rozmyslet, Ze pokud net (x;) konverguje k bodu z, pak kazdy podnet konverguje
také k bodu =z.

Véta 32 (Charakterizace kompaktnosti). Pro topologicky prostor X jsou ndsledujici podminky
ekvivalentni.

(a) X je kompaktni.
(b) Kazdy centrovany systém z uzaviengch mnoZin md neprizdny prinik.
(¢) Kazdy net v X md konvergentni podnet.
Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O

Lemma 33. Necht X je topologicky prostor a x € X. Pak x je hromadngm bodem netu (x;)icr
prdvé tehdy, kdyz existuje podnet netu (x;)er, ktery k bodu x konverguge.

Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O

Véta 34 (Charakterizace spocetné kompaktnosti). Pro topologicky prostor X jsou ndsledugici pod-
minky ekvivalentni.

(a) X je spocetné kompaktni.
(b) Kazdy spocetny centrovany systém z uzaviengch mnoZin md neprdzdny prinik.
(¢) Kazdd posloupnost v X md konvergentni podnet.

Diikaz. Idea dikazu byla, ale nékteré jeho ¢asti byly vynechény, tyto mohou byt u zkousky pouzity
jakozto ptiklad navic. O

Véta 35 (Charakterizace Lindelofovosti). Pro topologicky prostor X jsou ndsledujici podminky
ekvivalentni.
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(a) X je Lindeldfiv.
(b) Kazdy spocetné centrovany systém z uzaviengych mnoZin md neprdzdny prinik.

Diikaz. Idea diikazu byla, ale nékteré jeho ¢asti byly vynechany, tyto mohou byt u zkousky pouzity
jakozto priklad navic. O

Tvrzeni 36 (Zachovavani vlastnosti). Kompaktnost, spocetnd kompakinost i Lindeldfovost se dédi
na uzavicené podprostory a spojité obrazy.

Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. U

Disledek 37 (Nabyvani extrémt). Spojitd redlnd funkce na (spoéetné) kompaktnim neprizdném
prostoru nabyvd svého mazrima a minima.

Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O

Priklady. e Pokud (X, <) je linearné uspotradany a kazda (i prazdna) podmnozina A < X méa
supremum a infimum, pak X s topologii generovanou uspoirddanim je kompaktni prostor.
Diikaz. Dikaz byl, miZe byt zkouSen. O

e [0, «] je kompaktni prostor pro kazdy ordinal a.

Diikaz. Idea dikazu byla, ale nékteré jeho ¢asti byly vynechény, tyto mohou byt u zkousky
pouzity jakozto priklad navic. O

konec 6. prednasky (3. 11. 2025)

Lemma 38 (Alexander). At¢ X je topologicky prostor a S jeho subbdze. Pfedpoklidejme, Ze z
kazdého pokryti U < S lze vybrat koneéné podpokryti. Pak X je kompaktni.

Diikaz. Dikaz byl, muZze byt zkouSen. O
Véta 39 (Tichonov). Soucin kompaktnich topologickijch prostori je kompaktni.
Diikaz. Dukaz byl, muze byt zkouSen. O

Poznamka. Tichonovova véta je v ZF ekvivalentni s AC. Tichonovova véta ziZena pouze na
Hausdorffovy prostory je v ZF ekvivalentni s Boolean prime ideal theorem.

V dalsich tvrzenich potifebujeme Hausdorfovskost kompaktu.

Tvrzeni 40 (Kompakty jsou uzaviené v Hausdorffovych prostorech). Je-li X Hausdorffiv topolo-
gicky prostor a K € X je kompaktni, pak K je uzaviend v X.

Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O

Tvrzeni 41 (Automaticky homeomorfismus). At X,Y jsou Hausdorffovy kompakini topologické
prostory a f: X — Y spojité. Je-li f na, pak f je kvocientové zobrazeni. Je-li f bijekce, pak f je
homeomorfismus.

Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. U

Poznamka. Tedy kompaktni Hausdorffova topologie na dané mnoziné je minimélni Hausdorffova
a maximéalni kompaktni.

Véta 42 (Postacujici podminka pro normalitu). Reguldrni Lindeléfiv topologicky prostor je nor-
mdlni. Hausdorffiv kompaktni prostor je Tj.

Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O

Tvrzeni 43 (Spojity obraz kompaktu nezvysi vahu). Necht X,Y jsou Hausdorffovy topologické
prostory, X je kompakini a f: X —'Y je spojité a surjektioni zobrazeni. Pak w(Y) < w(X).
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3.2. Prostory spojitych funkci na kompaktu

Pro dva topologické prostory X,Y ozna¢me symbolem C(X,Y) mnoZinu vSech spojitych funkeci X
do Y. V pfipadg, 7e Y = R, piSeme pouze C(X). Pro kompaktni topologicky prostor K tvoii C(K)
spolu se supremovou normou Banachuv prostor, jehoz nékteré vlastnosti jsou tésné provazany s
topologickymi vlastnostmi kompaktu K.

Tvrzeni 44 (Diniho kriterium stejnomérné konvergence). At K je kompakini topologicky prostor,
fn: K — R posloupnost spojitych funkct, Ze fn41 = fn, které konverguji bodové ke spojité funkci
f+ K — R. Pak (f,) konverguje stejnomérné k f.

Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O

Lemma 45 (O odmocning). Ezxistuje posloupnost polynomi, kterd stejnomérné konverguje k funkci

Vt na [0,1].

Diikaz. Diikaz byl, muZze byt zkouSen. O
konec 7. pfednasky (10. 11. 2025)

Definice. Rekneme, ze systém funkci F zobrazujici X do Y oddéluje body, pokud pro rizné body
z,y € X existuje f € F, ze f(x) # f(y).

Okruh a svaz jsou pojmy algebraické povahy. Nebudeme zde pfipominat jejich obecné definice.
Pouze poznamenejme, Ze pro J # A < C(K,F), kde F € {R, C}, tvofi systém A okruh, pokud je
A podprostor uzavieny na nasobeni. Systém A je samoadjungovany, pokud f € A, kdykoliv f € A.
Systém A < C(K,R) je svaz, pokud je uzavieny na max a min dvou (resp. kone¢né mnoha) funkei.

Véta 46 (Stoneova-Weierstrassova véta). At K je kompakini topologicky prostor.

(a) Necht B < C(K,R) je vektorovy podprostor obsahujici konstanty a oddélujict body. Je-li B okruh
nebo svaz, pak B je hustd v C(K,R).

(b) Necht B < C(K,C) je vektorovy podprostor obsahujici konstanty a oddélujici body, ktery je
navic samoadjungovany. Pokud B je okruh, je B husty v C(K,C).

Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkousSen. O
Disledek 47. Polynomy s raciondlnimi koeficienty tvoti hustou podmnoZinu prostoru C([0,1]).
Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O
Tvrzeni 48. Necht K je Hausdorffiv kompakt. Pak ndsledujict tvrzeni jsou ekvivalentnyi.

(a) K md spocetnou vdhu.

(b) Ezxistuje spocetné mnoho funkei A = C(K), které oddeluji body K.

(¢) C(K) je separabilni.

Specidlne, pokud K je metrizovatelny kompakt, pak C(K) je separabilni.

Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O

Poznamka. Pozdéji uvidime, ze Hausdorffuv kompakt ma spocetnou vahu, pravé kdyz je metrizo-
vatelny.
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3.3. Kompaktifikace

Definice. At X je topologicky prostor. Dvojice (j,Y") se nazyva kompaktifikact prostoru X, pokud
j: X — Y je vnoreni X na hustou podmnozinu kompaktniho Hausdorffova prostoru Y. Casto se jako
kompaktifikace oznac¢uje pouze samotny prostor Y a zobrazeni j se chépe jako inkluze. Rekneme,
Ze kompaktifikace (j1,Y1) je vétsi nez kompaktifikace (ja,Y3), pokud existuje spojité zobrazeni
f:Yh = Yy ze foj = jp. Kompaktifikace (j1,Y1) a (j2,Y2) prostoru X nazyvame ekvivalentns,
pokud existuje homeomorfismus h: Y7 — Y3, ktery rozsifuje idx (formalnéji, rozsifuje iz o il_l).

Piiklad. Uzavfeny interval Y7 = [0,1] je kompaktifikaci otevieného intervalu X = (0,1) pFicemz
Ji: (0,1) — [0,1] je vnofeni. KruZnici Y5 lze pfirozenym zpisobem chépat jako kompaktifikaci
X. Formalné jo(z) = exp(2miz) a Ya je jednotkova kruznice v komplexni roviné. Kompaktifikace
(j1,Y1) je vétsi nez kompaktifikace (jo, Y2).

Poznamka. Kompaktifikace Hausdorffova kompaktniho prostoru X je homeomorfni s X. Je-li
jedna kompaktifikace v&tsi nez druha a druha vétsi nez prvni, pak jsou jiz ekvivalentni.

Definice. Topologicky prostor X se nazyva lokdlné kompaktni, pokud kazdy bod méa kompaktni
okoli.

Tvrzeni 49 (Alexandrovova kompaktifikace). Necht (X, 7) je Hausdorffiv lokdlné kompaktni pro-
stor, ktery neni kompaktni a oo ¢ X. Na prostoru X u {00} wvaZujme topologii o generovanou bdzi
topologie

B:=71u{{o}u (X\K): K € X je kompaktni}.

Pak (X v {0}, 0) je kompaktifikace prostoru X.

Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O
konec 8. prednasky (24. 11. 2025)

Priklady. e Kazdy kompaktni Hausdorffav prostor je lokalné kompaktni.
e Euklidovské prostory jsou lokalné kompaktni.
e Diskrétni prostor je lokadlné kompaktni.
e Prostor [0,w;) je lokalné kompaktni.
Lemma 50. Necht X je Hausdorffiv lokdlné kompakini prostor. Pak
(a) kaZdy bod x € X md bdzi okoli sestdvajici z kompaktnich mnoZin,
(b) pokud je A = X otevieny nebo uzavieny podprostor, pak je A lokdlné kompaktni,
(¢) X je oteviend mnoZina v kaZdé své kompaktifikaci.

Navic, Hausdor{fiiv topologicky prostor je lokdlné kompaktni prdvé kdyZ je homeomorfni otevicené
podmnoziné néjakého Hausdorffova kompaktu.

Dikaz. Dukaz byl, muze byt zkouSen. O
Definice. Rikame, Ze kompaktifikace (4,bX) prostoru X je jednobodova, jestlize |bX\X| = 1.

Lemma 51. Hausdor{fiv topologickyj prostor md jednobodovou kompaktifikaci pravé kdyz je lokdlné
kompaktni a neni kompaktni. At ddle X je lokdlné kompaktni prostor, ktery neni kompaktni. Pak
jednobodovd kompaktifikace X je urcena jednoznacné, az na ekvivalenci kompaktifikact a jednobodovd
kompaktifikace je nejmensi kompaktifikace X .

Diikaz. Dikaz je snadny, byl vynechan, miize byt u zkousky pouzit jakozto piiklad navic. O
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Definice. Necht X a Y jsou topologické prostory a F systém funkei zobrazujicich X do Y. Rek-
neme, ze F oddéluje body a uzaviené mnoZiny, pokud pro kazdou uzavienou F € X a z € X\F

existuje f € F, ze f(x) ¢ f(F).

Lemma 52 (Tichonovovo vnofeni). At X je topologicky prostor a F = {f;: X = Y;, i € I} soubor
spojitych zobrazeni a uwvazZujme diagondlni zobrazeni AF := Arfi: X — [],.; Yi. Pokud F oddéluje
body, pak AF je prosté. Pokud navic F oddéluje body a uzaviené mnoZiny, pak AF je vnofend.

Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O

Tvrzeni 53 (Tichonovova krychle). Necht X je T3% topologicky prostor. Pak existuje mnozZina I

takovd, Ze X se vnovi do [0,1]F.

Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkousSen. O
Dusledek 54. Kazdy T3% topologicky prostor md néjakou kompaktifikaci.

Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkousSen. O
Definice. At X je Ty1 topologicky prostor. Oznatme F := C(X,[0,1]) a AF : X — [0, 117

prislusné diagondlni vnoteni. Pak kompaktifikace (AF, AF(X)) (nebo kterdkoli s ni ekvivalentni)
se nazyva Cechova-Stoneova (nebo beta obal) a znaci se fX.

Véta 55 (Charakterizace beta obalu). At X je T3 topologicky prostor a (§,Y) kompaktifikace X .
Pak jsou ndsledujici podminky ekvivalentny.

(a) Y je Cechova-Stoneova kompaktifikace X .
(b) Kazdou spojitou funkci f: X — [0,1] lze spojité rozsivit na celé Y, tj. existuje spojitd fY -
[0,1] splriugici foj = f.

(¢) Kazdou spojitou funkci f: X — Z do kompaktniho Hausdorffova prostoru Z lze spojité rozsivit
na celé Y, tj. existuje spojitd f:Y — Z spliugici foj= f.

(d) Y je nejuétsi kompaktifikace X .
Drikaz. Dikaz byl, mtze byt zkouSen. O

Poznamka. Kazdou spojitou omezenou funkci 75 1 prostoru X lze spojité rozsiFit na (omezenou)
spojitou funkci X — R. Tedy je mozné ztotoznit Banachovy prostory o, a C(SN).

Beta obal jednoduchych topologickych prostorti mize byt velice komplikovany. Piikladem je
prostor BN, ktery lze napiiklad popsat jako prostor vSech ultrafiltri na N s vhodnou topologii.
Blize viz. cvicend.
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4. DMetrizovatelnost a ¢echovska tplnost

4.1. Metrizovatelnost

Lemma 56. Topologicky prostor se spocetnou bdzi je Lindeldfiv.

Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O

konec 9. prednasky (1. 12. 2025)

Je-li (X, p) metricky prostor a ¢ = min{p, 1}, pak o je op&t metrika na X, ktera navic generuje
stejnou topologii na X jako metrika p.

Tvrzeni 57. Spocetny soucin metrickyjch prostori (X,, pn), n € N je metrizovatelnyg metrikou

L < min{p, (Tn, yn), 1}
p(r,y) =) o . aye ][ X
n=1

Diikaz. Dikaz byl, muZze byt zkouSen. O

Véta 58 (Urysohnova metrizacni véta). KaZdy T3 topologicky prostor se spocetnou bdzi je metri-
zovatelnij.

Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O

Poznamka. 7 dtkazu predchozi véty plyne, Ze kazdy separabilni metrizovatelny prostor ma met-
rizovatelnou kompaktifikaci a lze ho vnofit do Hilbertovy kostky [0, 1]N.

Dusledek 59. Kompaktni Hausdorffiv prostor je metrizovatelny pravé kdyzZ md spocetnou vdhu.

Diikaz. Idea dikazu byla, ale nékteré jeho ¢asti byly vynechény, tyto mohou byt u zkousky pouzity
jakozto ptiklad navic. O

Dusledek 60. Spojity obraz metrizovatelného kompaktu je metrizovatelny kompakt, pokud je obraz
Hausdorffiv.

Drikaz. Dikaz byl, mtze byt zkouSen. O

4.2. Uplnost v metrickych prostorech

Piipomenime, Ze metricky prostor je uplny, pokud kazda cauchyovska posloupnost je konvergentni.
Necht I je mnoZzina. PF¥ipomenime, Ze na ¢, (1) := {f : I > R: f omezena} definujeme metriku
predpisem p(f, g) := | f — gllco = sup,e; |f(2) — g(i)]. Pak (£ (1), p) je Uplny metricky prostor.

Vé&ta 61 (Univerzalita £y, (I)). Necht (M, d) je metricky prostor, pak existuje izometrické vnoiend
©0: M — L (M).

Diikaz. Idea dikazu byla, ale nékteré jeho ¢asti byly vynechény, tyto mohou byt u zkousky pouzity
jakozto piiklad navic. O

Dusledek 62 (O zuplnéni). Kazdy metricky prostor (X, p) md ziplnéni, tj. existuje uplny metricky
prostor (Y, o) a izometrické vnoient j: X — Y spliiugici, Ze j(X) je hustd vY.

Diikaz. Idea diikazu byla, ale nékteré jeho ¢asti byly vynechany, tyto mohou byt u zkousky pouzity
jakozto priklad navic. O
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Tvrzeni 63. KaZdé stejnomerné spojité zobrazeni z podprostoru A metrického prostoru (X,p) do
dplného metrického prostoru (Y, o) lze rozsirit na stejnomérné spojité zobrazeni z A do'Y .

Dikaz. Idea dikazu byla, ale nékteré jeho ¢asti byly vynechény, tyto mohou byt u zkousky pouzity
jakozto piiklad navic. O

Disledek 64 (Jednozna¢nost ziplnéni). Necht (X, p) je metricky prostor, (Y1,01), (Ya,09) tpiné
metrické prostory a e1: X — Y1, ea: X — Yy dv€ izometrickd zobrazeni spliwugict e1(X) - Yi a

— Y2 . .. . . . . . . . e
e2(X) " =Y. Pak existuje izometrické surjektioni zobrazeni e: Y1 — Y splitujici ea = eoey.

Diikaz. Idea dikazu byla, ale nékteré jeho ¢asti byly vynechény, tyto mohou byt u zkousky pouzity
jakozto piiklad navic. O

Zavérem zopakujme dvé znama tvrzeni z Matematické analyzy o uplnych metrickych prostorech.

Vé&ta 65 (Cantor). Metricky prostor (X, p) je uplng, prdvé kdyZ pro kaZdou posloupnost (F,) ne-
prazdngch uzavienych podmnozin X spliiujici F,, < F,1+1 pro kaZdé n € N a lim,,_, o, diam F,, = 0 je
MNyen Fr jednobodovd mnozina.

Véta 66 (Baireova véta). V dplném metrickém prostoru je prinik spocetné mnoha hustjch otevie-
nych mnozin opét hustd mnozina.

Definice. Rekneme, 7e topologicky prostor je Bairedv pokud je prinik spocetné mnoha hustych

otevienych mnozin opét husta mnozina.

4.3. Uplna metrizovatelnost

Definice. Topologicky prostor se nazyva uplné metrizovatelny, pokud na ném existuje iplna met-
rika generujici jeho topologii.

Tvrzeni 67. Spocetny soucin uplné metrizovatelngch prostori je uplné metrizovatelny.
Diikaz. Dikaz byl, muzZze byt zkouSen. O

Véta 68 (Uplné metrizovatelné prostory). Necht (X, p) je metricky prostor. Pak jsou ndsledugjici
turzend ekvivalentny.

(i) X je Gs-podmnozinou néjakého svého ziplnénd.

(ii) X je Gs-podmnoZinou kazdého svého ziplneént.
(iii) Kdykoliv se X vnofi do iplného metrického prostoru, pak se tam vnoti jakoZto Gs-podmnoZina.
(iv) Prostor X je uplné metrizovatelny.

Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O
konec 10. pfednasky (8. 12. 2025)

Definice. Tichonoviv prostor X se nazyva cechovsky iplngj, pokud je G5 v BX.

Lemma 69 (O pfirtistku kompaktifikaci). Jsou-li (j1,Y1) a (j2,Y2) kompaktifikace topologického
prostoru X a f: Y] — Ya splituje f o j1 = ja, pak f(Y1\j1(X)) = Ya\ja(X).

Drikaz. Dikaz byl, mtze byt zkouSen. O

Tvrzeni 70 (Charakterizace ¢echovsky tplnych prostort). Pro Tichonoviv prostor X jsou ndsle-
dugici podminky ekvivalentnyi.

(a) X je cechovsky plny.
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(b) X je Gs v kazdé kompaktifikaci.
(c) X je Gs v néjaké kompaktifikaci.
Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O

Poznamka. V predchozi vété nelze ekvivalentné fici Gs v kazdém kompaktu. Napiiklad prostor
[0,1]“* neni G v [0,2]“".
(Dtkaz bude na cvieni.)

Vé&ta 71 (Frolikova vnitini charakterizace ¢echovskeé tiplnosti). Necht X je Tichonoviv topologicky
prostor. Pak jsou ndsledujici podminky ekvivalentns.

(i) X je cechovsky iplny.

(i) Existuje posloupnost oteviengch pokryti {U,} prostoru X s vlastnosti, Ze pro kaZdy centrovany
systém uzaviengch mnozZin F takovy, Ze pro kaZdé n € N existuje F € F aU elU,, Ze F c U,

jeNF # .
Diikaz. Dikaz byl, muze byt zkouSen. O

Disledek 72 (éech). Metrizovatelny prostor X je uplné metrizovatelny, prdavé kdyz je céechovsky
uplnyj.

Diikaz. Dukaz byl, muze byt zkouSen. O
konec 11. pfednasky (15. 12. 2025)

Priklady. e Kazdy lokalné kompaktni Hausdorffav prostor je ¢echovsky tuplny.
e Prostor iracionalnich ¢isel je ¢echovsky tplny, prostor racionélnich éisel neni ¢echovsky tplny.
Vé&ta 73 (Baireova véta v echovsky tuplnych prostorech). KazZdy dechovsky iplny prostor je Bairetv.

Tvrzeni 74 (Zachovavani ¢echovské tiplnosti operacemi). Cechovskd tplnost se zachovdvd sumou,
spocetnym soucinem a uzavienym podprostorem.

Véta 75. Soucin libovolné mnoha cechovsky tplnijch prostori je Bairetv.

Poznamka. Cechovska tplnost se nezachova na libovolné soudiny a existuji tak prostory, které
jsou Bairovy a nejsou ¢echovsky uplné. Prislusny pfiklad bude na cviceni.
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5. Topologické grupy

Tato ¢ast sylabu se nestihla prednést. Pro piehled je mozné se podivat do pripravovanych skript.
Podrobnéji tato latka bude prednesena v kurzu Obecna topologie 2.
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