CVICENT 1
1. Teoretictéjsi priklady
a) Dokazte nasledujici tvrzeni (aZ je dokaZete, je mozné je pouzivat jako “znamé tvrzeni”)
Véta 1. Necht P a @ jsou metrické prostory, f,g: P — @Q jsou spojita zobrazeni a M C P je hustd v P. Jestlize
f=gna M, pak f = g na celém P.
Véta 2. Necht (P, p) je metricky prostor a A C P. Pak funkce = — dist(x, A) je 1-Lipschitzovska na P.
Véta 3. Soucin X; x Xy X --- x X, uplnych metrickych prostora Xi,..., X, je téz uplny.
2. Konkrétnéjsi priklady
a) Necht je dana posloupnost (f,,)32; v RY predpisem
E+1 n+1
k) = ——+ ——, ,keN.
Iy =t e "
UvaZzujte postupné Banachovy prostory X € {co, £1, {2, {3, ls }. Zjistéte, zda f,, n € N jsou prvky Banachova prostoru
X. Dale zjistéte zda je posloupnost f, konvergentni v Banachovych prostorech ¢y a o (a pokud ano, urcete jeji
limitu).
b) Necht je dana posloupnost funkei f, : [0,1] — R, n € N pfedpisem
e —1 n?

fu(z) = 3/ A + (n? =1+ e%)?’

Uvazujte postupné Banachovy prostory X € {C([0,1]), Li([0,1]), L2([0,1]), L3(]0,1]), Loo ([0, 1]) }. Zjistéte, zda fy,
n € N jsou prvky Banachova prostoru X. Pokud ano, zjistéte zda je posloupnost f, konvergentni v Banachové
prostoru X (a pokud ano, urcete jeji limitu).

neN,ze[0,1].

¢) Necht Y C L1([0,1]) je mnozina dana pfedpisem

Y = {f € Ly([0,1]): /0 FE() dE = O}

Urcete, zda Y je uzavieny podprostor L1([0,1]) a pokud ano, zda ma nekonecnou dimenzi.

d) Necht Y C ¢5 je mnozina dana predpisem

7
Y = {z € ly: Za:n:O}.
n=1

Urcete, zda Y je uzavieny podprostor £o a pokud ano, zda ma nekonecnou dimenzi.
e) Necht je dana posloupnost (f,)5; v RN predpisem

e" +k
fn(k) = W’ n,k € N.

Uvazujte postupné Banachovy prostory X € {co, ¢1}. Zjistéte, zda f,, n € N jsou prvky Banachova prostoru X. Pokud
ano, zjistéte zda je posloupnost f, konvergentni v Banachové prostoru X (a pokud ano, urcete jeji limitu).

f) Necht je dana posloupnost realnych funkei f,,, n € N predpisem

_ log(nx)
==
Uvazujte postupné Banachovy prostory X € {C([1,2]),L1([0,1])}. Zjistéte, zda f,, n € N jsou prvky Banachova

prostoru X. Pokud ano, zjistéte zda je posloupnost f, konvergentni v Banachové prostoru X (a pokud ano, urcete jeji
limitu).

fn(x) : neNz>0.
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a) Necht X je normovany linearni prostor. Ukazte, ze B(x,r) =z + B(O 7“) a B(0,7) =rB(0,1).
b) Ukazte, ze B(x,r) a U(z,r) jsou konvexni mnoziny.

c¢) Necht X je normovany linearni prostor nad K, M C X a a € K. Ukazte, ze aM = oM.

d) Ukazte, Ze v normovaném linearnim prostoru plati U(x,r) = B(x,r), Int B(z,r) = U(x,r) a U (x,r) = 0B(z,r) =
S(z,r). Naleznéte piiklad metrického prostoru, kde tyto rovnosti neplati.

2. Dalsi teoretic¢téjsi priklady
) Jaky je mnozinovy vztah mezi vektorovymi prostory ¢, a ¢, pro p < ¢? Jaky je jejich vztah k prostoru ¢y?
b) Jaky je mnozinovy vztah mezi vektorovymi prostory L,([0,1]) a Ly([0,1]) pro p < ¢7
c) Jaky je mnozinovy vztah mezi vektorovymi prostory L,(R) a Ly(R) pro p < ¢7
d) Dokazte nésledujici tvrzeni (az jej dokazete, je moZné je pouzivat jako “znamé tvrzeni’)

a

Véta 4. Necht (P, p) a (Q, o) jsou metrické prostory, @ je uplny, M C P je hustav P a f: M — @Q je stejnomérné
spojité zobrazeni. Pak existuje spojité rozsifeni f na celé P. Toto rozsifeni je urCeno jednoznaéné a je stejnomérné
spojité.
3. Ukazte, ze ¢ : X — K je spojity linearni funkcional, spoctéte jeho normu a zjistéte, zda ¢ své normy
nabyva, jestlize
a) X = l1, ¢((zn)) = X021 52ns D) X = co, ¢((2n)) = X0ly zlnﬂfm
Q) X = C(0. 1), () = Jo (0= DIO U D) X = La([0.1), ) = (1 = IOt
e) X =t p((xn)) = 32554 ( = anl(l )xzm
g) X = C([0,1]), o(f) = f(0) = fF(1);  h) X = Leo([0,1 =
i) X =, o((zn)) = )
k) X =4, (kde p € (1,00)), o((zn)) = 320, Loy 1) X = Ll([O 1]) fo t)dt.

n=1n
VYSLEDKY
3. a) [¢| =1, normy se nabyvd  b) |¢| = 1, normy se nenabyva  c¢) ||¢| = I, normy se nenabyva d) [|¢|| = 1,
normy se nabyva e) ||¢|| = 1, normy se nabyva f) ||¢| = 1, normy se nenabyva  g) ||¢|| = 2, normy se nabyva

h) [l¢l = 3, normy se nabyva i) [l¢f = /302, % normy se nabyva j) ||¢|| = 1, normy se nenabyva k) ||¢| =

{300 L normy se nabyva 1) ||¢|| = 3, normy se nenabyva
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a) Dokazte nasledujici tvrzeni (aZ je dokaZete, je mozné je pouzivat jako “znamé tvrzeni”)
Véta 5. Necht K je kompaktni metricky prostor. Pak prostor C(K) je separabilni.

2. Ukazte, Ze T : X — Y je spojity linearni operator, spoc¢téte jeho normu a zjistéte, zda existuje z € Sx
spliwgjici |Tz| = ||T||. Dale zkoumejte nasledujici otazky:

e Je operator T prosty? Pokud ne, zjistéte jeho jadro.
e Je operator T na?

e Je operator T izometrie, pripadné izomorfismus? Pokud ano, popiste jeho obor hodnot a spoctéte
normu inverzniho operatoru.

(Jako vzorové se daji vzit fesené piiklady |2, ptiklady 1.2.6 (a), (d)-(g)])
a) X =Y =01, T((x)) = (21, —x2,23, —%4,...); b) X =Y =l T((mn)2) = (0,z2,0, 24, ...);
X =Y =t5, T((wn)) = (-1)"52)52y;  d) X =Y = co, T((2n)) = (B2t an)02;

X=0,Y =lo, T((z)) = (z1+ ... +20)2;

X =Y =C(01]), Tf = f+ f(1) = f(0);
g X=Y= C([07 1])> Tf(t) = (t - %)f(t),
b) X = = (-1 1), T4() = £()
1)) X =Y =4y, T((zn)) = (221 + 322,71 — T2, X3, 24, ...) (technicky naro¢néjsi).

3. Dalsi vhodné priklady:
[1, priklady 1, 2, 3 (a)-(q) - nékteré z nich pouzity vyse]
[2, priklady 1.2.6 (a)-(g), 1.2.11 (a)-(i)]

[1] materialy prof. Kalendy, umistény na webu zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ "kalenda/data/ufalb5-normy.pdf
[2] sbirka FeSenych piiklada z webu:
https://www.karlin.mff.cuni.cz/"spurny/doc/ufa/fa-priklady.pdf

VYSLEDKY
2. a)T je isometrie na b) [|T]| = 1, normy se nabyvé, neni prosty a neni na, kerT = {z: z(2n) = 0, n € N},
neni isomorfismus  c¢) [|T|| = 3, normy se nabyva, je prosty a nenf na, nenf isomorfismus  d) ||T|| = 2, normy se
nenabyva, T je isomorfismus na, |77} = % e) [|T|| = 1, normy se nabyva, T je prosté, neni na, neni isomorfismus
f) [|7]| = 3, normy se nabyvé, T je prosty a na, je izomorfismus, |77 = 3. ) ||T|| = %, normy se nabyva, T je
prosty a neni na, nenf izomorfismus.  h) [|T[| = 1, normy se nabyva, T' neni prosty a neni na, ker 7' = {f: f|(,1) = 0}.

i) [T =4/ 15’275\/5, normy se nabyvé, T je isomorfismus na, |71 = 1|7
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) Dokazte nasledujici tvrzeni (aZ je dokaZete, je mozné je pouzivat jako “znamé tvrzeni”)

Véta 6. Necht Q C R? je lebesgueovsky méfitelnd mnozina a p € [1,00). Pak C.(Q2) je hustd podmnozina Ly(Q, \),
kde
C(Q)=A{f:Q—K: f jespojitd a {f # 0} je omezena}

Véta 7. Necht Q C R? je lebesgueovsky méFitelnd mnozina a p € [1,00). Pak prostor L,(£, \) je separabilni.

2. Ukazte, ze T : X — Y je dobre deﬁnovany spojity linearni operator
a)X:Ll([O72]))Y:L1([O 2 fO d5‘|‘f( )

b) X = C([0,1]), Y = Ly([0,1], smt d/\) ft)=Vtf(t)

¢) X =C([0,1]), Y = co, Tf = (f(;;) = F(0)),,

3. Ukazte, Ze T : X — Y je spojity linearni operator, spoc¢téte jeho normu a zjistéte, zda existuje = € Sx
spliujici | Tz| = ||T||. Dale zkoumejte nasledujici otazky:

e Je operator T prosty? Pokud ne, zjistéte jeho jadro.

e Je operator T na?

e Je operator T izometrie, pripadné izomorfismus? Pokud ano, popiste jeho obor hodnot a spoctéte
normu inverzniho operatoru.

a) X =Y = Ly([0,1]), kdep € [1,00], T(f)(t) = f(V1); b) X =Y = Ly([0,1]), kdep € [1,00], Tf(t) = (t—3)f(2).
o) X =Y = Ly([0,1]), kde p € [1, 0], Tf = x5 1, f

4. Vysetiete, pro ktera k € Z je T : X — Y dobfte definovany spojity lineérni operator

a) Ls([0,5)), Y = L1([0,5)), Tf(z,y) = (f@;); b) X = O([-ma]), Y =R, T(f) = [ f(t)(sint)* dt

¢) X = Ly([0,1]), Y =R, T'f = [} 2* f(x)

5. Dalsi vhodné piiklady:
a) pocitaci viz. [1, piiklady (u), (w)-(z) z oddila 3 a 4] (nékteré pouzity vyse)
b) |2, priklady ze sekce 1.2]

[1] materialy prof. Kalendy, umistény na webu zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"kalenda/data/ufal5-normy.pdf
[2] sbirka FeSenych piikladd z webu:

https://www.karlin.mff.cuni.cz/ spurny/doc/ufa/fa-priklady.pdf

VYSLEDKY
3. a)viz. |2, feSeny priklad 1.2.6(j)] b) ||| = , normy se nabyde pravé kdyz p = oo, je prosté a neni na, neni
izomorfismus  ¢) ||T']| = 1, normy se nabyde, T neni prosty a neni na, kerT' = {f € L,([0,1]): f’[o,%] = 0}, T neni
izomorfismus.
4. a)prok<0 b)prok>0 c¢)prok >0



Zadani zapoctové pisemky z minulych let (slouzi jako vzor toho, jak miZe zapoc¢tova pisemka vypadat):

Piiklad 1:(6 bodi) Které z nésledujicich funkei T : C([0,1]) — L2([0, 1]) jsou spojité a linearni? Své tvrzeni dokazte.
L. Tf = fpro feC(0,1]);
2. Tf = f* pro f € C([0,1]);
3. Tf(t) = f(#3) pro f € C([0,1]) at € [0,1].

Piiklad 2:(6 bodi) Necht je dano zobrazeni T : {1 — {1 definované predpisem

1 o, ¢]
Tx = (/ Tt" dt) , T € L.
0 n=1

1. Dokazte, Ze se jedna o spojity linearni operator.
2. Urcete normu operatoru 7.
3. Zjistéte, zda je T izomorfismus do.
Piiklad 3:(8 bodi) Necht je dano zobrazeni T : L1([0, 1]) — L1([0, 1], ¢ d¢t) definované predpisem
TR = (t+2f(1),  feLi(0,1]), te[0,1].
1. Dokazte, ze se jednéa o spojity linearni operator.
2. Urcete normu operatoru 7.

3. Zjistéte, zda je T izomorfismus do.

VYSLEDKY

Piiklad 1: 1. ano, 2. ne, 3. ano
Priklad 2: ||T|| = 3, nenf isomorfismus do
Piiklad 3: ||T'|| = 3, neni isomorfismus do
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Na cviceni se psala zapoctova pisemka. Jeji zadéni je niZe.
V prikladech nize uvazujte vSechny prostory nad télesem realnych cisel.

Priklad 1:(3 body) Které z nasledujicich funkei jsou dobie definované, linearni a spojité operatory z co do €47 Své
tvrzeni dokazte.

1. Tx = (22,0,0,0,...) pro x € co;
2. Te = (21 + x2,0,0,0,...) pro x € cy;
3. Tx =z pro x € cg.
Piiklad 2:(5 bodit) Necht je dano zobrazeni T': C([-%, §]) — R definované pfedpisem
/2
Tf = s f(t)sintdt, fec(-3%, 3]
1. Dokazte, Ze se jednéa o spojity linedrni operator.
2. Urcete normu operatoru 7.
3. Zjistéte, zda T nabyva své normy.
Piiklad 2:(6.5 bodi) Necht je dano zobrazeni T : Ly([1,00)) — Ly([1, 00), e~** dt) definované predpisem
Tf(t)=1tf(t), ferLi(l,00))), t>1.
1. Dokazte, Ze se jedné o spojity linearni operator.
2. Zjistéte, zda je T prosty.
3. Zjistéte, zda je T na.
4. Zjistéte, zda je T izomorfismus do.

(Pozor: v zadani neni stejné mira na definiénim oboru a oboru hodnot zobrazeni T'.)
Priklad 2:(5.5 bodi) Necht je dano zobrazeni T : fo, — {oo definované predpisem

Tr=(—x1,x9 — X1,T3 — To, T4 — T3,...), T € oo

1. Dokazte, Ze se jedné o spojity linedrni operator.

[\)

. Zjistéte, zda je T prosty.

3. Zjistéte, zda je T na.

W

. Zjistéte, zda je T izomorfismus do.
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1. V nasledujicim priikladé je dan Hilberttv prostor H, jeho uzavieny podprostor Y a bod zy € H.
Najdéte né&jakou ortonormalni bazi Y, napiste vzorec pro ortogonalni projekci na Y a najdéte nejblizsi
bod v Y k bodu .

a) H=C* Y = {(x1,22,23,14) € C3: w9 =ixy, 24 = (1 +i)x3}, 2o = (1,4,1,1).
b) H = Lg([O 1]), Y podprostor tvoreny polynomy stupné nejvyse 2, zo(t) = €.
¢) H = Ly((0,00),e~"dt), Y podprostor tvofeny polynomy stupné nejvyse 2, xq(t) = t°.

d) H=1{3,Y =span{(27")22,,(37™)2%,}, zo = e1 = (1,0,0,0,...).

2. Dalsi vhodné priklady:
e) [1, priklady 1-7| (nékteré pouzity vyse)
f) [2, priklady ze sekce 1.4] (nékteré pouzity vyse)

[1] materialy prof. Kalendy, umistény na webu zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"kalenda/data/ufal5-projekce.pdf
[2] sbirka Fesenych piiklada z webu:
https://www.karlin.mff.cuni.cz/“spurny/doc/ufa/fa-priklady.pdf

VYSLEDKY
1. a)ON béze Y je napiiklad {(\f \/5,0 0), (0, 0, f 1\}1)} OG projekee je P(1,...,24) = (§(21 — ix2), 3 (iz1 +
z3), w3 + Flwy, Las + 224), nejblizsi bod je (1,4, 2 — %i,1+ % )
b) ON baze Y je napiiklad {1,2v/3z — /3,V/180(2? — = —|— )}, OG prOJekce mé tvar P(f)(z) = 180(2? — x +
Ly [ 2 (t)dt — (1802% — 1922 + 36) - [ tf(t) dt + (302 — 362 + 9) - [} £() dt, nejblizsi bod je (210e — 570)z> +
(588 — 2166)33 + 39¢ — 105
c) ON béaze Y je napiiklad {1,z — mQ — 2z + 1}, OG projekce je dana vzorcem P(f)(x) = (%2 —z+1)-
JoS 2 f (et dt+(—a?+5x—3)- [T tf(t) tdt+(——3:c+3 fo et dt, nejblizEi bod je f(z) = 60022 —18002+720.
d) ON béze Y je napiiklad {v/3(27)%,,+/200(3™" — 2 —n)n: ), Pey = (337" + $277)%0
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1. Ukazte, ze T € L(X,Y) a vyjadrete dualni operator 7™ € L(Y*, X*) pomoci reprezentace dualu klasick-
ych prostori. V piipadé, Ze X a Y jsou Hilbertovy, vyjadiete také hilbertovsky adjungovany operator
T,

a) X = (C%[| - [l2), Y = (C*, || - [|2), T(w1,22) = (i1 — 3, (1 +i)a2);

b)X:YIKQ, ((l‘n) = (xl,ixg,xg,im,...);

= (z1 — z2, T2 — 221, T3, T4, . . .);

d) X (%xg - %%1, %1’4 - %1'3, ceey nzlxgn - nL_ngn_l, .. .);

e) X =Y = Ly([0,1]), kde p € [1,00), Tf =, 1, f3

f) X =Y = Ly([0,1)), Tf(t) = fo min(s,t)f(s)ds  (Pozor: zde je asi nejtézsi dikaz omezenosti operatoru T');
g) X = L1((0,0)), Y = L1((0,00),e~tdt), Tf(t) = f(2t);

h) X =/ly, Y = La(1,00), Tx = 307 | TnX(nnt1)-

2. Dalsi vhodné priklady:

i) [1, 1klady 1 a2 (a)-(m)] (nekteré pouzity vyse)

j) [2, Priklad 1 (a)-(e) a Priklad 2 (a)-(e) ze sekce 4.1] (nékteré pouzity vyse)

[1] materialy prof. Kalendy, umistény na webu zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"kalenda/data/ufal5-dualniop.pdf
[2] sbirka Fesenych piikladii z webu:
https://www.karlin.mff.cuni.cz/"spurny/doc/ufa/fa-priklady.pdf

VYSLEDKY
1. a) T*(y1,y2) = (iy1, (L +9)y2, —v1), T*(v1,y2) = (—iy1, (1 — ) y2, —y1)
b) T*y = (y1, 1y2, Y3, iY4, - - .), T*y = (Y1, —iy2, Y3, —iY4, . . .)

o) Try =Ty = (y1 — 2y2,92 — Y1, Y3, Ya>---) ) T*y = (—3u1, 392, —3y3, Sy, ..., — i lyo 1, By )
e)T*g=x [7] -gpro g € Ly([0,1]) aprop=2mame T*g=T*g )T =T*=T"

Nes/2 Wy T f = ( [P F)dt)
8 Tg(e) = Sa(s/De? W Tf = ([ fpar)
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1. Ukazte, ze T € L(X,Y) a vyjadifete dualni operator 7* € L(Y*, X*) pomoci reprezentace duala kla-
sickych prostor.

a) X =Y =C([-L 1)), Tf(t) = f(t?); b) X =Y =C((0,1]), Tf(t) = f + (1) = f(0);
¢) X = C([0,1]), Y = Ly([0,1],sint dX), Tf(t) = VEf(t); d) X =Y = L1((0,2]), Tf = [y f(s)ds + f(t);

O) X = 1, Y = C([0.1]), T(())(t) = Y52, ant”, t € [0, 1);
0 X = C(0,1]), Y = e0, Tf = (F(3) = 1) 8) X = 0, ¥ = La((0,1]), T((a)) () = X5, at”, ¢ € [0, 1]

h) T : La([1,00)) = co, Tf = ( n) dt) o (Pozor: nejprve je tfeba dokazat, ze T'f € ¢y a Ze je spojity)
)X = Li([0,1]), Y = (B2, || - o), Tf = (fy tf(t)dt, fy cos(t)f(t) dt)

VYSLEDKY

L a)T'u = pgp, kde (t) = t? bgoT*u = p+ p([0,1])(61 = &) o) T*f = Vif(t)sintd\ d)T*g = g+
01L% s)ds e) T p= (ﬁ}ﬁdﬂ

fada v prostoru M ([0,1])) g) T™g = (fo tig(t) d\(t )) » h) T%z = Y2, % (sumou se rozumi absolutné konver-

) T*x =302 2n(01/, — do) (sumou se rozumi absolutné konvergentni

gentni fada v prostoru Lg) i) T*x(t) = x1t + x2 cost

Dalsi vhodné priklady:

e piiklady ze zkouskovych pisemek na hledani adjungovaného operatoru, dostupné na webu prof. Spurného, ¢asto
vetné feSeni (https://www.karlin.mff.cuni.cz/ spurny/pages/ufa.php ahttps://www.karlin.mff.cuni.
cz/~spurny/pages/fa-leto.php)

e vznikajici skripta feSenych priklada (viz. https://www.karlin.mff.cuni.cz/“spurny/doc/ufa/fa-priklady.
pdf)

e piiklady ze zkouskovych pisemek z VPFA (viz. https://www.karlin.mff.cuni.cz/~cuth/doc/MFF/VPFA/2021_
22/VPFA_zkPisWeb. pdf)
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1. Urcete, zda je operator T € L(X,Y) kompaktni

a) X = (C% || - |l2), Y = (C°, || - [l2), T(w1,22) = (21 + 22,21 — 22,221 + 22);

b) X =Y =4y, T((xn)) = (22,23, x4, 5, T¢,...); ¢) X =Y =co, T((xy)) = (133”)20 1L
d) X =Y = L,([0,1]), kde p € [1,00), Tf(t) =tf(t); e X=Y =0C([0,1]), T

(@)
f) X =Y =4y, T((wn)) = (21 — 72,272 — 71,73, 74,...); 8) X =4L30, Y =, T((x
h) X =Y = C([0,1]), (f) f= f( )+5f(1); 1) X =C([0,1), Y =co, Tf = (£(;)
)X =Y =1L:(0,2]), Tf(t) = fo s)ds+ f(t); k) X = co, Y:C’([O,Qw]) x(t)
) X =Y = Ly([o, 1]), TF(t) = [, min(s,t)f(s)ds

(Hint: Uvazugte operdtory A : Ly([0,1]) — C([O 1]) a B : C(]0,1]) — L2([0,1]), kde A je ddno stejnym predpisem jako
T a B je “identita” (presnéji: Af(t) fo min(t, s)f(s)ds a Bf = [f]). Ukazte, Ze A a B jsou linedrni, spojité a s
pomoci Arzela-Ascoliho véty ukazte, Ze A je kompaktni. Na zdvér pouZijte identitu T = Bo A.)

= Jo F)VI+t+s2ds;
K weecante
))n 1;

Zn 1 55 cos(nt);

VYSLEDKY

1. a)ano (aplikujeme metodu (ii)); b) ne (aplikujeme metodu (i)); «¢) ano (aplikujeme metodu (ii)); d) ne
(aplikujeme metodu (iii)); e) ano (aplikujeme metodu (iv)); f) ne (aplikujeme metodu (i)); ) ano (aplikujeme
metodu (ii));  h) ne (aplikujeme metodu (iii)); i) ne (aplikujeme metodu (i)); j) ne (aplikujeme metodu (iii));
k) ano (aplikujeme metodu (ii));

Dalsi vhodné priklady:

e piiklady ze zkouskovych pisemek na vySetieni, zda je operator kompaktni: dostupné na webu prof. Spurného,
Casto véetné feeni (https://www.karlin.mff.cuni.cz/ spurny/pages/ufa.php a https://www.karlin.mff.
cuni.cz/~spurny/pages/fa-leto.php), priklady ze zkouskovych pisemek z VPFA (viz. https://www.karlin.
mff.cuni.cz/~cuth/doc/MFF/VPFA/2021_22/VPFA_zkPisWeb.pdf)

e vznikajici skripta feSenych piiklada (viz. https://www.karlin.mff.cuni.cz/ spurny/doc/ufa/fa-priklady.
pdf)

e materialy prof. Kalendy (viz. https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kalenda/data/ufal5-kompakt.pdf)



CVICENT 10
Na cviceni se psala zapoctova pisemka. Jeji zadéni je niZe.
Piiklad 1: Je dan Hilberttav prostor H = C3, jeho uzavieny podprostor
Y = {(x1,x2,23): 221 +ixg — ixz = 0}

a bod zp = (1,1,7). Najdéte né&jakou ortonormalni bazi Y, napiste vzorec pro ortogonalni projekci na Y a najdéte
nejblizsi bod v Y k bodu .

V prikladech nize uvazujte vSechny prostory nad télesem realnych &isel.
Priklad 2: Necht je dano 7' : C([0, 1]) — ¢, pfedpisem

f(i))oo |

2n

Tf=( fec(o,1).

Dokazte, Zze T je dobfe definovany spojity operétor, zjistéte, zda je T kompaktni a vyjadiete dualni operator T pomoci
reprezentace duéliu klasickych prostorii.

Piiklad 3: Necht je dano T : L3([0,7]) — L3(]0, 7]) pfedpisem
Tf(z)= f(x) —I—Sinzzt(/7r f(t)cost dt) 4—(:OS:L‘</7T f(t)sint dt), f € Ls([0,7]).
0 0

Dokazte, ze T' je dobfe definovany spojity operator, zjistéte, zda je T kompaktni a vyjadiete dualni operator T pomoci
reprezentace duéliu klasickych prostori.
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1. Pro nasledujici operatory ukazte ze T' € L(X) a uréete o(T') a op(T).

a) X = 51, T(l’) = (—xg, L1y, —T4,T3y..., —T2n, T2n—1, - - .);

(v tomto ptikladu uvaZzujte pouze prostory nad télesem komplexnich ¢isel)

b) X = C([0,1)), TF(t) = f(t) + F(1) = £(0); ©) X = Li([0,1]), T(t) = 2f(t) + ¢ [y f(2)dw + £ [y af(x
d) X = co, T(x) = (w1, 322, T3, 324, T5, 226, ...);  €) X = Lg([0,1]), Tf(t) = t2f(t);

f) X = 527 T((l’n)) = (—.7}2,.1‘1, —%%4,.%3, —%1‘6,165, .o .);

(v tomto piikladu uvazujte pouze prostory nad télesem komplexnich ¢isel)

g) X =C([0,1)), Tf(t) = f(t) +tf(1); h) X = L1((0,00),e"tdt), Tf(x) = f(x) + 2? fooo fte tde;
)X =6, Te=("Ha,)2 s §) X =0([0,1]), T()(t) = tf(2);

k) X = Ly([0,1]), T(f)(t) = Xjo,1/2)(t) - £(t);

) X =C([=1,1]), T(f)(t) = f(It]);

Vysledky:

2) 0p(T) = (i} = o(T) b) 0p(T) = {1} = o(T) ) p(T) = {2, STV STAT0Y = o(T)

d) op(T) = {2 n € N U{L}, o(T) = 0p(T) U {0} €) op(T) = 0, o(T) = [0.1]

£) 0p(T) = {£ =i n €N}, o(T) = 0, (T) U{0} &) 0(T) = {1,2} = o(T) h) 0y(T) = {1,3} = o(T)
i)o ()—{”H.neN} o(T) = ap(T)U{1} j) op(T) =0, o(T) =[0,1] k) 0,(T) = {0,1} = o(T)
1) 0,(T) = {0,1} = o(T)



CVICENT 12
1. Uvazujme operator T : ¢1 — {1 definovany piedpisem
Tx = (2r1 + w2,321 + 210, 3, 2, %8,...), T €Ly,

Dokazte, ze T' je spojity linearni operator. Zjistéte, zda je T kompaktni a urcete o,(T") a o(T).

2. Uvazujme operator T : C([—1,1]) — C([—1,1]) definovany pfedpisem

1
TF() ::z’f(t)+t2/1 f(s)ds, feC(=1,1)), t € [=1,1].

Dokazte, ze T' je spojity linearni operator. Zjistéte, zda je T kompaktni a urcete o,(T") a o(T).

3. Uvazujme operator 1" : L1([0, 27]) — L1o([0, 27]) definovany piedpisem
Tf(x):=max{sinz,0}f(z), f € Lio([0,27]).

Dokazte, ze T' je spojity linearni operator. Urcete o,(T") a o(T'). Nakonec zjistéte, zda je T kompaktni operator.
4. Uvazujme operator T : Lo([0,27]) — La(]0, 27]) definovany predpisem
2 2
Tf(x):= ( f(t)costdt> -sina;—Q( f(t)sintdt> -cosx + 3f(x), [ € La(]0,27]).
0 0

Dokazte, ze T je spojity linearni operator. Vyjadiete T* (hilbertovsky adjungovany operator). Zjistéte, zda je T'
kompaktni. Urcete 0,(T") a o(T') (pro kazdé vlastni ¢islo naleznéte né&jaky vlastni vektor).

Vysledky: 1. T' je kompaktni, 0,,(T) = o(T) = {0,2 + v/3} 2. T nenf kompaktni, 0,,(T) = o(T) = {i, 2 + i}
3. 0,(T) = {0}, o(T) = [0,1], T neni kompaktni 4. T* f(z) = <f027r f(t) sintdt) S CoST — 2<f027r f(t) costdt) -sinx +
3f(x), T neni kompaktni, 0,,(T) = o(T) = {3,3 £ in/2}



