CVICENT 1
1. Teoretictéjsi priklady
a) Dokazte nasledujici tvrzeni (aZ je dokaZete, je mozné je pouzivat jako “znamé tvrzeni”)

Véta 1. Necht P a ) jsou metrické prostory, f,g: P — (@ jsou spojita zobrazeni a M C P je hustd v P. Jestlize
f =gna M, pak f = g na celém P.

Véta 2. Necht (P, p) je metricky prostor a A C P. Pak funkce = — dist(x, A) je 1-Lipschitzovska na P.
Véta 3. Soucin X; x Xo x --- x X, uplnych metrickych prostoru Xi,..., X, je téz tplny.

Véta 4 (dusledek Bairovy véty). Necht P je uplny metricky prostor, {F,,} C P je posloupnost uzavienych mnozin v
P a P =\J,, F,. Pak existuje n € N takové, Ze F,, méa neprazdny vnit¥ek.

Véta 5. Prostory ¢y a £, pro p € [1,00) jsou separabilni.
Véta 6. Prostor £, neni separabilni.

2. Konkrétnéjsi priklady
a) Necht je dana posloupnost (f,,)32; v RY predpisem

Fulh) k—+1 n+1

:m‘i‘m, n,k € N.

UvaZzujte postupné Banachovy prostory X € {co, {1, {2, {3, ls }. Zjistéte, zda f,, n € N jsou prvky Banachova prostoru
X. Dale zjistéte zda je posloupnost f, konvergentni v Banachovych prostorech ¢y a o (a pokud ano, urcete jeji
limitu).

b) Necht je dana posloupnost funkei f, : [0,1] — R, n € N pfedpisem

et —1 n2

4 + (n?2 —1+e%)?’

neN,ze[0,1].
Uvazujte postupné Banachovy prostory X € {C([0,1]), Li([0,1]), L2([0,1]), L3(]0,1]), Loo ([0, 1]) }. Zjistéte, zda fy,

n € N jsou prvky Banachova prostoru X. Pokud ano, zjistéte zda je posloupnost f, konvergentni v Banachové
prostoru X (a pokud ano, urcete jeji limitu).

c) Necht Y C Ly([0,1]) je mnozina dana predpisem

1
Y = {f € Li(0,1]): /O LF(E) dE = 0}

Urcete, zda Y je uzavieny podprostor L1([0,1]) a pokud ano, zda ma nekone¢nou dimenzi.

d) Necht Y C /5 je mnozina dana predpisem

7
Y :={z € ly: an:O}.
n=1

Urcete, zda Y je uzavieny podprostor {5 a pokud ano, zda ma nekonecnou dimenzi.



CVICENI 2
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a) Necht X je normovany linearni prostor. Ukazte, ze B(x,r) =z + B(O 7“) a B(0,7) =rB(0,1).
b) Ukazte, ze B(x,r) a U(z,r) jsou konvexni mnoziny.

c¢) Necht X je normovany linearni prostor nad K, M C X a a € K. Ukazte, ze aM = oM.

d) Ukazte, Ze v normovaném linearnim prostoru plati U(x,r) = B(x,r), Int B(z,r) = U(x,r) a U (x,r) = 0B(z,r) =
S(z,r). Naleznéte piiklad metrického prostoru, kde tyto rovnosti neplati.

2. Dalsi teoretic¢téjsi priklady

a) Jaky je mnozinovy vztah mezi vektorovymi prostory ¢, a ¢, pro p < ¢q? Jaky je jejich vztah k prostoru co?
b) Jaky je mnozinovy vztah mezi vektorovymi prostory L,([0,1]) a Ly([0,1]) pro p < ¢7

c) Jaky je mnozinovy vztah mezi vektorovymi prostory L,(R) a Ly(R) pro p < ¢7

d) Dokazte nésledujici tvrzeni (az jej dokazete, je moZné je pouzivat jako “znamé tvrzeni’)

Véta 7. Necht (P, p) a (Q,0) jsou metrické prostory, @ je tplny, M C P je hustav P a f: M — Q je stejnomérné
spojité zobrazeni. Pak existuje spojité rozsifeni f na celé P. Toto rozsifeni je urCeno jednoznaéné a je stejnomérné
spojité.

3. Ukazte, ze ¢ : X — K je spojity linearni funkcional, spoctéte jeho normu a zjistéte, zda ¢ své normy
nabyva, jestlize

a) X =4, ¢((x ))—annwm b)X:Cm ((wn)):ZZ"lzlnﬂfn,

) X = C([0,1]), o(f) = [5(t— 5 f(®)dt;  d) X = Loo([0, fo — D) f(t)dt;
e) X =11, ((xn)) ZZ ( " :rm f) X =01, o((zn)) = Z (1 )T

g) X = o, p((x0)) = X0l yan;  h) X =4, (kde € (1,00)), (( n))—Z?flil‘n,
1) X =C([0,1]), o(f) = () F: )X = Loo([0.1)), o(f) = [y (1) dt;

k)X Ll([O,l])wp(f) Jo tF(t)dt; I)X—Ll([O 1), o(f) = fy (t = 3)f(t) dt.



CVICENT 3
a) Dokazte nasledujici tvrzeni (aZ je dokaZete, je mozné je pouzivat jako “znamé tvrzeni”)
Véta 8. Necht K je kompaktni metricky prostor. Pak prostor C(K) je separabilni.

2. Ukazte, Ze T : X — Y je spojity linearni operator, spoc¢téte jeho normu a zjistéte, zda existuje z € Sx
spliwgjici |Tz| = ||T||. Dale zkoumejte nasledujici otazky:

e Je operator T prosty? Pokud ne, zjistéte jeho jadro.
e Je operator T na?

e Je operator T izometrie, pripadné izomorfismus? Pokud ano, popiste jeho obor hodnot a spoctéte
normu inverzniho operatoru.

a) X =Y =4y, T((z)) = (0,21,22,...); b) X =Y =Ly, T((x,)) = (%")20:1;

) X =Y = by, T((z0)) = (Ggan)ily;  d) X =Y =C([0,7]), kde 7 >0, T(f)(t) = [ f(z)da;
e) X = C([0,7]), Y = CH([0,7]), kde r > 0, T(f)(t) = [, f(z)da;

) X =Y =41, T((zp)) = (21, —x2, 23, —T4,...); g X =Y =Ly, T((zp)) = (0,22,0,24,...);
h) X =Y =0y, T((2y)) = (Ba,)0% 1 ) X =0,Y =loo, T((zn)) = (214 ...+ 20)2%1;
DX =Y=0C(0,1]), Tf = f+ f(1) - f(0);

k) X =Y =C([0,1]), Tf(t) = (t — 3) f(1);

)X =Y =0C([-1,1)), )Tf( ) = f(t%);

t
m) X =Y =/{y, T((x,)) = (x1 — 2, x2 — 221, T3, X4, . ..) (t8781 priklad).

3. Dalsi vhodné priklady:
[1, priklady z oddili 1 a 2 - nékteré z nich pouzity vyse|
[2, priklady 1.2.6 (a)-(h), 1.2.11 (a)-(i)]

[1] materialy prof. Kalendy, umistény na webu zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ "kalenda/data/ufal5-normy.pdf
[2] sbirka fesenych piikladii z webu:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/“cuth/fa-priklady.pdf



CVICENT 4
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) Dokazte nasledujici tvrzeni (aZ je dokaZete, je mozné je pouzivat jako “znamé tvrzeni”)

Véta 9. Necht Q C R? je lebesgueovsky méfitelnd mnozina a p € [1,00). Pak C.(Q2) je hustd podmnozina Ly(Q, \),
kde
C(Q)=A{f:Q—K: f jespojitd a {f # 0} je omezena}

Véta 10. Necht Q C R? je lebesgueovsky méFitelnd mnozina a p € [1,00). Pak prostor L,(£, \) je separabilni.

2. Ukazte, ze T : X — Y je spojity linearni operator, spoctéte jeho normu a zjistéte, zda existuje x € Sx
= ||T’||. Dale zkoumejte nasledujici otazky:

e Je operator T prosty? Pokud ne, zjistéte jeho jadro.
e Je operator T na?

e Je operator T izometrie, pripadné izomorfismus? Pokud ano, popiste jeho obor hodnot a spocététe
normu inverzniho operatoru.
8) X = C([0,1]), Y = C(0,1]), T(f) = f' = i b) X =Y = L, ([0, 1)), kde p € [1, 00, T()(t) = J(/D):
c) X =C*([0,1]),Y =C([0,1]), Tf = f"+ f. d) X =Y = Ly([0,1]), kde p € [1,00], Tf(t) = (t — 5) [ (1).
e) X =Y = L,([0,1]), kde p € [1,00], Tf = X0, - f
2

3. Ukazte, ze T : X — Y je dobre deﬁnovany spojity linearni operator

a) X = L1([0,1]), Y = C*([0,1)) fo y) exp(xy) dy
b) X = L1([0,2]), Y = L1([0, 2]) = [ f(s)ds + f(1)
c) X =0([0,1]),Y =L ([O,l],smtd)\), ft) = Vtf(t)

d) X =C([0,1]), Y = co, Tf = (f(33) — f(0)),,

4. VySetrete, pro které hodnoty parametru k € Z je T : X — Y dobre definovany spojity linearni opera-

(zy)
X =C([-m7]), Y =R, T(f) = ["_f(t)(sint)*
X =

LZ([ ])7 Y=RTf= f() kf dzx

a) L3([0,5)), Y = h@ﬂ)ﬂ@@ fa)
)

5. Dalsi vhodné piiklady:
a) pocitaci viz. [1, piiklady (u), (w)-(z) z oddila 3 a 4] (nékteré pouzity vyse)
b) |2, priklady ze sekce 1.2]

[1] materialy prof. Kalendy, umistény na webu zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"kalenda/data/ufal5-normy.pdf
[2] sbirka TeSenych piikladd z webu:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/“cuth/fa-priklady.pdf
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Na cviceni se psala zapo¢tova pisemka. Jeji zadani je niZze (vSechny prostory jsou realné).

Piiklad 1:(6 bodua) Které z nasledujicich funkei 7" : C([0, 1]) — L2([0, 1]) jsou spojité a linearni? Své tvrzeni dokazte.
1. Tf = f pro f € C([0,1]);
2. Tf = 3 pro f € C((0,1):
3. Tf(t) = f(t3) pro f € C([0,1]) a t € [0,1].

Priklad 2:(6 bodi) Necht je dano zobrazeni T : ¢1 — ¢; definované predpisem

1 oo
Tx = (/ Tpt" dt) , T € /.
0 n=1

1. Dokazte, ze se jednéa o spojity linedrni operator.
2. Urcete normu operatoru 7.
3. Zjistéte, zda je T izomorfismus do.
Priklad 3:(8 bodt) Necht je dano zobrazeni T': L1([0,1]) — L1([0,1],¢d¢t) definované pfedpisem
Tf(t)=@+2)f(t),  feL([0,1]), t€[0,1].
1. Dokazte, Ze se jedna o spojity linearni operator.
2. Urcete normu operatoru 7.

3. Zjistéte, zda je T izomorfismus do.



CVICENI 6

1. V nasledujicim priikladé je dan Hilberttv prostor H, jeho uzavieny podprostor Y a bod zy € H.
Najdéte né&jakou ortonormalni bazi Y, napiste vzorec pro ortogonalni projekci na Y a najdéte nejblizsi
bod v Y k bodu .

a) H=C3Y = {(z1,22,23) € C>: ixy + iz — 23 = 0}, 20 = (i,2,0).

b) H = Lo([—1,1]), Y podprostor tvofeny polynomy stupné nejvyse 2, xo(t) = sint.

c) H=Lo([-1,1], ﬁ dt), Y podprostor tvofeny polynomy stupné nejvyse 2, zo(t) = t3.

(pv'pomeﬁme 7e mirou p = m dt rozumime borelovskou miru p, pro kterou plati [, f(¢) du(t) = [, J; (j)ﬁ dt).
2 - podprostor tvoreny polynomy stupné nejvyse 2, xo(t) = t°.
H=1L tdt), Y pod 1 2 to

) =4y, Y = Span{( ") 1, (3T}, mo =e1 =(1,0,0,0,...).

2. Dalsi vhodné priklady:
f) [1, priklady 1-7] (nékteré pouzity vyse)
g) |2, priklady ze sekce 1.4]| (nékteré pouZzity vyse)

[1] materialy prof. Kalendy, umistény na webu zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"kalenda/data/ufal5-projekce.pdf
[2] sbirka FeSenych piikladu z webu:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/“cuth/fa-priklady.pdf
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1. Necht v Hilbertové prostoru H = R? je dan podprostor Y = {(z1, 79, 73) € R3: 21 + x5 + 23 = 0}.
a) Urcete Y+. b) Uréete dimY. c) Najdéte n&jakou ortonormalni bazi Y.  d) Napiste vzorec pro ortogonalni
projekci na Y. e) Necht xg = (1,1,1). Spoctéte ||[zo]|z/y-

2. Necht v Hilbertové prostoru H = Lo([—1,1], \/117? dt) jsou dany body f,, € H, n € Ny definované pied-

pisem f,(t) = cos(narccost), t € (—1,1).

a) Dokazte, Ze {fn: n € No} je ortogonalni systém v H.

(Hint: pouZijte vzorec cos(az) cos(bz) = % (cos((a + b)z) + cos((a — b)z)))

b) Urcete piislusny ortonormalni systém.

c) Dokazte, ze plati fr11(t) + fn—1(t) = 2tf,(t) prot € (—1,1) an > 1.

d) Z predchoziho odvodte, 7e f, je polynom n-tého stupné s koeficientem 2"~! p¥i mocning 2™, n € N.

e) Ukazte, ze funkce f(z) = arccosz, x € (—1,1) patii do prostoru H a urcete bod Pf € M, kde M = span{f,: n €
No} a f — Pf 1 M.

3. Necht v Hilbertové prostoru H = Ly(—1,1) je dan podprostor Y = {f € H: f je licha funkce}.
a) Uréete Y.  b) Napiste vzorec pro ortogonalni projekci na Y.
(Hint: KaZdou funkci f: (—1,1) — R lze jednoznacné napsat jako soucet sudé a liché funkce)
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1. Ukazte, ze T € L(X,Y) a vyjadrete dualni operator 7™ € L(Y*, X*) pomoci reprezentace dualu klasick-
ych prostori. V piipadé, Ze X a Y jsou Hilbertovy, vyjadiete také hilbertovsky adjungovany operator
T*.

), Y = (C || - |l2), T(w1,22) = (21 + @2, 21 — 22, 221 + 22);
b) X = ((C H . ||2), Y = ((C3, H . ”2), T(CCl,CUQ) = (1‘1 + ixo, (1 + i)wl — T9,T] — 2il’2);

c) X =Y =40y, T((x,)) = (0,iz1,22,...); d)X =Y =/l T((x,)) = (21,12, T3,9%4, .. .);
e) X =Y =Ly, T((xn)) = (1 — 22, T2 — 221, X3, T4, . . .);

HX=Y= 81, T((zy)) = (%xg, f%:pl, %x4, *%I‘g, el ”+ Ton, *niliﬂ?n Iyes);

g) X =01, Y =co, T((zn)) = (P522)72 ;. h) X = 0, Y = o, T((wa)) = (o Th)n1s

% Y2 10,1, e e 1,59, T = 05 3 X = ¥ = £yl 1 de 1 & 100, () =X, f

3]
k) X =Y = Ly([0,1]), Tf(t) = [, min(s,t)f(s) ds.

2. Dalsi vhodné priklady:
1) [1, priklady 1 a 2 (a)-(m)| (nékteré pouzity vyse)
m) [2, Priklad 1 (a)-(e) a Piiklad 2 (a)-(e) ze sekce 4.1] (n&které pouzity vyse)

[1] materialy prof. Kalendy, umistény na webu zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ "kalenda/data/ufal5-dualniop.pdf
[2] sbirka Fesenych piiklada z webu:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"cuth/fa-priklady.pdf
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1. Ukazte, ze T € L(X,Y) a vyjadifete dualni operator 7* € L(Y*, X*) pomoci reprezentace duala kla-
sickych prostor.

a) X =0, Y =C([0, 1]) ((wn)t)(t)ZZZilxnt” tel01; b)X =Y =0C([0,1]), Tf(t) = f(1 - 1);

C) X=Y= C([O 1 = f I d) X=0,Y 3([07 1]) (( ))(t) = Z :L’ntn, te [07 1];
e) X =Y =C([-1 ]) () f(2) f)X =Y = C([OJ]),T() f+f() f( );

g) X = C(0,1]), Y = o, Tf = (F(1) = fO)Z s 0 X =¥ = Ly([0,2), Tf = [ Fls)ds + (1)
i) X =C([0,1]), Y = Lo([0,1],sint d)\) ( )= \ff(f

)X = Li([0,1]), Y = (R, || - [|2), Tf = (Jy tf(t)dt, 5 cos(t)f(¢) dt)

2. Dalsi vhodné priklady:
k) [2, Priklad 1 (f)-(j) a Priklad 2 (f)-(j) ze sekce 4.1] (nékteré pouzity vyse)

[2] sbirka Fesenych piikladii z webu:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"cuth/fa-priklady.pdf
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Studenti mohou pii feSeni nasledujicich piikladi pouZivat nasledujici vétu

Véta 11 (Arzela-Ascoli). Necht K je kompaktni metricky prostor a F' C C(K,R). Pak F je relativné kompaktni v
C(K,R), pravé kdyZ je omezena a stejné spojita.

Proof. Viz. |8, Véta 13.4.6]. O

1. Urcete, zda je operator T € L(X,Y) kompaktni

a) X = (K2 [ [2), Y = (K% || - [|2), T(z1,22) = (21 + 22,21 + 4wz, 22 — 321,421 + 522)

b) X =Y =4y, T((zp)) = (w2, 3,24, 75,26,...) ¢) X =Y =co, T((zp)) = (11:n)n 1

d) X =Y = Ly([0,1]), kde p € [1,00), T(f)(t) = f(V1); ) X =Y =C([0,1]), T = Jo f(t)dt;
) X =(C% - [2), Y = (C°, || - ||2), T(w1,22) = (21 + 22,21 — 22,221 + 22);

g) X =Y =0y, T((xn)) = (Fzan)2y; h) X =Y =4y, T((wn)) = (x1 — 32,222 — 01,23, 24, . . .);

1) X = )5, Y = o, T(n) = (BE22) ) X =¥ = C(0, 1)), T(f) = f — 3£(0) + 2£(1)

n

0 X =¥ = LA ke p< 1) T/ =10 DX = ¥ = 101, 70 - S @t

m) X =Y = C([0,1]), ( fo eXp (2ts)f(s)ds; 1) X =C([0,1]), Y =co, Tf = (f(l)—f(o))zo T

0) X =Y = L4(]0,2]), fo s)ds+ f(t); p) X =co, Y = C([0,27]), Tx(t) = > ;7 52 cos(nt)

Q) X =Y = Ly([0,1]), Tf(t) = [} min(s,t) f(s) ds

(Hint: UvaZugte operdtory A Ly ([0,1]) — C’([O 1]) a B : C(]0,1]) — L2([0,1]), kde A je ddno stejnym piedpisem jako
T a B je “identita” (presnéji: Af(t) fo min(¢, s)f(s)ds a Bf = [f]). Ukazte, Ze A a B jsou linedrni, spojité a s

pomoci Arzela-Ascoliho véty ukazte, Ze A je kompaktni. Na zdver pouZijte identitu T = B o A.)

2. Dalsi vhodné priklady:
r) [1, priklady 1-33] (n&které pouzity vyse)
s) [2, Priklady 4 a 6 ze sekce 4.2| (nékteré pouzity vyse)

[1] materialy prof. Kalendy, umistény na webu zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"kalenda/data/ufal5-kompakt.pdf
[2] sbirka FeSenych piiklada z webu:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"cuth/fa-priklady.pdf

[8] pfipravovand skripta z mat. analyzy, umisténa na webu zde:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"pick/analyza.pdf
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Vhodné piiklady k domacimu studiu tykajici se vypoétu spektra:
[2, Priklady 7, 10 (a,c,d,fh,i) a 12 (a,b,d,e,f k) ze sekce 4.3]

[2] sbirka FeSenych piikladii z webu:
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/“cuth/fa-priklady.pdf

Na cviceni se déle psala zapo¢tova pisemka. Jeji zadani je nize (v8echny prostory jsou realné).

Piiklad 1:[9 bodi| Necht je dano zobrazeni T : C([0,1]) — L;([0,1]) definované predpisem

1
Tf(t) :/ t- f(z)z?d, feC(o,1)]), teo,1].

0
1. Dokazte, Ze se jedna o spojity linearni operator.
2. Vyjadfete duélni operator T* pomoci reprezentace duala klasickych prostor.
3. Zjistéte, zda je T kompaktni operator.
Piiklad 2:[11 bodi| Necht je dano zobrazeni T : ¢y — La([0,00)) definované piedpisem

o0

x
Tr = Z ;"X(TWH), x € .

n=1
1. Dokazte, Ze se jedna o spojity linearni operator.
2. Vyjadfete duélni operator T* pomoci reprezentace duala klasickych prostori.

3. Zjistéte, zda je T kompaktni operator.
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1. Pro nasledujici operatory ukazte ze T' € L(X) a uréete o(T') a op(T).

a) X = 51, T(l’) = (—xg, L1y, —T4,T3y..., —T2n, T2n—1, - - .);

(v tomto ptikladu uvaZzujte pouze prostory nad télesem komplexnich ¢isel)

b) X = O([0, 1)), Tf(t) = f(t) + f(1) = f(0); ) X = Lu((0,1]), Tf(t) = 2/(t) + 1 Jy f(x) dw+ 2 [ 22 () da
d) X = co, T(x) = (w1, 322, T3, 324, T5, 226, ...);  €) X = Lg([0,1]), Tf(t) = t2f(t);

f) X = 527 T((l’n)) = (—.7}2,.1‘1, —%%4,.%3, —%1‘6,163, .o .);

(v tomto piikladu uvazujte pouze prostory nad télesem komplexnich ¢isel)

g) X =C([0,1)), Tf(t) = f(t) +tf(1); h) X = L1((0,00),e"tdt), Tf(x) = f(x) + 2? fooo fte tde;
)X =6, Te=("He,)p2; §) X =0([0,1]), T(f)(t) = tf(t);

k) X = Ly([0,1]), T(f)(t) = Xj0,1/2)(£) - F(2);

) X =C([-1,1)), T(f)@t) = f(|t]); m) X = Li([0,2]) = [ f(s)ds + f(2).

Vysledky:

8) 0p(T) = {&i} = o(T) b) op(T) = {1} = o(T) ) 0p(T) = {2, YT ST} = o(T)

d) 0p(T) = {3;: n € NJU{1}, o(T) = 0,(T) U{0} ) 0,(T) =0, o(T) = [0,1]

£) 0p(T) = {£ J=: n €N}, o(T) = 0p(T) U{0} ) 0p(T) = {1,2} = o(T) h) op(T) = {1,3} = o(T)
i) op(T) = {”Jrl n €N}, o(T) = op(T)U{1} j) 0p(T) =0, o(T) = [0,1] k) 0p(T) ={0,1} = o(T)
D op(T) ={0,1} = o(T) m) 0p(T) = {1,2} = o(T)



Re&eni prvnich pé&ti prikladi ze dvanactého cviéeni: a) Je snadné si rozmyslet, ze operator T' je linearni
izometrie na, a tedy ||T']| = 1.
Vygetfeme nejprve bodové spektrum. Hledame tedy ta A € C, pro ktera méa rovnice
A =T((xn)) = (-2, 21, ..., —Topn, Toap—1,- - .)
nenulové feSeni v £1. ProtoZe operator T' je prosty, vidime ze takové feSeni neexistuje pro A £ 0. Dale snadno nahléd-
neme, ze pro A # 0 je x € £1 FeSenim rovnice vyse, pravé kdyz pro kazdé n € N plati

ATop_1 = —Xon a Zaroven Aro, = Top_1,

coz (vzhledem k tomu Ze A\ # 0 a tedy 2, # 0 # x2,—1) je ekvivalentni rovnostem

T2n—1

—AZop—1 = Ty = N

tedy A2 = —1, coz je ekvivalentni podmince A = +i (za x € 1\ {0} lze pak zvolit napiiklad posloupnost = ej — Aes).
Zjistili jsme tedy, ze op(T") = {£i}.
Nyni uré¢ime o(7"). Zvolme A € C\ {£i}. Abychom zjistili, zda je operator AI — T na, budeme pro y € ¢; hledat
x € {1 spliujici Ax — Tx = y. Porovnanim soufadnic 2n a 2n — 1 pro kazdé n € N dostavame, ze Az — Tz = y, pravé
kdyz pro kazdé n € N plati
ATop—1 + Top = Yon—1 & zdrovel A\Top — T2p—1 = Y2n,

coz odpovida FeSeni soustavy lineadrnich rovnic s matici

( A1 yan > N ( A 1 Yon—1 ) N < Al Yon-1 >
-1 A| yom -1-X 0 Yon — AY2n—1 1o ﬁ(Aan—l — Y2n)

—\2 )
N ( 0 1| {52¥2n1 + ox¥an )
1 0

ﬁ()\an—l - an)
a tedy kdykoliv y € 1, pak posloupnost = spliuje Az — Tz = y, pravé kdyz xs, = %an—l + ﬁyzn a Top_1 =

1+%()\ygnq — Yoy, ) pro kazdé n € N. Uvédomme si, Ze takto definovana posloupnost x je prvkem ¢;, nebot

o o0 o
—\2 2|\ +2-+|\?
Y laal < DIt Ovanct = vl + D 115370201 + reveal < PRyl < oo

n=1 n=1 n=1

Ovetili jsme tedy, ze operator AI — T je prosty a na pro kazdé X ¢ o,(T') a tedy o(T) = op(T) = {%i}.

b) Je snadné si rozmyslet, Ze operator T' je spojity, linearni a ||| < 3. Uvazujme operator S : C([0,1]) — C([0,1])
definovany predpisem

Sf(t) = f(1) = f(0), telo,1].

Tento operator je kompaktni, nebot je jednodimenzionélni (funkce t — 1 generuje Rng S). Nejprve zjistime bodové
spektrum operatoru S. Necht tedy A € K, a uvazujme rovnici

() = f(0) =Af(t), tel0,1].

Pokud A = 0, potom je tato rovnice spliiena pro libovolnou funkei f € C([0, 1]) spliujici f(0) = f(1), a tedy 0 € o,(5).
Pokud A # 0, pak vidime, Ze f musi byt konstantni funkce rovna M. Protoze ale f je konstantni, specidlné mame
f(0) = f(1) atedy f je identicky nulové na [0, 1]. Celkem dostévame, Ze nenulové feSeni rovnice S(f)—\f = 0 existuje,
pravé kdyz A =0 a tedy op,(S) = {0}. Protoze S je kompaktni, mame také o(S) = {0}.

Nyni, necht I znaé¢i identicky operator na C([0,1]). Potom méme T = I 4+ S. Dale, pro kazdé A € K méame
M-T=AN-1)I—-Satedy o(T)=0(S)+1aoc,(T)=0p(5) + 1. Celkem tak dostavame o,(T) = o(T) = {1}.



c¢) Uvazujme nejprve operator S : C([0,1]) — C([0, 1]) definovany predpisem

1 1
S(f)(t):t/o f(x)d:c+t2/0 sf(@)dz, te0,1]

Tento operéator je kompaktni, nebot je dvoudimenzionalni (funkce t + ¢ a t — t? generuji Rng.S). Nejprve zjistime
bodové spektrum operatoru S. Necht tedy A € K, a uvazujme rovnici

1 1
t/o f(:v)da:—i—t2/0 sf(@)dz = Af(8), teo,1].

Pokud A = 0, potom k vyfeSeni této rovnice sta¢i nalézt nenulovou funkei f takovou, ze fol f(z)dz = fol xf(z)dzr = 0.
K tomu posta¢i uvazovat polynomy druhého stupné. Uvazujme tedy funkci

f(t)=Co+ Cit + Cot?, te0,1].

Chceme, aby platilo

1 1
1 1 1 1 1
0= / fl@)de=Co+501+3C a 0= / ef(@)de = Co+ 7C1 + 7Ca.
0 2 3 0 2 3 4
Tato soustava rovnic mé nekoneéné mnoho feSeni, jednim z nich je Cy = —%, Cy=1,C3=—1. Tedy 0 € 0,,(T).

Necht tedy nyni A # 0. Pokud funkce f je feSenim nasi rovnice, potom f je linedrni kombinaci funkci ¢ — t a
1 1
t — t2, konkrétnd f(t) = Cit + Cot?, kde C; = M a(Cy= M. Dosazenim do rovnice dostaneme

1 1
AC1t + NCot? = t/ Crx + Coz’dx + t2/ Cha? + Cordr =
0 0
1 1 51 1
=t(= - (= ~0y).
(201+302)+ (301+402)
Tedy, pokud ma rovnost platit pro kazdé ¢ € [0, 1], pak dostavame, Ze
1 1 1 1
MO = 501 + gCQ a ANy = 501 + ZCQ

Z prvni rovnice dostaneme Cy = 3(A — %)Cl, a dosazenim do druhé rovnice dostaneme

(O~ PO 3) -G =0,

Pokud C; = 0, pak Cy = 3(\ — %)C’l = 0, a tedy f je nulova funkce. Predpokladejme tedy, ze Cy # 0, a poté

pfenasobenim rovnice ¢islem C% a roznasobenim dostaneme kvadratickou rovnici

7202 — 54N +1 =0,
jejimz feSenim jsou Cisla

9+ V79 9 — V79

AMl=———ad=——.
24 24

Tedy tato ¢isla lezi v bodovém spektru operatoru S, pficemz vlastni vektory pfislusné témto ¢islim dostaneme napiik-

lad volbou C =1, tedy

Fit) = 4 30n — D folt) = 14303 — )P



Tedy, jelikoz operator S je kompaktni, dostavime

7(8) = () = 0, T 9 V9,

Nyni, necht I znaci identicky operator na C([0,1]). Potom mame 7" = S + 21. Déle, pro kazdé A € K mame \[ — T =
(A=2)I — S atedy o(T) =0(S)+2 a op,(T) = 0p(5) + 2. Celkem tak dostéavame

57+x/§ 57 — V79

1.

d) Je snadné si rozmyslet, ze operator T' je linearni a || T’ < 2.
Vygetfeme nejprve bodové spektrum. Hledame tedy ta A € K, pro kterd ma rovnice

1
AT = (T1, 572, -, T2n—1, 5,02, - - -)

2

nenulové feSeni v ¢y. ProtoZe operator T je prosty, vidime Ze takové feSeni neexistuje pro A # 0. Dale snadno nahléd-
neme, ze pro A # 0 je x € ¢g FeSenim rovnice vyse, pravé kdyz pro kazdé n € N plati

ATon_1 = XTon_1 a zaroven Axo, = %xzn,

tedy, pokud je z nenulové, pak nutné musi byt A € {1} U {ﬁ n € N}. Pro A = 1 rovnici fe$i napiiklad x = ej, pro
A = 5= napiiklad z = es,, (n € N). Celkem tedy op,(T) = {1} U {5: n € N}.

Nyni uréime o (7). Dle pfedchoziho mame o (1) D o, (T') = {1, O} U{s: n € N}. Zvolme A € K\ 0,(T). Abychom
zjistili, zda je operator A\I —T na, budeme pro y € cg hledat x € ¢y spliwjici Az —Tx = y. Porovnanim soufadnic 2n—1
a 2n pro kazdé n € N dostavame, ze Az — Tz = y, prave kdyz pro kazdé n € N plati 9,1 = L2 a 29, = ﬁ

Y2n—1

Tedy kdykoliv y € cp, pak posloupnost x spliuje Az — Tz = y, pravé kdyz zo,—1 = 55 a T, = ﬁ pro kazdé
n € N. Uvédomme si, Ze takto definovana posloupnost je prvek cg, nebot

Zlloe < 5up { ity iy |
12| oo R A\ P—172a) T] 19loo

a protoze A ¢ op,(T), je supneN{M_ll/in, |/\i1‘} = d(/\,alp(T)) < 00. Celkem tedy o(T') = op(T) = {1,0} U {ﬁ n € N}.

e) Je snadné si rozmyslet, ze operator T je linearni a || 7| < 1.
Vygetifeme nejprve bodové spektrum. Hledame tedy ta A € K, |A\| < 1, pro kterd mé rovnice

Mf(t) =2 f(t)

nenulové feSeni v L3([0,1]). Z rovnice vyse ale vidime, Ze pokud f(¢) # 0 na mnoziné kladné miry, pak musi platit
A = t? na mnoziné kladné miry, coz nenf mozné. Tedy o, (T) = 0.

Nyni uréime o(T). Zvolme A € K, |A\| < 1. Pro g € L3([0,1]) pak fesime rovnici Af(t) — t2f(t) = g(t), jejimz
jednym feSenim (az na rovnost skoro viude) je funkce

g(t)
t) = .
7y =49,
Pokud A ¢ [0, 1], pak takto definovana funkce je prvkem L3([0,1]), nebot
||9H3
191 < s o [ oo = <o
01) A — t2| d(A,[0,1])

Naopak, pokud X € [0,1], pak pro g(t) =1, t € [0,1] dostavame, Ze f(t) = s neni prvkem Ls([0,1]), nebot funkce

W nema konvergentni integral pies interval [0, v/A] nebo [v/A, 1]. Celkem tedy dostavame o(T) = [0, 1].



