I. Banachovy a Hilbertovy prostory

1. Zakladni vlastnosti
K je R nebo C

Definice 1. Necht' X je vektorovy prostor nad K. Funkei ||-||: X — [0, 00) nazyvdme normou na X, pokud
(i) |||l = 0 pravé tehdy, kdyz = = 0,
(i) [z + Il < 2]l + Ilyl| pro vSechna 2,y € X,

(iil) [Jaz|| = |af - ||z|| pro viechnaz € X a a € K.

Dvojici (X, ||-||) nazgyvame normovanym linedrnim prostorem.

Tvrzeni 2. Necht' (X, ||-||) je normovany linedrni prostor nad K.

(a) Funkce p(x,y) = ||z — y|| pro z,y € X je translacné invariantni metrika na X.

(b) Norma je 1-lipschitzovskd (a tedy spojitd) funkce na X.

(c) Zobrazeni +: X x X — X a-: K x X — X jsou spojitd.
* Uzavienou kouli o stfedu = € X a poloméru r > 0 budeme znacit Bx (z,r), tj. Bx(z,7) ={y € X; ||z —y|| < r}.
* Otevienou kouli o stfedu « € X a poloméru r > 0 budeme znadit Ux (z,7), §j. Ux (z,7) = {y € X; ||z —y|| < r}.
* MnozZina Bx = Bx(0,1) se nazyva jednotkové koule v X.
* Mnozina Ux = Ux(0, 1) se nazyvé oteviend jednotkovd koule v X.
* Mnozina Sx = {z € X; ||z|| = 1} se nazyvd jednotkova sféra.

Definice 3. Banachiiv prostor je normovany linedrni prostor, ktery je iplny v metrice dané normou.

Tvrzeni 4. Necht’ X je normovany linedrni prostor a’Y jeho podprostor.

(a) Je-li Y Banachiiv, pak'Y je uzavieny v X.

(b) Je-li X Banachiiv, pak Y je Banachiiv, pravé kdyZ Y je uzavieny v X.

Priklad 5. Priklady Banachovych prostort (p € [1, o0]):

(K |Ilp); Lp(2, A, 1;K); £; C(K); co; coo (je normovany linedrni, neni Banachtv).

Definice 6 (ekvivalentni normy). Necht' X je vektorovy prostor a ||-||1, ||-||2 jsou normy na X . Rekneme, Ze normy ||-[|1 a ||-||2
jsou ekvivalenmi, pokud existuji A, B > 0 takové, Ze pro kazdé x € X plati A||z||2 < ||z|1 < B||z]|2.

Tvrzeni 7. Necht’ X je vektorovy prostor,
Jsou ekvivalentni:

\l1 a ||-||2 jsou normy na X a By = Bx |.|,), B2 = B(x,).|j2)- Ndsledujict tvrzent

(i) Normy ||-||1 a ||*||2 jsou ekvivalentni.
(ii) Existuji a,b > 0 takovd, Ze aB1 C By C bBj.
(iii) Zobrazeni Id: (X, |||[1) — (X, ||-||2) je homeomorfismus.
(iv) Oteviené mnoZiny v (X, ||-||1) splyvaji s otevienymi mnoZinami v (X, ||-||2).
(v) |xn — x|t = O, pravé kdyz ||z, — z||2 = Opro {z,} C X, z € X.
Konec 1. prednasky

Definice 8. Necht X je vektorovy prostor. Rekneme, e mnozina M C X je konvexni, pokud pro kazdé z,y € M a \ € [0,1]
plati, Ze \x + (1 — Ny € M.

Necht’ z1,...,z, € X.Rekneme, 7e z € X je konvexni kombinaci vektord z1, . . . , z,, s koeficienty A1, ..., \, € R, jestlize
z=>Y 1" Nw;aplatl, Ze Ay,..., A\, > 0ad> A\ =1

Fakt 9. Koule v normovaném linedrnim prostoru jsou konvexni mnoZiny.



Definice 10. Necht' X je vektorovy prostor a M C X. Konvexnim obalem M nazveme mnozinu conv M = ({C D M,
C C X je konvexni}.

Tvrzeni 11. Necht' X je vektorovy prostor a M C X. Pak
conv M = {Z)\imi; TlyeeesTn € My, ooy Ay > O’Z)‘i =1,ne N}.
i=1 i=1
Definice 12. Necht X je vektorovy prostor. Rekneme, 7e mnoZina M C X je symetrickd, pokud —M = M.

Definice 13. Necht' X je normovany linearni prostor a M C X. Pak definujeme uzavieny linedrni obal M jako span M =
({Y D M; Y uzavieny podprostor X } a uzavieny konvexni obal M jako conv M = ({C D M; C C X je uzaviend konvexni}.

Fakt 14. Necht’ X je normovany linedrni prostor, Y je podprostor X a C C X je konvexni. Pak Y je podprostor X a C je
konvexni mnoZina.

Tvrzeni 15. Necht' X je normovany linedrni prostor a M C X. Pak Span M = span M a conv M = conv M.

Véta 16. Necht’ X je normovany linedrni prostor, Y C X uzavieny podprostor a Z C X konecnérozmérny podprostor. Pak
span(Y U Z) je uzavieny.

Dusledek 17. Necht’ X je normovany linedrni prostor. Kazdy konecnérozmérny podprostor X je uzavieny v X.

2. Linearni operatory a funkcionaly

Pfipomenime si, Ze zobrazeni T: X — Y mezi vektorovymi prostory X, Y nad K se nazyvd linedrni, pokud T'(z + y) =
T(x)+T(y) aT(ax) = aT(x) pro viechnaz,y € X aa € K.

Fakt 18. Necht’ X, Y jsou vektorové prostory, T: X — Y je linedrni zobrazeni a M C X. Pak T(—M) = —T(M) a
T(conv M) = conv T'(M). Specidlné, je-li M symetrickd, pak T (M) je symetrickd, a je-li M konvexni, pak T'(M) je konvexni.

Tvrzeni 19. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory a T: X — Y je linedrni zobrazeni. Pak ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

(i) T je spojité.

(ii) T je spojité v Q.

(iii) Existuje C > 0 tak, Ze ||T(x)|| < C||z|| pro kazdé x € X.

(iv) T(A) je omezend pro kazdou omezenou A C X.

(v) T(Bx) je omezend.

Prostor £(X,Y’) s normou
IT|| = sup [|T(x)].-
r€EBx

je normovany linearni prostor.
Lemma 20. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostoryaT € L(X,Y).

(@) ||T(z)|| < | T||||z]| pro kazdé x € X.

T(x
(b) IT]| = supes, IT@)]| = sup,exy oy Tl = sup,ep, 1T()]

(c) IT|| =inf {C > 0; ||T(2)| < C|=| pro kazdé x € X}.

Fakt 21. Necht' X, Y jsou normované linedrni prostory a {T,,} C L(X,Y) je posloupnost operdtorii konvergujicich k T €
L(X,Y) vprostoru L(X,Y). Pak {T,} konverguje k T bodové, tj. pro kaZdé x € X plati T,,(x) — T () v prostoru’Y..

Fakt 22. Necht' X, Y, Z jsou normované linedrni prostory, S € L(X,Y)aT € L(Y, Z). Pak || T o S|| < ||T|||S]|-
Konec 2. prednasky
Véta 23. Necht’ X je normovany linedrni prostor a’Y je Banachiiv prostor. Pak L(X,Y) je Banachiiv prostor.

Definice 24. Necht' X je normovany linedrni prostor nad K. Prostor £(X,K) znatime X* a nazyvdme jej dudlnim prostorem
k prostoru X.



Véta 25. Je-li X normovany linedrni prostor, je prostor X * iplny.
Definice 26. Necht' X, Y jsou normované linearni prostory a T € £(X,Y). Rikdme, Ze T je
* izomorfismus X na'Y (nebo jen izomorfismus), pokud 7" je bijekce X na Y a inverzni operétor T~ je spojity:
* izomorfismus X do Y (nebo jen izomorfismus do), pokud T je izomorfismus X na Rng 7T';
* izometrie X na'Y (nebo jen izometrie), pokud T jena a ||T'(z) — T'(y)|| = ||z — y|| pro vSechna z,y € X;
* izometrie X do Y (nebo jen izometrie do), pokud ||T'(x) — T(y)|| = ||z — y|| pro vSechna z,y € X.
Rikdme, Ze prostory X a 'Y jsou
* izomorfni, pokud existuje linedrni izomorfismus X na Y;
* izometrické, pokud existuje linedrni izometrie X na Y.
Rikdme, Ze prostor X je
* izomorfné vhoren do Y, pokud existuje linearni izomorfismus X do Y’
* izometricky vnorfen do Y, pokud existuje linedrni izometrie X do Y.
Pozndmka 27. Uv&domme si, Ze linedrni zobrazeni T: X — Y je izometrie do, pravé kdyz ||T'(z)|| = ||z|| pro kazdé z € X.
Tvrzeni 28. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory.

(a) T € L(X,Y) je izomorfismus do prdvé tehdy, kdyz existuji konstanty Cq,Cy > 0 takové, Ze C1||z| < || T(z)|| < Cz||z|| pro
kazdé v € X.

(b) Je-li X izomorfuisY a X je Banachiv, je i Y Banachiiv.

(¢) Je-li X Banachiiva T € L(X,Y) je izomorfismus do, pak Rug T je uzavieny vY.
Fakt 29. Necht’ X, Y, Z jsou normované linedrni prostoryaT € L(X,Y), S € L(Y, Z).
(a) Jsou-li S, T izomorfismy do, pak S o T je izomorfismus do.

(b) Jsou-li S, T izometrie do, pak S oI je izometrie do.

Véta 30. Necht’ X, X a Y]sou normované linedrni prostory, X je husty v Xa Y]e lipiny. Necht' ddle T € L(X,Y). Pak
existuje pravé jeden operdtor T € L(X,Y) rozsirujici T, tj. T x = T. Navic plati | T|| = ||T|.

3. Rady v normovanych linearnich prostorech

Definice 31. Necht {z,} C X. Rekneme, 7e fada >0 | @y konverguje k x € X, pokud x = limy_,o Z 1 Tn. Rada
>o2 | @y, je konvergentni, pokud existuje z € X tak, Ze x = > -, z,,. Rada je absolumé konvergentni, pokud Y~ ||z, || <
+00.

Fakt 32. Necht’ X je normovany linedrni prostor a Z _1 Ty je konvergentni Fada v X. Pak

oo
>zl £ S leall
n=1 n=1

Véta 33 (Test tplnosti). Necht’ X je normovany linedrni prostor. Pak X je Banachiiv, prdavé kdy? kaZdd absolutné konvergentni
fada je konvergentni.

4. Konecnérozmérné prostory

Lemma 34 (o skoro kolmici, Frigyes Riesz (1918)). Necht’ X je normovany linedrni prostor. Je-li Y vlastni uzavieny podprostor
X, pak pro kazdé e > 0 existuje x € Sx takové, Ze dist(z,Y) > 1 —e.

Konec 3. prednasky
Véta 35. Necht’ X je normovany linedrni prostor nad K. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) dim X < oo.
(ii) Existuje n € N takové, Ze X je izomorfni s (K™, ||-||2).
(iii) Bx je kompakini.
(iv) KaZdé linedrni zobrazeni z X do néjakého normovaného linedrniho prostoru je spojité.
(v) Kazdd linedrni forma na X je spojitd.

(vi) KaZdé dvé normy na X jsou ekvivalentni.



5. Operace s normovanymi linearnimi prostory, projekce a dopliky

Jsou-li (X, |||l x) a (Y, ||||y) normované lineédrni prostory nad K a 1 < p < oo, pak funkce (z,y) — ||(x,y)||,. kde

1

z||% + ||y||%) P ro p < 00,

Iz, ), = (el + llyl15) pro p n
max{|[z|x, [lylly}  prop = oo,

je norma na vektorovém prostoru X x Y.

Definice 36. Necht' (X, ||-||x) a (Y, |||ly) jsou normované linedrni prostory a 1 < p < co. Pak prostorem X &, ¥ rozumime
normovany linedrni prostor (X x Y, ||-||,), kde norma ||-||,, je dand vzorcem (1).

Necht’ X je vektorovy prostor nad K a Y je jeho podprostor. Definujme relaci ekvivalence ~ na X jako
r~ysc—yey.
Pro z € X pak definujeme 7 jako tfidu ekvivalence obsahujici z, tedy
T={yeX;y~a}={yeX;y—zc¥Y}=z+Y.

Na mnoziné
XY ={Z;, z € X}

deﬁnujemeoperace§+g/j:x/Jr\yaa:?: arprozZ,y€ X/Yaa ek

Definice 37. Necht' X je vektorovy prostor a Y je jeho podprostor. Pak vektorovy prostor X /Y nazyvdme faktorprostorem
prostoru X podle Y nebo téZ kvocientem X podle Y. Déle definujeme tzv. kanonické kvocientové zobrazeni q: X — X/Y
piedpisem ¢(z) = Z.

Necht' X je normovany linedrn{ prostor a Y jeho uzavieny podprostor. Pak (X /Y, ||-||x/y) je normovany linedrni prostor s
normou

z = inf = inf ||z + y|| = inf ||z — y| =
71/ = infllyl = infllz +yll = inf[lz -y
= dist(z + Y, 0) = dist(x,Y),
Tato norma se nazyva kanonickd kvocientovd norma.

Tvrzeni 38. Necht’ X je normovany linedrni prostor a Y jeho uzavieny podprostor. Pak kanonické kvocientové zobrazeni
q: X = X/Y je spojity linedrni operdtor, ktery je na a spliuje q(Ux ) = Ux y. Je-1i Y viastni, pak ||q|| = 1.

Véta 39. Necht' X je Banachiiv prostor a'Y jeho uzavieny podprostor. Pak XY je téZ Banachiiv prostor.

Definice 40. Necht' X je vektorovy prostor a A, B jsou jeho podprostory. Rikdme, Ze X je direktnim (1é algebraickym) souctem
Aa B (znatime X = A@® B)pokud AN B ={0}aX = A+ B = span(A U B). Je-li A podprostor X, pak kazdy podprostor
B C X spliujici A ® B = X se nazyva algebraicky doplnék A v X.

Definice 41. Necht' X je vektorovy prostor. Linedrni zobrazeni P: X — X se nazyva (linedrni) projekce, pokud P2 = Po P =
P.

Tvrzeni 42. Necht’ X je vektorovy prostor. Jsou-li P4, Pp projekce pfislusné rozkladu X = A ® B, pak P4 + Pg = ldx,
Rng Py = A, Ker P4 = B, Rng Pg = B a Ker Pg = A. Na druhou stranu, je-li P linedrni projekce v X, pak X = A @ B,
kde A=Rng P, B=KerPaP = Pju.

Véta 43. Necht’ X je vektorovy prostor a'Y jeho podprostor.
(a) ProstorY md algebraicky doplnék v X.
(b) Je-li A algebraicky doplnékY v X, je A algebraicky izomorfni s X /Y ; specidlné dim(A) = dim(X/Y).

Definice 44. Je-li X vektorovy prostor a Y jeho podprostor, pak kodimenzi'Y (zna¢ime codim Y') rozumime dimenzi libovolného
algebraického doplitku Y (coZ je rovno dimenzi X/Y).

Konec 4. prednasky

Definice 45. Je-li X normovany linedrni prostor a X = A @ B, pak fikdme, Ze X je topologickym souctem A a B, pokud jsou
piislusné projekce P4 a Pp spojité. Tento fakt zna¢ime X = A @ B. Je-li A podprostor X, pak kazdy podprostor B C X
spliiujici A @y B = X se nazyva ropologicky doplnék A v X . Ma-li A topologicky doplnék, pak fikdme, Ze je komplementovany
(v X).

Véta 46. Necht’ X je normovany linedrni prostor a'Y, Z jsou jeho podprostory spliiujici X =Y & Z. Pak X =Y & Z, prdvé
kdyZ zobrazeniT: X —Y @ Z, T(x) = (Py(z), Pz(z)) je izomorfismus.

Véta 47. Necht’ X je Banachiv prostor a'Y, Z C X jeho podprostory splitujici X =Y ® Z. Pak X =Y @ Z, pravé kdyZ Y a
Z jsou uzavrené.



6. Hilbertovy prostory

Definice 48. Skaldrnim souc¢inem na vektorovém prostoru X nad K rozumime funkei (-,-): X x X — K s nésledujicimi
vlastnostmi:

(i) funkce x — (z,y) je linedrni pro kazdé y € X,
(i) (z,y) = (y,z) pro kazdé z,y € X,
(iii) (z,z) > 0 prokazdé x € X,
(iv) (z,x) = 0 pravé tehdy, kdyz x = 0.
Dvojici (X, (-, -)) nazyvame prostor se skaldrnim soucinem.
Tvrzeni 49 (Cauchyova-Schwarzova nerovnost). Necht’ X je prostor se skaldrnim souc¢inem. Pak
(i) [(z,y)| </ (@, 2)\/(y, y) pro kadé x,y € X.
(ii) Funkce |z|| = \/(z,z) prox € X je norma na X.
Fakt 50. Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem a x,y € X. Pak
lz +ylI* = [|lz[I* + [ly]|* + 2Re(z, y).
Tvrzeni 51 (rovnobéznikové pravidlo). Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem. Pak pro vSechna x,y € X plati
lz +ylI* + llz = ylI* = 2([l2* + [ly[I*)-

Definice 52. Necht' X je prostor se skalarnim soucinem. Prvky z,y € X se nazyvaji ortogondlni (na sebe kolmé), pokud
(x,y) = 0. Tento fakt znalime téZ x L y. Prvek z je ortogonélni (kolmy) k mnoZin€ A C X, pokud je ortogondlni ke kazdému
jejimu prvku, coZ zna¢ime x L A. Mnoziny A, B C X jsou ortogonalni, pokud = L y pro kazdé x € A, y € B, coz znacime
A 1 B.Mnozina At = {z € X; z | A} se nazyvd ortogondlni doplnék A.

Fakt 53 (Pythagorova véta, asi 500 p.n.l.). Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem a x,y € X. Je-li x 1 y, pak
lz £ ylI* = [l=[* + |y ]|*.
Obecnéji, jsou-li x1, ..., x, € X navzdjem ortogondlni, pak
o1+t @l =zl + -+ ]

Tvrzeni 54. Necht' (X, (-,-)) je prostor se skaldrnim soucinem nad K. Pak funkce (-,-): X x X — K je lipschitzovskd na
omezenych mnoZindch (a tedy spojitd).

Lemma 55. Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem. Jsou-li x, z € X takové, Ze (x,y) = (z,y) prokaZdé y € X, pak x = z.
Tvrzeni 56. Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem.
(i) Je-liY podprostor X, pak Y+ NY = {0}.
(ii) {0}t =X a X+ = {0}.
(iii) Pro A C X je A+ = (spand)=.
(iv) Pro A C X je A+ uzavieny podprostor.
(v) Je-li X =Y + Z pro néjaké podprostory Y, Z C X takové, ZeY L Z,pak Z =Y+ Y =Z+a X =Y @ Z.

Tvrzeni 57 (polarizacni vzorec). Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem. Pak pro vSechna x,y € X plati

(@,y) = 3 (lz +ylI* = llz = yl*)

v redlném pripade, resp.
(@, y) = 1(lz +yl? =z = yI* +illz + iyl* — iz — iy|*)

v komplexnim pripadé.

Dusledek 58. Necht’ X, Y jsou prostory se skaldrnim soucinemaT: X — Y je linedrni izometrie do. Pak T zachovdvd skaldrni
soucin, tj. (T'(z),T(y)) = (z,y) pro kaZdé z,y € X.



Definice 59. Prostor se skaldrnim soucinem (X, (-, -)) se nazyva Hilbertiiv prostor, pokud je tplny v metrice indukované skalar-
nim soudinem, tj. pokud (X, ||-||) je Banachdv prostor, kde ||z| = \/{z, z).

Véta 60 (Frigyes Riesz, 1934). Necht’ C je uzaviend neprdzdnd konvexni mnoZina v Hilbertové prostoru H. Pak pro kaZdé
x € H existuje pravé jedno y € C tak, Ze |z — y|| = dist(z, C).

Lemma 61 (F. Riesz, 1934). Necht' X je prostor se skaldrnim soucinem, Y je jeho podprostor a x € X. Pak y € Y spliiuje
|z — y|| = dist(z,Y) prdvé tehdy, kdy x —y € Y.

Definice 62. Necht’ X je prostor se skalarnim souc¢inem a P : X — X je projekce. Pokud x — Px 1 Rng P pro kazdé x € X,
pak P se nazyva ortogonalni projekce.

Konec 5. prednasky
Véta 63. Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinema P : X — X je linedrni projekce. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.
(i) P je ortogondlni projekce.
(ii) Ker P = (Rng P)* a Rng P = (Ker P)*.
(iii) ||z — Pz|| = dist(z, Rug P) pro kaZdé x € X.
(iv) P je spojitda |P|| < 1 (1. P =0, nebo ||P|| = 1).
Véta 64. Necht’ H je Hilbertiiv prostor aY C H uzavieny podprostor. Pak H =Y @, Y+

Definice 65. Necht' X je normovany linedrni prostor, I' je mnoZina a {x., }er je kolekce prvkii prostoru X . Symbol 27 er Ty

nazveme zobecnénou Fadou. Déle F(I') znali systém vSech koneénych podmnoZin I'. Rekneme, Ze zobecnénd fada

yel’ Ly
konverguje (téZ konverguje bezpodminecné) k € X pokud plati

Ve>0 3Fe F() VF € F(),F DF:

Tr — E Ty

yEF'

<e€.

Existuje-li takové x € X, fikdme, Ze je zobecnénd fada > ~er L (bezpodminecné) konvergentni a 2 nazyvame jejim souctem.
Definice 66. Je-li X prostor se skaldarnim sou¢inem a A C X, fekneme, Ze mnoZina A je

e ortogondlni, pokud x | y pro vSechna z,y € A, x # y;

* ortonormdlnt, pokud A je ortogondlnia A C Sx;

e maximdlni ortonormdlni, pokud A je ortonormalni a neexistuje ortonormalni mnoZina obsahujici A rtizna od A;

e tiplnd ortonormdlni, pokud A je ortonormdlni a Span A = X,

* ortonormdlni bdze, pokud A = {e,; v € I'} je ortonormdlni mnoZina a kazdé = € X lze vyjddfit jako x = >
pro né&jaké skalary x.,.

~el T Cy

Véta 67. Necht' H je Hilbertiiv prostor a {x,}5, C H je posloupnost navzdjem ortogondlnich prvkii. Pak Fada y | @y
konverguje, pravé kdyZ konverguje zobecnénd fada ), o Tp.

Véta 68 (Besselova nerovnost). Je-li {e. },cr ortonormdlni soustava v prostoru X se skaldrnim soucinem, plati’y ", JeT [(z,e~) |2 <
|z]|? pro kazdé = € X.

Véta 69. Necht’ H je Hilbertiiv prostor a {e~ }cr je ortonormdlni systém v H. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.
(i) ||z]|? = > erl(z, e~)|? pro kazdé x € H (tzv. Parsevalova rovnost).

(ii) © =3 cp(T,ey)ey prokaidé x € H.

(iii) {ey} je ortonormdini bdze.

(iv) H =span{e,; v €T'}.
(v) {e~} je maximdlni ortonormdlni systém.

Dusledek 70. Kazdy Hilbertiiv prostor md ortonormdlni bdzi.

Véta 71. KaZdy separabilni nekonené-dimenziondlni Hilbertiiv prostor je izometricky prostoru fs.



Véta 72 (vyjadfeni ortogondlni projekce). Necht’ H je Hilbertitv prostor a'Y jeho uzavieny podprostor. Necht’ (e;) je s je néjakd
ortonormdlni bdze prostoruY . Pak projekci na'Y podél Y (tzv. ortogondlni projekci) lze vyjddrit vzorcem

Pz = Z(w,e]}ej, x € H.
jed

Konec 6. prednasky

Véta 73 (Heinrich Lowig (1934), F. Riesz (1934)). Necht’ H je Hilbertiiv prostor. Pro kaZdé y € H oznacme f, € H* funkciondl
definovany jako f,(x) = (x,y) pro v € H. Pak zobrazeni I: H — H*, I(y) = f, je sdruZené linedrni izometrie H na H*.

I1. Hahnova-Banachova véta a dualita
1. Hahnova-Banachova véta
Definice 74. Necht' X je vektorovy prostor nad K. Funkce p: X — R se nazyva sublinedrni funkciondl, pokud plati
e p(z+y) <p(z)+ply) prokazdé z,y € X,
* p(tz) = tp(x) prokazdé x € X at € [0, +00).
Funkce p: X — [0, +00) se nazyvé pseudonorma, pokud plati
* p(z+y) < p(x)+p(y) prokazdé z,y € X,
* p(azx) = |a|p(z) prokazdé x € X aa € K.
Véta 75 (Hans Hahn (1927), Stefan Banach (1929)). Necht’ X je vektorovy prostor a’Y je podprostor X.

(a) Je-li X redlny, p je sublinedrni funkciondl na X a f je linedrni forma na'Y spliyjict f(xz) < p(x) pro kaZdé x € Y, pak
existuje linedrni forma F na X takovd, Ze Fly = f a F(x) < p(x) pro kaZdé x € X.

(b) Je-li p pseudonorma na X a f je linedrni forma na'Y spliiujici | f (z)| < p(x) pro kaZdé x € Y, pak existuje linedrni forma
F na X takovd, Ze Fy = f a |F(x)| < p(x) pro kazdé x € X.

Véta 76 (Hahnova-Banachova). Necht’ X je normovany linedrni prostor, Y je podprostor X a f € Y*. Pak existuje F € X*
takové, Ze F'ly = fa||F| = ||f]-

Dusledek 77. Necht’ X je netrividlni normovany linedrni prostor. Pak pro kaZdé x € X plati

o)l = max |f(z)]

Odtud plyne, Ze jsou-li x,y € X rizné body, pak existuje f € X* takovy, Ze f(x) # f(y) (Fikdme, Ze X* oddéluje body X ).

Véta 78 (Oddélovéni bodu a podprostoru). Necht' X je normovany linedrni prostor, Y je uzavieny podprostor X a x ¢ Y. Pak
existuje f € Sx~ tak, Ze fly = 0a f(x) = dist(z,Y) > 0.

Véta 79 (Oddélovéni konvexnich mnoZin). Necht’ X je normovany linedrni prostor a A, B C X jsou disjunkmni konvexni
mnoZiny. Pak plati ndsledujici tvrzeni:

(a) Je-li A oteviend, pak existuje f € X* takovy, Ze Re f(x) < inf g Re f pro kazdé x € A.
(b) Je-li A uzaviend a B kompaktni, pak existuje f € X* takovy, Ze sup 4 Re f < infp Re f.
Véta 80. Necht' X je normovany linedrni prostor.

(a) KaZdy konecnérozmérny podprostor X je komplementovany.

(b) KaZdy uzavieny podprostor X konecné kodimenze je komplementovany.



2. Dualni a adjungované operatory - zaklady
Definice 81. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory a T' € £(X,Y"). Operdtor T*: Y* — X* definovany pfedpisem
T*f(z) = f(Tx)

pro f € Y* ax € X se nazyvd dudlni (nebo téZ adjungovany) operéator k T'. (Ve Vété 82 dokazeme, ze T je dobfe definovany.)
Operdtor (T*)* (tj. operator dudlni k 7*) znacime T**.

Véta 82. Necht'’ X, Y, Z jsou normované linedrni prostory.

(a) Je-liT € L(X,Y),jeT*f € X* prokazdé f € Y*. Ddale T* € L(Y*, X*) a || T*|| = ||T||. Konec 7. pFedndsky
(b) Zobrazeni T — T* je linedrni izometrie z L(X,Y) do L(Y™*, X™*).

(c) Necht T € L(X,Y)a S € L(Y,Z). Pak (S oT)* =T* o S*. Ddle Id%; = Idx-.

Véta 83. Necht’ Hy, Hs jsou Hilbertovy prostory aT € L(H1, Hs). Pak existuje jednoznacné urceny operdtor T* € L(H, Hy)
takovy, Ze pro kaidé y € Hy a x € H; plati
<T$7 y>H2 = <l‘, T*y>H1 :

Ddale plati, Ze T™ = Il_l oT* ol kde I;: Hj — H7, j = 1,2 jsou prislusné sdruZené linedrni izometrie z Véty 73.
Definice 84. Operitor T z predchézejici véty nazyvame hilbertovsky adjungovanym operatorem k 7'.

Véta 85. Necht' Hy, Ho, Hj jsou Hilbertovy prostory.

(a) Je-liT € L(Hy, Hy), je T* = (T*)* =T.

(b) Zobrazeni T v T* je sdruzené linedrni izometrie L(Hy, Hs) na L(Hs, Hy).

(c) Necht' T € L(Hy,Hz2)a S € L(Hy, H3). Pak (S oT)* =T* o S*. Ddle (Idy,)* = Idy,.

3. Reprezentace dualu

Definice 86. Necht p € R, p > 1, nebo p = c0. Cislo ¢ € R, ¢ > 1, nebo ¢ = oo nazyvame sdruZenym exponentem k p, pokud
plati % + % = 1, pfi¢emZ pouzivame konvenci, Ze é =0.

Véta 87 (Reprezentace dudld ke klasickym prostordm). Necht' I # ).

(a) Prostor cjy je linedrné izometricky s prostorem {1 pomoci zobrazeni I: {1 — c§, I(y) = f, kde
oo
fy(x) = Z LTnYn-
n=1

(b) Je-li 1 < p < 00 a q je sdruZeny exponent k p, pak prostor €y, je linedrné izometricky s prostorem L4(I) pomoci zobrazeni
I:,(I) = £, I(y) = fy, kde

@) = 2oy
n=1

(c) Je-li (2, S, u) libovolny prostor s mirou, 1 < p < 00 a q je sdruZeny exponent k p, pak prostor Ly, (11)* je linedrné izometricky
s prostorem Ly (1) pomoci zobrazeni I: Lq (1) — Ly(p)*, I(g) = @g, kde

0q(f) = / fodp.
Q
(d) Je-li (0, S, p) prostor se o-konecnou mirou, pak prostor L1 (u)* je linedrné izometricky s prostorem L, (1) pomoci zobra-
zeni I: Loo(p) = Li(p)*, I(g) = pg, kde
pq(f) = / fodp.
Q
Definice 88. Necht' K je kompaktni prostor. Rekneme, Ze linearn{ funkcional A na C(K) je nezdporny, jestlize A(f) > 0 pro

kazdou nezdpornou funkci f € C(K).

Véta 89 (O reprezentaci nezdpornych linedrnich funkciondli na C(K)). Necht’ K je kompaktni prostor a A je nezdporny linedrni
funkciondl na C(K). Pak existuje jednoznacné urcend reguldrni borelovskd nezdpornd mira p na K spliiujici A(f) = | o fdu
pro kazdé f € C(K).



Véta 90 (Rieszova véta o reprezentaci C'(K)*). Je-li K kompakini prostor, pak prostor C(K)* je linedrné izometricky s pro-
storem M (K) vSech reguldrnich borelovskych komplexnich (resp. znaménkovych) mér na K pomoct zobrazeni I: M(K) —
C(K)*, I(1) = @, kde

oulf) = /K fdu.

Konec 8. prednasky

4. Druhy dual a reflexivita

Definice 91. Necht' X je normovany linedrni prostor. Symbolem X** znacime (X*)*, tj. dudl k prostoru X*. Tento prostor
nazyvame druhym dudlem.

Je-li z € X, pak definujeme tzv. evaluacni funkciondl e, € X** predpisem €, (f) = f(x) pro kazdé f € X*.

Definice 92. Necht' X je normovany linedrni prostor. Zobrazeni e: X — X** dané pfedpisem () = &, se nazyva kanonické
vnoreni X do X™**.

Tvrzeni 93. Necht’ X je normovany linedrni prostor. Pak kanonické vnoveni e: X — X** je linedrni izometrie do. Je-li tedy X
navic Banachiiv, pak £(X) je uzavieny podprostor X **

Tvrzeni 94 (J. P. Schauder, 1930). Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory, ex: X — X aey:Y — Y™ jsou
kanonickd vnoreni do druhych dudliia T € L(X,Y). Pak

T**oex =eyoT.

Véta 95. Pro kazdy normovany linedrni prostor X existuje jeho ziiplnéni, tj. Banachiiv prostor takovy, Ze X je jeho husty
podprostor. Pro kaZdy prostor se skaldrnim soucinem X existuje jeho ziiplnéni, tj. Hilbertitv prostor takovy, Ze X je jeho husty
podprostor. Tato rozSiveni jsou urcena jednoznacné aZ na izometrii, tj. jsou-li X1, Xo dvé ziplnéni X, pak existuje linedrni
izometrie X1 na X, kterd je na X identitou.

Véta 96. Necht' X, Y jsou Banachovy prostorya T € L(X,Y).

(a) T je izomorfismus na, prdvé kdy? T* je izomorfismus na. V tomto pripadé navic plati (T*)~! = (T—1)*.

(b) T je izometrie na, prdavé kdyz T* je izometrie na.

Specidlné, jsou-li X a'Y “linedrné izometrické” pak jsou také X* a Y* “linedrné izometrické”.

Definice 97. Banachlv prostor X se nazyva reflexivni, pokud X** = ¢(X).

Véta 98. Necht’ X, Y jsou Banachovy prostory.

(a) Je-li X izomorfni s reflexivnim prostorem, pak je i X reflexivni.

(b) Uzavieny podprostor reflexivniho prostoru je reflexivni.

(c) Prostor X je reflexivni prdvé tehdy, kdyZ jeho dudl X* je reflexivni.

(d) Je-li X reflexivni a'Y jeho uzavFeny podprostor, pak je XY reflexivni.

Priklady 99.

(a) Prostor L, (1) je reflexivni pro libovolnou miru a1 < p < co. Konec 9. prednasky

(b) Kazdy Hilbertlv prostor je relexivni.

(c) Kazdy konecnérozmérny prostor je reflexivni.

(d) Prostory cg, £1, oo, L1([0,1]), Lo ([0, 1]) @ C(]0, 1]) nejsou reflexivni.

(e) Existuje Banachtiv prostor J (tzv. Jamestv prostor), ktery neni reflexivni, i kdyZ je izometricky s J**.

Véta 100 (James). Banachiiv prostor X je reflexivni, pravé kdy? pro kaZdé x* € X* existuje v € By spliyjict ||z*|| = «*(z).



ITI. Omezené operatory v Banachovych prostorech

1. Kompaktni operatory

Definice 101. Necht' X, Y jsou normované linedrni prostoryaT': X — Y je linedrni zobrazeni. Pak T' se nazyva kompaktni ope-
rdtor, pokud pro kazdou omezenou A C X je mnoZina T'(A) relativné kompaktni v Y. MnoZinu vSech kompaktnich linedrnich
operdtorti z X do Y znalime K(X,Y).

Linearni operator 1" se nazyva konecnérozmérny, pokud RngT" ma konecnou dimenzi. V dal$im budeme pracovat takika
vyhradné se spojitymi konecnérozmérnymi operatory, oznacime proto mnozinu vsech konecnérozmérnych spojitych linearnich
operatorti z X do Y jako F(X,Y).

Tvrzeni 102. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory. KaZdy kompakmi linedrni operdtor 7 X do Y je automaticky
spojity. Ddle, je-li T: X — Y linedrni, pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) T je kompakini.

(ii) T(Bx) je relativné kompaktni.
(iii) Je-li {x,} omezend posloupnost v X, pak posloupnost {T(x,,)} md konvergentni podposloupnost.
Véta 103. Necht’ X, Y jsou Banachovy prostory.

(a) Operdtor T € L(X,Y) je konecnérozmérny prdvé tehdy, kdyz existuji fr,...,fn € X* ay1,...,yn € Y takové, Ze
T(x) =1, fi(x)y; pro kazdé x € X.

(b) K(X,Y) je podprostor L(X,Y) a F(X,Y) je podprostor K(X,Y).
(c) K(X,Y) je uzavieny podprostor L(X,Y).

(d) SloZime-li kompakini linedrni operdtor se spojitym linedrnim operdtorem zleva i zprava, dostaneme opét kompaktni operd-
tor.

Véta 104 (J. P. Schauder, 1930). Necht’ X, Y jsou Banachovy prostory a T € L(X,Y). Pak T* je kompaktni, pravé kdy? T je
kompakini.
2. Uplnost v Banachovych prostorech

Véta 105 (Princip stejnomérné omezenosti). Necht’ X, Y jsou Banachovy prostory a A C L(X,Y). Pak ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

(i) sup{||T||; T € A} < +oc.
(ii) Pro kaZdé x € X je sup{||T(z)|; T € A} < +oc.
Konec 10. prednasky

Disledek 106. Necht' X, Y jsou Banachovy prostory a {T,} je posloupnost v L(X,Y) takovd, Ze pro kaZdé x € X existuje
T(x) =limy—o0 Tn(x). Pak T € L(X,Y) a |T] < liminf||T,| € R.

Definice 107. Zobrazeni f: X — Y mezi metrickymi prostory X, Y se nazyva oteviené, pokud f(G) je oteviend mnoZina v Y’
pro kazdou otevienou mnozZinu G C X.

Véta 108 (O otevieném zobrazent, Juliusz Pawetl Schauder, 1930). Necht’ X, Y jsou Banachovy prostoryaT € L(X,Y) je na.
Pak T je oteviené zobrazeni.

Disledek 109 (S. Banach, 1929). Necht’ X,Y jsou Banachovy prostorya T € L(X,Y). Pak T je izomorfismus X na'Y, pravé
kdyZ T je prosty a na.

Dusledek 110. Necht’ X, Y jsou Banachovy prostory aT € L(X,Y) je na. Pak prostor'Y je izomorfni s X/ KerT.

Definice 111. Je-li f: X — Y zobrazeni mnoZiny X do mnoZiny Y, pak mnoZinu

graf f = {(z,y) € X xY; y = f(x)}

nazyvame grafem zobrazeni f. Rikdme, 7e zobrazeni f: X — Y, kde X, Y jsou metrické prostory, md uzavieny graf, pokud
mnozina graf f je uzaviend v X x Y.

Véta 112 (O uzavieném grafu, S. Banach, 1932). Necht’ X, Y jsou Banachovy prostoryaT: X — Y je linedrni zobrazeni. Pak
T je spojité, pravé kdyZ md uzavieny graf.
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3. Spektralni teorie (zejména) kompaktnich operatoru
Tvrzeni 113. Necht’ X je Banachiv prostor aT € L(X). Pak T je invertibilni, pravé kdy? T je bijekce.
Tvrzeni 114. Necht’ X je Banachiiv prostor.

(a) PokudT € L(X) a ||T|| < 1, pak Idx — T je inveribilni a plati (Idx —T)~* =3 >7 /T

n=0
(b) Pokud je T invertovatelny a ||S — T < W, pak S je invertovatelny a S=' = T=1%" > (I — ST~1)". Specidiné,

mnoZina vSech invertibilnich operdtorii v L(X) je oteviend.

Definice 115. Necht' X je normovany linedrni prostor nad K a T € £(X). Cislo A € K nazyvéame viastnim islem operitoru
T, pokud Ker(A — T') # {0}, j. pokud T'(z) = Az pro n&jaké x € X, z # 0. Prostor Ker(AI — T') pak nazyvame viasmim
prostorem prislusSnym cislu A. Nenulové prvky vlastniho prostoru pfislusného ¢islu A se nazyvaji viastni vektory ptislusné ¢islu
A. Mnozina v8ech vlastnich &isel operdtoru T' se nazyvéa bodové spektrum operétoru T a znalf se o, (T).

Spektrum operatoru T' je mnozina vSech Cisel A € K, pro kterd operdtor A\l — 7" neni invertibilni. Spektrum operatoru 7’
znacime o (7).

Véta 116. Necht' X je Banachiiv prostor nad K a T € L(X). Pak o(T) je kompaktni podmnoZina K spliiujici o(T) C
Bx(0,||T||). Je-li X komplexni, pak o(T') je neprdzdné.

Véta 117. Necht’ X je Banachiiv prostor a T € L(X). Pak o(T*) = o(T). Navic, pokud je X Hilbertiv, pak o(T*) = o(T)
Véta 118. Necht’ X je Banachiiv prostora T € K(X).

(a) Jestlize Rug(T') je uzavieny, pak dim Rng(T') < oo.

(b) Jestlize dim X = oo, pak 0 € o(T).

(c) Jestlize X € K\ {0}, pak dimKer(A — T') < oo a Rug(A — T) je uzavieny.

Véta 119 (Fredholmova alternativa). Necht’ X je Banachiiv prostor nad K, T € K(X) a A € K\ {0}. Pak operdtor \I — T je
na, pravé kdy?Z je prosty.

Disledek 120. Necht’ X je Banachiv prostor aT € K(X). Pak o(T) C {0} U op(T).

Véta 121. Necht' X je Banachiv prostor nad K a T € K(X). Pak pro kazdé r > 0 je mnoZina o(T) N {\ € K; |\ > r}
konecnd.

Dusledek 122. Necht' X je nekonecnérozmérny Banachiiv prostor a T € K(X). Potom o(T) = {0} U {\.}, kde {\.} je
posloupnost, kterd je bud’ konecnd, nebo nekonecnd a konvergujici k 0, a je tvorena nenulovymi vilastnimi cisly operdtoru T,
pricem? kaZdé z nich md konecnérozmérny viastni podprostor.

Véta 123 (Druhd Fredholmova véta). Necht’ X je Banachiiv prostor nad K, T € K(X) a A € K\ {0}. Pak
Rng(Mx — T) = (Ker(Ax- — T*))J_,
Rug(Alx- — T*) = (Ker(Alx —T)) ™.
Véta 124 (Tteti Fredholmova véta). Necht’ X je Banachiiv prostor, T € K(X) a A € K\ {0}. Pak
dimKer(AMx —T') = codim Rng(AMx — T') = dimKer(Alx« — T*) = codim Rng(AIx~ — T*) < 0.

Konec 11. prednasky

IV. Lokalné konvexni prostory

Definice 125. Necht' X je vektorovy prostor nad K a P je systém pseudonorem na X oddélujici body X (tj. pro kazdé x €
X \ {0} existuje p € P splitujici p(z) # 0). Pak fekneme, Ze (X, P) je lokdiné konvexni prostor.
Je-liz € X a(x,)52 posloupnost v X spliujici lim,, oo p(z, — ) = 0 pro kazdé p € P, pak fekneme Ze x,, konverguje

kxv(X,P)apiSeme z, B e

Priklad 126. (i) Necht (X, |-||) je Banachiv prostor. Uvazujme P = {||-||}. Pak x,, Bz, pravé kdy? z,, — x v prostoru

(X [1-[D-

(ii) Necht' X je Banachiv prostor. Uvazujme pro kazdé «* € X* pseudonormu p,~ definovanou ptedpisem p, - (z) = |z*(x)|,
x € X. Symbolem w oznatujeme systém pseudonorem {p,-; z* € X*}. Pak z,, — x, pravé kdyz =*(x,) — z*(z) pro
kazdé x* € X* a v takovém pripadé tikame, Ze x,, slabé konverguje k x.
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(iii) Necht' X je Banachiv prostor. Uvazujme pro kazdé x € X pseudonormu p, na X* definovanou ptedpisem p,(z*) =

|z*(z)|, z* € X*. Symbolem w* oznalujeme systém pseudonorem {p,; = € X}. Pak x% > 2*, pravé kdyz = (z) —
x*(x) pro kazdé x € X av takovém piipadé fikdme, Ze x, slabé s hvézdickou konverguje k x*.

(iv) Necht © C R? je oteviend mnozina, k € NU{0, N} a C*(£2) vektorovy prostor redlnych funkci které maji spojité viechny
parcialni derivace az do fadu < k. Uvazujme na C* () systém pseudonorem P sestdvajici z pseudonorem

Pm ik (f):=  sup sup|(D? f)(x)|, m € Ng,m <k, K C Q kompaktni.
BENG,|Bl<m z€K

Pak (C*(£2), P) je lokdln& konvexni prostor a f,, A f pokud D? f,, — D? f stejnomémé na kompaktnich mnoZinach pro
kazdé 8 € N¢ splitujici | 3| < k.

Lemma 127. Necht' (X, P) je lokdlné konvexni prostor a (x,,) posloupnost v X. Pak existuje nejvyse jedno x € X spliiujici

T, B
Lemma 128. Necht’ X je Banachiiv prostor.

(a) Pokud z € X a x, — x, pak x, — x.

(b) Pokud x* € X* ax} 5 x*, pak x}, vy o,
(¢) Pokud X je reflexivni, pak x* g x*, pravé kdy: z* =5 z*.
J p n p VI Ty

Véta 129. Banachiiv prostor X je reflexivni, pravé kdy? kaZdd omezend poslopnost {x,} v X md slabé konvergentni podpo-
sloupnost.

Tvrzeni 130. Necht' X je Banachiiv prostor, {x}} je posloupnostv X*, z* € X* a D C X spliiujespan D = X. Pak x}, N x¥,
prave kdyz {x}} je omezend a x},(d) — x*(d) pro kazdé d € D.

Tvrzeni 131. Necht’ X je Banachiiv prostor, {x,,} je posloupnostv X, x € X a D C X* spliiuje span D = X*. Pak x,, 2o,
pravé kdyz {x,} je omezend a d(z,,) — d(x) pro kaZdé d € D.

Priklady 132. Pro nésledujici Banachovy prostory X, posloupnost {z,} v X ax € X plati:

(a) Pokud X = cg nebo X = ¢, pro p € (1,0), pak z,, — z, pravé kdyZ {z,,} je omezend a x,, (i) — x(i),i € N;
(b) Pokud X = ¢, prop € [1, 0], pak z,, LN x, pravé kdyz {x, } je omezend a x,, (i) — x(3), i € N;

(c) Pokud X = C(K), pak z,, = x, pravé kdyZ {x,,} je omezend a x,, (k) — z(k), k € K;

(d) Pokud X = ¢y, pak ,, — z, pravé kdy7 z,, ”—U x (bez dikazu);

Definice 133. Necht' (I, <) je ¢dste¢né uspofdddnd mnoZina takovd, Ze pro kazdé i,j € I existuje k € I splilujici k > i a
k > j.Pokud X je mnoZina a (x;);c; € X!, pak fekneme, Ze (;);c; je net. Pokud je (z;);e; net v metrickém prostoru (X, d) a
x € X, pak fekneme Ze net (x;);c1 konverguje k x, pokud pro kazdé e > 0 existuje ig € I spliiujici Ze d(z;,x) < € proi > ig.

Definice 134. Necht' (X, P) je lokélné konvexni prostor. Je-li x € X a (x;);er net v X spliujici lim;cr p(z; — ) = 0 pro

kazdé p € P, pak fekneme Ze x; konverguje k x v (X, P) a piSeme x; 2z
Symbolem (X, P)* oznaCujeme spojitd linedrni zobrazeni f : X — K, tedy takova linedrni zobrazeni f, pro kterd plati, Ze
kdykoliv net (z;) konverguje k z v (X, P), pak f(x;) — f(x).

Priklad 135. Necht’ X je Banachtv prostor. Pak plati
O (X,w)*=X"*.
() (X*,w*)* =¢(X).

Véta 136 (Oddélovéni konvexnich mnoZzin). Necht' (X, P) je lokdlné konvexni prostor a A, B C X jsou disjunktni konvexni
mnoZiny. Pak plati ndsledujici tvrzeni:

(a) Je-li A otevFend, pak existuje f € (X, P)* takovy, Ze Re f(x) < infp Re f pro kaZdé = € A.
(b) Je-li A uzaviend a B kompakini, pak existuje | € (X, P)* takovy, Ze sup 4 Re f < infp Re f.

Konec 12. prednasky
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