1. Funkce vice proménnych

1.1. Spojitost funkci a parcialnich derivaci, véta o implicitni funkci

Definice. Necht f je realna funkce n proménnych, a € R™ a 1 < i < n. Pak parcidlni derivaci
funkce f v bodé a podle i-té promeénné definujeme jako limitu
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pokud tato limita existuje vlastni. Symbolem of oznacujeme parcialni derivaci funkce f podle
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i-té proménné, tj. funkci definovanou predpisem
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Umluva. V dalsim textu bude vyrok,parcialni derivace existuje znamenat, ze parcialni derivace
existuje vlastni.

Véta 1.1 (o nabyvani mezihodnot). Necht I < R™ je interval, f : I — R spojitd funkce a at jsou
ddny body a,b € I takové, Ze f(a) < f(b). Pak pro libovolné ¢ € (f(a), f(b)) existuje c € I takové,
ze f(c) = C.

Diikaz. Diikaz nebyl, nebude zkouSen. O
Vé&ta 1.2 (vztah parcialnich derivaci a spojitosti). Necht f je redlnd funkce n proménngch, a € R™
a ;ﬂfl N % jsou spojité funkce v bodé a. Pak f je spojitd v bodé a.

Diikaz. Dukaz nebyl, nebude zkousen. O
Definice. Necht G — R"™ je neprazdna otevienad mnozina, i,j € {1,...,n}, funkce f: G > Rma v

kazdém bodé G vlastni i-tou parcialni derivaci a a € G. Parcialni derivaci funkce x — aani(X) podle

proménné x; v bodé a znacime
0
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a nazyvame ji parcidlni derivaci druhého fddu funkce f. Je-li i = j, pak pouzivame znaceni gz g -(a).

Analogicky se definuji parcialni derivace vyssich radi.

Definice. Necht G — R" je oteviena mnozina a k € N. Necht funkce f : G — R méa v kazdém bodé
mnoziny G spojité viechny parcialni derivace az do fadu k. Pak fikame, ze funkce f je t¥idy C* na
G. Mnozinu viech takovych funkci znaéime C*(G).

Véta 1.3 (o implicitni funkci). Necht k € N, G = R? je oteviend, F : G — R, (x9,v0) € G a necht
plati

(i) F e Ck@),
(ZZ) F(Sﬂo,yo) = 0:

(iii) 2 (z0, o) # 0.



Pak ezistuji e,0 > 0 takovd, Ze pro kazdé x € (xg—e,x0 +€) existuje prdvé jedno y € (yo — d,yo +0)
s vlastnosti F(x,y) = 0. Oznacime-li toto y symbolem p(x), pak p € C*((zo — ,20 +¢€)) a

oF
- T, x
w’(x)=—M, x € (g —&,m0 +€).
Dikaz. Prednesena ¢ast dikazu bude zkouSena (existence € a ¢). O

Piiklady.

1. Je dan vztah x2 + 2zy% + y* — y° = 0 a bod [0, 1]. Dokaite, 7e:

i) timto vztahem je definovana hladka funkce y = f(z) v jistém okoli bodu 0, pro kterou plati
f0) =1
ii) spoctéte f/(0);
iii) spoctéte f”(0); konec 1. pfednasky (30. 9. 2024)

iv) zjistéte, zda je f na okoli bodu 0 konkévni/konvexni.

2. Ukazte, ze dana rovnice uréuje v jisté okoli bodu M = [mj,mg] implicitné zadanou funkei
y = f(x). Spoctte f/(m1) a f"(my).

a) ™V’ =1 4 log 2 =1, M =[1,1] D) log(z + ) +exp(z +2y) =1, M =[2,-1]

konec 2. pfednasky (1. 10. 2024)

1.2. Extrémy funkci vice proménnych

Definice. Necht M < R", x € M a f je redlnd funkce definovana alespoii na M (tj. M < D(f) a
H(f) c R). Rekneme, Ze f nabyva v bodé x

e mazima na M, jestlize plati Vy € M : f(y) < f(x),

e lokdlniho mazima vzhledem k M, jestlize existuje § > 0 takové, ze Vy € B(x,0) n M : f(y) <
f(x),

o ostrého mazima na M, jestlize plati Vy € M\{x} : f(y) < f(x),

o ostrého lokdlniho mazima vzhledem k M, jestlize existuje 6 > 0 takové, ze Vy € (B(x,0)\{x})n

M: f(y) < f(x)

Analogicky definujeme minimum a ostré minimum na M, lokdlng minimum a ostré lokdlni minimum
vzhledem k M.

Extrémy na oteviené mnoziné
Véta 1.4 (nutnad podminka lokalntho extrému). Necht G < R™ je oteviend mnoZina, a € G a

funkce f: G — R md v bodé a lokdlni extrém. Pak pro kazdé j € {1,...,n} plati:

0 , L .
Parcidlni derivace—f(a) bud neexistuje, nebo je rovna nule.

aa:j
Diikaz. Dtkaz byl, bude zkousSen. O



Definice. Necht G = R" je oteviena mnozina, a € G a f € CY(G). Gradientem funkce f v bod¢ a
rozumime vektor
af af

of
\Y% === — R .
r@= (L@ L. Lw)
Pokud V f(a) = o, pak bod a nazyvame staciondrnim bodem funkce f.
Definice. Necht G = R? je neprazdna oteviena mnozina, a € G a f € C?(G). Pak Hessova matice

je matice
(‘)2 —/32
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Znadime ji symbolem V?2f(a).

Véta 1.5. Necht G = R? je neprdzdnd oteviend mnozina, f € C2(G) a a € G je staciondrnim
bodem funkce f. Potom plati:

(a) Je-li matice V2 f(a) negativné definitni, nabyvd f v bod¢ a ostrého lokdlniho mazima.
(b) Je-li matice V?f(a) pozitivné definitni, nabyvd f v bod¢ a ostrého lokdlniho minima.

(c) Je-li matice V2 f(a) indefinitni, nenabyvd f v bod¢ a ani lokdiniho minima, ani lokdlniho ma-
xima, tj. a je sedlovy bod funkce f.

Diikaz. Diikaz nebyl, nebude zkouSen. O
Poznamka. Pojem pozitivni/negativni definitnosti byl definovan v pfedmétu Linearni algebra.
Piipomeiime, Ze symetrickd matice Z je

e pozitivné definitni, pravé kdyz a > 0 a ab > c2,

e negativné definitni, pravé kdyz a < 0 a ab > 2,

e indefinitni, pravé kdyz ab < 2.
Véta 1.6 (zaménnost parcialnich derivaci). Necht G = R™ je oteviend mnozina a f € C?(G). Pak

pro kazdé a € G plati =214 (a) = ~ZL(a)

Ox;0x; 0w 0T;

Diikaz. Dukaz nebyl, nebude zkousen. O
Priklady. U néasledujicich funkei naleznéte lokalni extrémy.

a) f(z,y) =22+ (y—1)2 D) f(x,y) = |22 + 3> — 1] konec 3. prednasky (7. 10. 2024)

¢) fla,y) =e* UGB —2x+y) d) fz,y) =ayy/1— 22 —y2, (z,9) € {(z,y) e R% 2 +y* < 1}

Extrémy na uzaviené mnozZiné - Lagrangeova véta o multiplikatoru

Definice. MnoZina A < R" je omezend, pokud je omezena mnozina {p(z,0); = € A}.
Mnozina A < R™ je kompaktni, pokud je uzaviend a omezena.

Véta 1.7 (o nabyvani extrémt). Necht A < R™ je neprdzdnd kompaktni mnoZina, f : A — R
spojitd funkce. Pak existuji body c,d € A takové, Ze

fle) =inf{f(z); e A},  f(d) =sup{f(x); v € A}.
Diikaz. Diikaz nebyl, nebude zkouSen. O

Priklady. Zjistéte sup a inf funkce f na mnozing M a vySetiete, zda téchto hodnot funce f na M
nabyva (bez Lagrangeovych multiplikatort).

a) flw,y) =o—2y -3 M ={[z,y;0<2z<l0<y<laz+y<l}

b) f(x,y,z) = (‘T + y)2 + (‘I - y)2 + z; M = <715 1> X <717 1> X <7171>



konec 4. prednasky (8. 10. 2024)

Vé&ta 1.8 (derivace slozené funkce). Necht G = R, H < R? jsou oteviené mnoZiny, ¢1,p2 € CL1(G),
f e CL(H) a pro kazdé x € G je (p1(x),p2(x)) € H. Potom pro sloZenou funkci F : G — R
definovanou predpisem

F(z) == f(p1(x), p2(2)), z€G

plati, e F € C1(GQ) a pro kaZdé a € G plati
Fla) = L) ghi)+ L o) ehia)
ox ! oy 20

kde b = (¢1(a), p2(a)).
Diikaz. Dikaz byl, bude zkouSen. O

Véta 1.9 (Lagrangeova véta o multiplikatoru). Necht G = R? je oteviend mnozina, f,g € C*(Q),
M = {(z,y) € G; g(z,y) = 0} a (xo,y0) € M je bodem lokdlniho extrému funkce f vzhledem k
mnoziné M. Potom je splnéna alespot jedna z ndsledugicich podminek:

(a) Vg(l“o,yo) = (0,0),

(b) existuje ¢islo A € R splitugict
of dg
ht'a Pt —
aﬁU (530790) + ax (x()ay()) 07

0 0
ém,yo) # A% (a0, 90) =0,

Diikaz. Diikaz byl, bude zkousen. O
konec 5. pfednasky (14. 10. 2024)
Priklady.

1. Naleznéte maxima a minima funkce f na mnoziné M (s Lagrangeovymi multiplikatory).

a) f(x,y) = bz — 3y, M = {[z,y],2? + y* = 136}
b) f(z,y) = arctgx + arctgy, M = {[z,y],2*> + y* < 1,2 > 0,y > 0}
c) f(x,y) = zy, M = {[z,y],32° + y* = 6}

2. Pii jakych rozmérech bude mit oteviend nadoba tvaru kvidru daného objemu V miniméalni
povrch?

3. Dané kladné ¢&islo a rozlozte na soucet dvou ¢&isel = a y tak, ze soucet jejich druhych mocnin je
miniméalni.

konec 6. prednasky (15. 10. 2024)



2. Posloupnosti a rady funkci

2.1. Stejnomérni konvergence posloupnosti a fad funkci

Definice. Necht F je mnozina, f : E — R je funkce a pro n € N je f,, : E — R funkce. f{ekneme,
ze posloupnost {f,}>X_; konverguje bodové na E k funkci f, pokud pro kazdé x € E plati f(z) =
lim,,—, o frn(z). Znaéime f, — f.

Rekneme, Ze posloupnost {fn}>_ konverguje stejnomérné na E k funkei f, pokud

Ve>03keNVeeEVn=k: |fulz)-— flz) <e.
Znacime f,, 3 f.
Definice. Necht F je mnoZina, f : E — R je funkce a pro n € N je f, : E — R funkce. Rekneme,

7e Z;O=1 fj konverguje bodové na E k funkei f, pokud posloupnost ¢asteénych souéti {Zjil fit%-y

konverguje bodové na E k funkei f.
Rekneme, ze Tada Zf:1 fn konverguje stejnomérné na E k funkci f, pokud posloupnost ¢astec-

nych souctis {1, f,1%_, konverguje stejnomérné k f. Znacime Y f, =3 f.
Fakt 2.1. Stejnomérné konvergentni posloupnost (resp. fada) funkci je bodové konvergentni.

Diikaz. Dikaz byl, bude zkouSen. O

Tvrzeni 2.2 (Kritérium stejnomérné konvergence). Necht E je mnoZina, f : E — R funkce a pro
n €N je f, : E — R funkce. Pro kaZdé x € E oznacme o, := Sup,ep |fn(x) — f(2)|. Pak fr 3 f
pravé kdyz limy, o, o, = 0.

Dikaz. Dikaz byl, bude zkousSen. O

0 z€][0,1)
1 z=1.

Piiklad. Pro f,(z) :=z", z€[0,1] a f(z) = { " plati, Ze f, — f, ale f, B f.

Tvrzeni 2.3 (Weierstrassovo kritérium, M-test). Necht Zf=1 fn je Fada redlnijch funkci defino-

vangch na neprdzdné mnoziné E. Oznacme o, = sup,ep |fn(2)|. Jestlize 3" 0, < o0, pak
Zf:l fn =3 na b
Diikaz. Diikaz byl, bude zkouSen. O

Tvrzeni 2.4 (Zachovani spojitosti). Necht {f,}_; je posloupnost redingch spojitijch funkci defi-
novangch na neprdzdné podmnozinée E c R a f: E — R je funkce.

(i) Pokud fn, = f na E, pak [ je spojitd.
(ii) Pokud >, fn =3 f na E, pak f je spojitd.
Diikaz. Dikaz byl, bude zkouSen. O

konec 7. prednasky (21. 10. 2024)

Tvrzeni 2.5 (Prohozeni limit). Je-li Zle fn je Tada spojitych redlnych funkci definovanych na
omezeném intervalu (a,b) R, kterd stejnomérné konverguje na (a,b) a pro kazdé n € N existuje
vlastnd limy,_, o+ fn(z), pak

r—a™t

Z Il_igl+ fn(x) = lim Z fn('r)
n=1 n=1



Diikaz. Diikaz nebyl, nebude zkouSen. O

Tvrzeni 2.6 (Zaména sumy a derivace). Necht {f,}_; je posloupnost redlnijch spojitych funkci
definovangch na neprazdném omezeném intervalu (a, b) < R spliiugict

(i) fn md vlastni derivaci na (a,b), n € N,
(ii) existuje xg € (a,b) takové, Ze ciselnd Tada Z;C:l fn(zo) je konvergentnd,
(iii) Yor_y fr, =3 na (a,b).
Pak | fn =3 na (a,b) a pro kazdé x € (a,b) plati
a0 ! [e¢]
(Z fn> (@) = ), fn(x)
n=1 n=1

Diikaz. Diikaz nebyl, nebude zkouSen. O

Tvrzeni 2.7 (Zaména sumy a integralu). Necht {f,}>_; je posloupnost redlngch spojitjch funkci
definovangch na neprazdném omezeném intervalu (a, b) c R spliiugict

(i) fn md na (a,b) konvergentni Newtoniv integrdl, n € N;
(ii) Tada Y., f, konverguje stejnomérné k funkci f na (a,b).
Pak f md na (a,b) konvergentni Newtoniv integrdl a plati

é:l(N)ffn= j S

n=1

Diikaz. Dukaz nebyl, nebude zkousen. O
Priklady.

1. VySetfete bodovou a stejnomérnou konvergenci nésledujicich fady funkei Zf=1 fn, kde fr(x) =

nx
Tenszzr TER.

2. Dokazte, ze funkce f dana predpisem
[e¢]
Z i
= n!
je spojita na svém definiénim oboru a f'(x) = f(z) pro z € R.

3. Dokazte, ze funkce f dané predpisem

= 1+
2 M’ reR
oy vn
je spojita na svém definiénim oboru a spoctéte f/(0).
4. Dokazte, Ze pro funkei f(z) := Y| &, z € (1,00) plati f € C'((1,0)).

konec 8. prednasky (22. 10. 2024)
5. Necht je funkce f dana predpisem
[e¢]
= Y (=a® + 6z — 8)".
n=1

Naleznéte defini¢ni obor funkce f (tj. urcete pro ktera x € R je f(z) € R). Dokazte, ze funkce f
je spojita v bodé 7/2. Dokazte, Ze funkce f ma vlastni derivaci v bodé 7/2 a vyjadrete f/(7/2)
jako soucet ¢iselné fady.



2.2. Mocninné rady

Definice. Mocninnou radou o stiedu a € R rozumime fadu

Z an(z —a)”

n=0
kde a,, € R pro kazdé n e Nu {0} a z € R.

Véta 2.8 (o poloméru konvergence mocninné fady). Necht Y. a,(z — a)"™ je mocninnd rada.
Pak existuje prdvé jeden nezdporny prvek o € R u {00} takovy, Ze

e pro kaZdé x € R, |x — a| < g, je uvedend Tada absolutné konvergentni,
e pro kazdé x € R, |x — a| > o, je uvedend Tada divergentnd.

Prvek o spliiuge

1
= 3 n ’
limsup,, ., ¥/|an]
kde vyrazem % rozumime o0 a vyrazem % rozumime 0. Prvek o nazgyvdme polomérem konvergence
uvedené Tady.
Diikaz. Dukaz nebyl, nebude zkousen. O

Priklady. Naleznéte polomér konvergence nasledujicich mocninnych fad. Uréete oblasti absolutni
konvergence, neabsolutni konvergence a divergence.

0 n” n
L Yot 7ioe®

2. Y1 ma” (peR)0O

Véta 2.9. Necht (a,)>_, je posloupnost nezdpornijch c¢isel a necht existuje lim,_,q aa . Potom
existuje také lim,, .o /a, a limity se rovnaji.

Diikaz. Dukaz nebyl, nebude zkousen. O
Véta 2.10 (derivace a integrace mocninné fady). Nechl o je polomér konvergence mocninné tady
> s an(z — a)*. Potom polomér konvergence fad Y, na,(z —a)" ™' a 37 sz —a)*t je

také roven 0. Pro x € R spliujict |x — a| < o oznacme f(z) = Y_, an(x — a)". Potom

)nfl.

7

(i) funkce f md v kazdém takovém bodé¢ vlastni derivaci a plati f'(z) = Y7 nan(z —a
(i1) Zf:o s (@ — a)" 1 je primitiont funkce k f na (a — 0,a + o).

Specidlné, dostdvdme ndsledujici vzorec pro vypocet n-té derivace funkce f: f™(a) = nla,, n = 0.

Diikaz. Ditkaz poloméru konvergence fad > na,(z—a)"tadr Ao (2 —a)" ! byl vynechan,

zbytek byl na prednasce dokazan. Dokazana ¢ast bude zkouSena. O
konec 9. prednasky (29. 10. 2024)

Priklady. Naleznéte polomér konvergence nésledujicich mocninnych fad. Uréete oblasti absolutni
konvergence, neabsolutni konvergence a divergence.

D Y e A (I
2. Zf:l (3+(;1)")" 2"
Priklad. Naleznéte polomér konvergence mocninné fady Zn 1T e

Priklady. Vyjadrete nasledujici funkce jako mocninnou fadu o stfedu 0.



1. e™®
2. (1+2)log(l+x)

Véta 2.11 (Abelova). Necht g je polomér konvergence mocninné fady Z:LO:O an(x—a)™ a g€ (0,0).
(a) Jestlize je fada Y-, ano™ konvergentni, potom

0

o0
im0 an(e—a)" = 3 ane

(b) Jestlize je fada Y-, an(—0)" konvergentni, potom
0 [e0]

lim 2 an(x — a) Z an(—
z—(a—0)+ = 0

$4n+5 n

Priklady. 1. Se¢téte fady viude na intervalu konvergence: a) > (“—— b) > ”  na" c¢) >, ey
konec 10. pfednasky (4. 11. 2024)

2. Seététe fady: a) 30 EUL p)y P on o) 2P (_q)n_2043

n=1 n n=1 2n n=1 (n+1)2n

3. Naleznéte max. feSeni diferencialni rovnice y'(z) = 3y(z/2) s po¢ate¢ni podminkou y(0) = 1.



3. Teorie miry a integralu

3.1. Pojem miry, abstraktni Lebesguetiv integral

3.1.1 Zakladni pojmy
Definice. Necht X je mnozina. Systém .4 podmnozin X se nazyva algebra, pokud
(i) ge A, X e A,
(i) Fe A = X\Fe A,
(iii) Eh,Fo e A = E; U Eye A
Pokud navic A spliiuje
(iv) BneA,n=12,... = |J_ E, €A,
pak fikame, Ze A je o-algebra. Je-1i A o-algebra, dvojice (X, .A) se nazyva méFitelny prostor a prvky
A se nazyvaji meritelné mnoZiny.

konec 11. pfednasky (11. 11. 2024)

Fakt 3.1. KaZdd algebra (resp. o-algebra) je uzaviend i na koneéné (resp. spocetné) priniky.
Diikaz. Dukaz byl, bude zkouSen. O
Definice. Necht (X,.A) je mé&Fitelny prostor. Funkce p : A — [0, 0] se nazyva mira, pokud splituje
(i) u(g) =0,
(ii) jestlize F,, € A, n=1,2,... jsou po dvou disjunktni, pak
0 [e¢]
N(U Ey,) = 2 (En).
n=1 n=1
Trojice (X, A, ) se nazyva prostor s mirou.

Poznamka. Piikladem miry je naptiklad tzv. pocitaci mira, ktera kazdé mnozing A c X priradi
pocet jejich prvki.

Tvrzeni 3.2 (Vlastnosti miry). Necht (X, A, ) je prostor s mirou.

(i) Je-li A,Be A a A c B, je u(A) < u(B). Navic, pokud p(B\A) < o, pak pu(A) = u(B) —
1(B\A).

a0
(it) Je-li {A,}_1 posloupnost z A, je u( |J An) < X p(An)

n=1 n

o0
(iii) Je-li {An}2_ rostouct posloupnost z A, je ,u( U An) = lim pu(A4,).
n=1 n

(iv) Je-li {A,}>_, klesajici posloupnost z A a p(Ay) < o0, je pu(

»—AD8

Ap) =limp(Ay).

n=

Diikaz. Dukaz byl, bude zkouSen. O

Definice. Necht (X, A, i) je prostor s mirou. Rekneme, ze mira p je dplnd, pokud kazda podmno-
Zina mnoziny miry nula je méfitelné.



3.1.2 Konstrukce aplnych mér, Lebesgueova mira

Definice. Necht I < R je interval s krajnimi body a, b € R. Pak délkou intervalu I rozumime ¢islo
|b — a|. Znaéime £(I) := |b — a|. Déle definujeme £(J) := o0, pokud J je neomezeny interval.

Necht Iy,...,I, < R jsou intervaly a Q = I x ... x I, € R™. Pak objemem n-rozmérného
intervalu @ rozumime ¢&islo ¢(I1) - - - ¢(1,,). Zna&ime €™ (Q) := €(I1) - - - £(1,,).

Definice. Vnéjsi méra na mnozing X je zobrazeni v : P(X) — [0, co] spliwjict
L v(Z) = 0;
2. Ac B = v(A) <v(B);

0 0
3. Je-li {A,,}°; posloupnost podmnozin X, pak V( U An) < D v(Ap).
n=1 n=1

Piiklad. Definujme funkci A* : P(R™) — [0, 0] predpisem
[ee] o0
A*(A) = inf{Z 0"(Q;); Qj jsou n-rozmérné intervaly , U Q; o A}
j=1 j=1
Pak A* je vné&jsi mira na R", které fikame Lebesgueova vnéjsi mira na R™.

Definice. Necht v je vngjsi mira na mnoziné X. MnoZinu M < X nazveme v-méFitelnou (podle
Carathéodoryho), jestlize pro kazdou “testovaci” mnozinu 7' < X plati

v(T)=v(T n M)+ v(T\M).
Systém vSech (carathéodoryovsky) méfitelnych mnozin znaéime 9(v).

Vé&ta 3.3. Necht'v je vnéjsi mira na mnoziné X . Pak M(v) je o-algebra a funkce M(v) 3 A — v(A)
je dplnd mira.

Diikaz. Diikaz nebyl, nebude zkouSen. O

Definice. Necht \* je Lebesgueova vnéjsi mira na R™. Funkei DM(A*) 3 A — A\*(A) fikame Lebes-
gueova mira na R™ a zna¢ime ji A™. Mnoziny z OM(A*) se nazyvaji Lebesqueovsky mévitelné.

Definice. Definujeme B(R™) jako nejmensi o-algebru obsahujici oteviené mnoZiny v R™. B(R") se
nazyvé borelovskd o-albebra a jejim prvkam se fika borelovské mnoziny.

Lemma 3.4. Nechtn,meN, Ac R" a B < R™ jsou borelovské mnoZiny. Pak A x B < R*™™ je
borelovskd mnoZina.

Diikaz. Diikaz nebyl, nebude zkouSen. O

Tvrzeni 3.5. KaZdd borelovskd mnoZina je Lebesqueovsky méritelnd, Lebesgueova mira je uplnd a
pro kazdy n-rozmeérnyg interval Q < R™ plati £*(Q) = A\™*(Q). Navic, Lebesgueova mira je translacné
invariantni, tj. pro kaZdou méritelnou mnozinu A a kazdy vektor c € R™ mdme N"*(A +c) = \"(A),
kde A+c={a+c: ae A}.

Diikaz. Diikaz nebyl, nebude zkouSen. O

konec 12. pfednasky (12. 11. 2024)
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3.1.3 Meéritelna zobrazeni

Znaceni. Je-li X mnozina a A c X, pak charakteristickd funkce mnoZiny A je funkce x4 : X — R
definovana predpisem
1 reEA
xa(x) = { ’

0, r¢ A
Je-li f: D — Ru{+ow} funkece a M < R, znacime
{feM}:={zreD; f(x)e M},
podobné zavadime znadeni jako {f > a}, {f = a}.
V celé této subsekei je (X, A) méfitelny prostor.

Definice. Necht (Y, As) je méFitelny prostor. Zobrazeni f : X — Y je (A, As)-meéritelné, pokud
pro kazdou F € As je {f € E} € A.

Umluva. Pokud je z kontextu jasné co je A a Aj, pak ifkdme, 7e funkce je “méfitelnd” misto
“(A, Az)-méeFitelnd”. Pokud nenf feceno jinak, tak pro X = R" uvazujeme A = B(R").

Tvrzeni 3.6. Necht f : X — R u {x0} je funkce splitujici, Ze pro kaZdy otevieny interval I <
R U {+owo} mdme f~1(I) € A. Pak f je méritelnd funkce.

Diikaz. Dikaz pro f: X — R byl pfedveden na prednasce a bude zkousen. O
Tvrzeni 3.7. (i) Kdykoliv G < R"™ a f: G — R je spojitd funkce, pak [ je méfitelnd.

(i) Kazdd monoténni funkce f: R — R je meéFitelnd.

(iii) Funkce x4 : X — R je méfitelnd pro kaZdou A € A.

(iv) SloZeni méritelngjch funkct je mévitelnd funkce.

(v) Soucet, soucin, podil, mazimum a minimum koneéné mnoha redlnych méritelnych funkct jsou
opét méritelné funkce.

(vi) Je-li {fn}_1 posloupnost méFitelngch funkct, jsou i sup f,,inf f,,limsup f,,liminf f,, (a tedy
i lim f,, existuje-li) mévitelné funkce.

Diikaz. Diikaz ¢asti (i) pro f : R™ — R byl pfedveden na prednasce a bude zkouSen, dikaz ¢asti
(iii) byl pfedveden na prednasce a bude zkousen. O

3.1.4 Lebesgueiv integral

V celé této subsekei je (X,.A, u) prostor s mirou.

Znaceni. Je-li f : E —> R u {fw} funkce, definujeme f* := max{f,0} a f~ := max{—f,0}.
(Maximum/minimum funkei definujeme bodove.) Tedy f = f™ — f~ a|f|=fT+ .

Definice. Konefny soubor mnozin {4, ..., A,,} © A nazveme rozkladem mnoZiny F € A, jestlize
o . .. . m
mnoziny A; jsou po dvou disjunktni a (J;_, A; = E.

Fraze skoro vsude nebo u-skoro vsude se pouZiva ve spojeni s vlastnosti bodd mnoziny X.
f{ekneme—li, Ze takova vlastnost plati skoro vSude (nebo ve skoro viech bodech), znamen4 to, Ze je
splnéna az na mnoZzinu miry nula, neboli, Ze existuje mnoZzina N € A miry nula tak, Ze vlastnost je
splnéna ve vSech bodech mnoziny X\N.

Definice. Necht f je méfitelna funkce (s hodnotami v R u {+0}).

1. Je-li f = 0, definujeme
f fdp:=sup { Z ajpu(Aj); {A;}1/L; jerozklad X,0<a; < fnadj, j=1,... ,m} ,
X j=1
kde pouzivame konvenci ze 0 - o0 = 0.
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2. V obecném piipadé definujeme

L fdp o= L £ du— fX - dp,

pokud mé tento rozdil smysl.

3. Je-li Ec X, F e A afunkce f je definované skoro viude na F, pak definujeme
| taw= | 1 xpanipan
E X

Je-li integral § | du defiovan, Fikame téz, Ze md smysl, nebo Ze funkce f md integrdl. Je-li navic
tento integral konecéné ¢&islo, fikame, ze SE fdu konverguje, nebo ze f je integrovatelnd a tento fakt
znac¢ime symbolem f € L(E, A, 1), nebo zkracens f € L*(E).

konec 13. prfednasky (18. 11. 2024)
Véta 3.8 (Zakladni vlastnosti Lebesgueova integralu). Necht f a g jsou méfitelné funkce, a € R a
Ee A Pak

(i) Je-li {D1, D3} < A rozklad mnoziny E, pak

J Jdu=| fdu+ | [fdu
E Dy Dy

(i41)
f af+gdu=af fdwrf gdu,
E E E
md—li pravd strana smysl;

(i) § fdu =0, pokud p(E) = 0 nebo pokud f =0 skoro viude na E;

(v) Pokud §, |f|du konverguje, pak | f| < o skoro v3ude na E;

(vi) Pokud je u(E) < 0 a f je omezend, pak §, f du konverguje a §,, | f|dp < sup,ep |f(2)]- u(E);
(vii) §,, fdp konverguje pravé tehdy, kdyz §, | f| dp konverguje;

(viii) Jestlize f, g maji integrdl o f < g skoro vSude na E, pak

JEfdu < JEgdu;
(iz)
[« s

Dikaz. ZkouSeny budou prednaSeny pouze ty Gasti, jejichz dikaz byl pfedveden na prednésce (tj.
cast (i) a (iv)). O
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3.1.5 Vztah Lebesgueova integralu k Newtonovu integralu a Riemannovu
integralu

V moderni matematické literatufe se integralem bez piivlastku rozumi vzdy integral Lebesguetv.

Vyznam Newtonova a Riemannova integralu zustava ve sfére didaktiky.

Véta 3.9 (Vztah mezi Newtonovym a Lebesgueovym integralem). Necht f je nezdpornd spojitd
funkce na intervalu (a,b). Potom (N) — SZ f(x)da konverguje, prdvé kdyZ konverguje Lebesquetiv
integrdl funkce f. V tom pFipadé maji oba integrdly spolecnou hodnotu.

Diikaz. Diikaz nebyl, nebude zkouSen. O
Véta 3.10 (Vztah mezi Riemannovym a Lebesgueovym integralem). Nechl f je Riemannovsky

integrovatelnd funkce na [a,b]. Potom Lebesguetiv integrdl funkce f od a do b konverguje a je roven
integrdlu Riemannovu.

Diikaz. Dukaz nebyl, nebude zkouSen. O

3.2. Fubiniova véta

Lemma 3.11. Necht n,m € N a E ¢ R", F < R™ jsou Lebesqueovsky méfitelné mnoziny. Pak
E x F je Lebesgueovsky méritelnd mnoZina a \"T™(E x F) = NY(E) - X™(F), kde definujeme
0-00 =0.

Diikaz. Dukaz nebyl, nebude zkousen. O
Definice. Necht F < X x Y. Zna&ime

E** :={yeY; (z,y) € E}, re X,

E*Y .= {zxe X; (z,y) € E}, yev.
Tyto mnoziny se nazyvaji rezy.

Vé&ta 3.12 (Fubiniova véta). Necht n,m € N, E ¢ R™"""™ je Lebesqueovsky mévitelnd mnoZina a
f: E — R je Lebesqueovsky méfitelnd funkce. Predpokladejme, Ze integrdl

[ flav
M

md smysl. Potom vSechny integrdly nize maji smysl a plati

[roven— | ([ feporw)o@-[ ([ eowe)aro. e

Specidlné, je—li f = 0 nebo je jeden z integrdli

[avers [ (] weatare) ava, [ ([ f@plone) are)

koneény, pak plati (3.1).

Diikaz. Dukaz nebyl, nebude zkousen. O

Priklady. 1. Ukazte, Ze nésledujici mnoziny M c R? jsou méfitelné a spoététe jejich Lebesgu-
eovu miru A\2(M).

a)
M= {(z,y)eR:z€[1,2], ; <y<u},

b)
M={(z,y)eR:iz>2 0<y<1i}

2. Spoctéte integral
1

——d\(z,y
J[3,4]><[1,2] (z +y)? (.9)

konec 14. pfednasky (19. 11. 2024)
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3.3. Véta o substituci

Definice. Necht G = R" je oteviena mnozina a o; € C}(G), i = 1,...,n. Uvazujme funkci ¢ =
(@1, ,0n) : G — R™. Pak Jacobiho matice zobrazeni ¢ v bodé t je matice

0p; >n
t .
(Oxj( ) i=1

Pokud méa Jacobiho matice zobrazeni ¢ v kazdém bodé ¢ € G hodnost n, pak fekneme, Ze ¢ je
requldrni a determinant Jacobiho matice nazyvame jakobidnem zobrazeni ¢ v bodé t a znacime jej

Jo(b).

Véta 3.13 (O substituci). Necht G < R™ je oteviend mnoZina a ¢ : G — R™ je prosté requldrni
zobrazeni. Necht f je funkce na E < o(G). Potom

J f(2) AN () = f )T (0)] A" (2),
E e H(E)

pokud alespori jedna strana md smysl.
Diikaz. Dukaz nebyl, nebude zkousen. O

Véta 3.14 (o zobecnénych polarnich soufadnicich). Necht a,b > 0, G = {(r,a) e R%; r > 0,a €
(—m,m)} a zobrazeni ¢ : G — R? je ddno predpisem o(r,a) := (ar cos o, brsina), (r,a) € G. Pak ¢
je prosté reguldrni zobrazeni a |J,(r,a)| = abr pro (r,a) € G. Je-li E < R? a f funkce na E, pak

f fz,y)d\(z,y) = J abr - f(ar cos v, br sin o) dA?(r, o),
E Gnp~1(E)

md—li alespori jedna strana rovnosti smysl.
Diikaz. Dukaz byl, bude zkouSen. O

Poznamka. Nékdy je vhodné zobecnéné polarni souradnice zfejmym zpiisobem posunout, tj. pro
(70, y0) € R? uvazovat transformaci ¢ : G — R? danou predpisem o(r, o) := (ar cos a+xq, br sin a+

Yo)-

Priklady. 1. Spoctéte §,, f(z,y)dA?:

a) M = {[z,y] e R?; 22 + ¢y* < 1}; f(fﬂ,y)Zx/ﬁ

b) M = {[z,y] e R* & <y<2wz<2’+y* <3z} f(r,9) = iy

2 2
o) M ={[z,y] e R% % + % <1} flz,y) =2 +y°

2. Spoététe miru A\?(M) mnoziny M:

a) M = {[z,y] e R i—z + z—j <1} (a,b> 0, jedna se o obsah elipsy)

b) M = {[z,y] € R?; (2? +4?)? < 2a%(2® —y?)} (a > 0, jedna se o obsah plochy ohrani¢ené
lemniskatou)

konec 15. prednasky (25. 11. 2024)

Véta 3.15 (o zobecnénych valcovych soufadnicich). Necht a,b > 0, G = {(r,a,2z) e R?; r > 0,a €
(—m, )} a zobrazeni ¢ : G — R3 je ddno predpisem o(r,a, z) := (ar cos o, brsina, z), (r,a, 2) € G.
Pak ¢ je prosté requldrni zobrazeni a |J,(r, )| = abr pro (r,a,z) € G. Je-li E < R? a f funkce na
FE, pak
‘[ flz,y,2) AN (2, y, 2) = f abr - f(ar cos a, brsin i, 2) dN*(r, @, 2),
E Grp~1(E)

md—li alespoti jedna strana rovnosti smysl.
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Diikaz. Diikaz nebyl, nebude zkouSen. O

Vé&ta 3.16 (o zobecnénych sférickych soutadnicich). Necht a,b,c > 0, G = {(r,a, ) € R3; r >
0,a € (—m,7),B€(—m/2,7/2)} a zobrazeni ¢ : G — R3 je ddno predpisem

o(r,a, B) := (arcosacos B, brsinacos 8, crsin ), (r,«,f) € G.
Pak ¢ je prosté requldrni zobrazeni a |Jy(r, o, B)| = aber? cos B pro (r,a, ) € G. Je-li ECR® a f
funkce na E, pak
f flz,y, 2)dN3 (2,9, 2) = J aber? cos B+ f(ar cos acos B, brsin a cos B, ersin 8) dX* (1, a, ),
E Gnp~1(E)

md—li alespoti jedna strana rovnosti smysl.
Diikaz. Diikaz nebyl, nebude zkouSen. O

Poznamka. Podobné jako v pfipadé zobecnénych polarnich souradnic, i zobecnéné valcové/sférické
soufadnice je nékdy vhodné zfejmym zplsobem posunout.

Priklady. 1. Spoé¢téte miru A\*(M) mnoZiny M: (v tiloh4dch uvazujte viechny parametry kladné)

a) M = {[z,y, z] € R%; \/m < R} (R >0, objem koule)
b) M = {[z,y, 2] € R3; 22 + y? + 2% < 2az,2” + y? < 22}
¢) M = {[z,y,z] e R% a® +y? + 22 < R?, 22 + y> < Rz} (objem Vivianiho okénka)
d) M = {[z,y,2] e R% (R — /22 +y?)?> + 22 <a®}, R>a (objem anuloidu)
2 22
&) M= {lry, ] €RY: £ 42 < 1

konec 16. pfednasky (26. 11. 2024)

2. Spoctéte §,, 2% dN?, kde M = {[z,y,2] € R%; 2® +y® + 22 < R?, 2?2 +y* + 2% < 2Rz} (R > 0)

Véta 3.17. "
J e dz = /7/2.

0
Diikaz. Dukaz byl, bude zkouSen. O

3.4. Lebesguetv-Stieltjesiv integral

Definice. Symbolem Z budeme znacit systém vSech zprava polouzavienych omezenych intervali v
R, tedy intervali tvaru (a,b], —00 < a < b < +00. Interval (a, a] je samozFejmé prazdna mnoZzina.
Rekneme, Ze p:R—-R

m:Z — [0,00) je Lebsgueova-Stieltjesova funkce intervalu (zkratka LSFI), jestlize

e pro kazdou usporadanou trojici redlnych ¢isel (a, b, ¢) plati
a<b<c = m(a,c]) =m((a,b]) + m((b,c]).
e funkce b — m((a, b]) je zprava spojita na [a, ).

Tvrzeni 3.18. m: Z — [0,0) je Lebsgueova-Stieltjesova funkce intervalu prdvé tehdy, kdyZ existuje
zprava spojitd neklesajici funkce ¢ : R — R splriugict

m((av b]) = So(b) - QO((Z), (aa b] el

Diikaz. Dukaz byl, bude zkousen. O
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Definice. Necht m je LSFI. Pro A < R polozme
a0 [ee]
m*(A) :=inf{ ) m(I;); ;e L, | J I; > A}.
j=1 j=1
O funkci m* : P(R) — [0, 0] fikdme, Ze to je Lebesgueova-Stieltjesova vnéjsi mira generovand m.

Lemma 3.19. Necht m je LSFI a m* je Lebesqueova-Stieltjesova vnéjsi mira generovand m. Pak
m* je vnéjsi mira.

Diikaz. Dikaz nebyl, nebude zkousen. U

Definice. Necht m je LSFI a m* je Lebesgueova-Stieltjesova vnéjsi mira generovanid m. Funkci
M(m*) 5 A — m*(A) fikdime Lebesgueova-Stieltjesova mira na R (generovana m).

Véta 3.20. Nechtm je LSFI a p je Lebesgueova-Stieltjesova mira na R. Pak p je iplnd mira, kazZdd
borelovskd mnoZina je p-méfitelnd a pro kazdé A € T mdme m(A) = p(A).

Diikaz. Diikaz nebyl, nebude zkouSen. O
konec 17. pfednasky (2. 12. 2024)

Definice. Je-li ¢ : R — R zprava spojita neklesajici funkce a m je LSFI definovana pfedpisem
(a,b] — ¢(b) — ¢(b), pak Lebesgueovu-Stieltjesovu miru na R generovanou m znaéime jako fi, a
fikdme, Ze p, je Lebesgueova-Stieltjesova mira na R generovand ¢.

Poznamka. Je-li ¢ identita (tj. p(x) = =) pak p, je Lebesgueova mira na R.

Definice (Lebesgueiv-Stieltjesiv integral). Necht ¢ : R — R zprava spojita neklesajici funkce a f
je po-méfitelnd funkce na p,-méfitelné mnoziné £ < R. Integral

JE fdug

se nazyva Lebesgue-Stieltjesiv integral funkce f podle p,. Je-li E = (a,b], pouziva se téz oznaceni

b
(L9) j f dg(x) = f(  Fdin

Je-lia,beR a g: [a,b] — R neklesajici, zprava spojita funkce, pak pouZzivaime znaceni

b
(LS)I fdg(z) = J ” fdugay,
kde g : R — R je definovana predpisem
g(a) x<a,
g(z) = g(z) x¢€a,b],
g(b) x>0

NemiiZe-li dojit ke zmateni, piSeme SZ fdg(x) misto (LS) SZ f(z)dg(x).

Véta 3.21 (Vztah Lebesgueova-Stieltjesova a Riemannova-Stieltjesova integralu). Necht'g : [a,b] —
R je zprava spojitd a neklesajici funkce. Md—li funkce f : [a,b] — R Riemanndv-Stieltjestiv integrdl
od a do b vzhledem k funkci g, pak md také Lebesguetv-Stieltjesiv integrdl podle pig pies mnoZinu
(a,b] a hodnoty téchto integrdli se rovnagi.

Diikaz. Diikaz nebyl, nebude zkouSen. O
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Znaceni. Pro realnou funkci f definovanou na pravém (resp. levém) okoli bodu x oznaujeme
symbolem f(z+) (resp. f(x—)) limitu lim,_,,+ f(y) (resp. lim,_,,— f(y)).

Véta 3.22 (per partes pro LS integral). Necht f,g : [a,b] — R jsou zprava spojité a neklesajici
funkce. Pak

b b
f f(2) dg(z) = [f(2)g(@)]2 f g(z—)df (),
kde [ (2)g(@)]’ = F(B)a(b) — F(a)g(a).

(Soucdsti turzent je i existence integrdli)

Diikaz. Diikaz nebyl, nebude zkouSen. O

3.4.1 LS integral pro obecnéjsi funkce a jeho vypocet

Definice. Pokud je ¢ : R — R neklesajici funkce, uvazujme zprava spojitou neklesajici funkci
¢ : R — R danou piedpisem @(x) = p(x+). Miru pug pak oznac¢ujeme jako p, a fikame, Ze p, je
Lebesgueova-Stieltjesova mira na R generovand ¢. Analogicky jako vySe pak piSeme (LS) SZ f(z)de(x)
(nebo dokonce jen SZ f(z)do(x), nemuze-li dojit ke zmateni) misto S(a,b] f(x) dpep(x).

Fakt 3.23. Necht ¢ : R — R je neklesajici funkce, a —o0 < a < b < 0. Pak

1. pe((a,b]) = ¢(b+) — p(at) 4 pp(la,b)) = @(b—) — p(a—)
2. pe({b}) = @(b+) — o (b—)
3. pp([a,0]) = (b+) — p(a—) 9. pip((a,0)) = p(b—) — p(a+)
Diikaz. Dikaz byl, bude zkouSen. O

Poznamka. Ne kazda funkce, kterd mé Lebesguetv-Stieltjesiv integral ma také Riemanntv-Stieltjestuv
integral. Napfiiklad pro funkei f : [0,1] — R definovanou piredpisem

1 z=1,
J(@) = {0 ze0,1),

mame (LS) So x)df(z) =1, ale (RS) So x) df(z) neexistuje.

Definice. Necht ¢, f : R — R jsou méfitelné funkce a necht ¢ = 1 — @9, kde 1,92 : R — R jsou
omezené neklesajici funkce. Pak pro méfitelnou E € B(R) definujeme

LSJ]" ) de(x ff ) der(z ff ) dpa(z

mé-li prava strana rovnosti smysl (tj. neni-li na pravé strané vyraz typu o0 — o). Nemiize-li dojit
ke zmateni, piSeme SZ f(z) dp(x) misto (LS) S(a p £ (@) dp(@) (kde —00 < a <b < 0).

Podobné jako vyse také definujeme SZ f(z)de(x) pro f : [a,b] — R méfitelnou a ¢ = p1 — o,
kde ¢1, 92 : [a,b] — R jsou omezené neklesajici funkce.

Poznamka. Plati, Ze hodnota integralu {,, f(z)de(x) nezavisi na volbé funkci o1, 2 a definice tak
dava dobry smysl. Funkce, které lze zapsat jako rozdil dvou neklesajicich funkci se nazyvaji funkce
S omezenou variact.

Vé&ta 3.24 (Pravidla pro po¢itani LS integralu). Necht ¢ : R — R je rozdilem omezengch neklesa-
jicich funkci a necht f : R — R je omezend méritelnd funkce. Pak

1. Pokud interval I je disjunktnim sjednocenim intervald (I j)?:l!

| H@)aeta fo ) dg(z

pak
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2. Pokud ¢ = Z;.Lzl ¢jg;, kde ¢; € R a g; : R — R jsou rozdilem omezenych neklesajicich funkci
pro kazdé 3 =1,...,n, pak

Jf ) dp(a Zqu 2) dg;(x

3. Pokud ¢ je spojitd v bodé c € R, pak pro —o0 < a < ¢ < b < o0 plati

c b
j f(z) dp(x) = j( @ dpte), o j S o) = | o)

4. Pokud je ¢ konstantni na otevieném intervalu I, pak

Lf@mmm=

5. Pro kazdé c € R mdame

[ ]f(ﬂf) dp(x) = f(e) (e(et) — p(c-)).

6. Pokud I = R je otevreny interval, f € C(I) a ¢ € C1(I), pak plati

| 1@aete) = | s

Diikaz. Diikaz nebyl, nebude zkouSen. O

Priklady. Spocitejte hodnotu Lebesgueova-Stieltjesova integralu SM x) dg(z) pro zadané funkce

f,9: M — R a mnoziny M:

a) M = [273]7 f(.%‘) = 56279(1‘) = X[Q,w)(x) b) M = [0700)7 f(l‘) =e”, g(l‘) = (3 - 6_2I)X[0,oo) (CL‘)
T x#2 x z <0

C)M=[1’3]’f(m)={1 x=2’g(x)={x+1 >0

dww=[LuJur:f x¢9mm={x v=0

1 z=0 z+1 >0
konec 18. pfednasky (3. 12. 2024)

0 r<l1
22 —2x+2 xe[l,2
&) M = [0.3), f(z) = 22, g(z) = 1.2)
3 T =2
T+ 2 x> 2

£) M =[0,5], f(z) = 2® + 1, g(2) = [2] (celd Cast) ) M = [, 3], f(z) = [2], g(2) = [22]

3.5. Prohozeni integralu a limity, integralu a rady

Priklady. Urcete, zda Lebesgueovy integraly existuji a zda jsou konvergentni (s parametry p, g, s €
R, ke Nu {0}):

0 0 2 1
SO 1-&-1902 dz b) SO € da SO sinx dz d) S1/2 |log x| dz

Vysledky nasledujicich prikladi budeme déla povazovat za ,zndmé integraly”:

e) S;C ngw)q dz (dikaz byl pfedveden na pfednasce a mize byt zkousen)
£y (/2
) 0 xP| log z|q

So ~225~(logz)* dx (diikaz byl pfedveden na prednasce a miize byt zkousen)

dz (dikaz na prednasce jen naznacen, miZe byt pouzit jako piiklad navic)
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konec 19. pfednasky (9. 12. 2024)

V celé této sekei je (X, A, 1) prostor s mirou.

Definice. Necht E je mnozina a pro j € N je f; : E — R funkce. Rekneme, 7e posloupnost {f; |
konverguje skoro vSude na E k funkci f : E — R, pokud E € A a existuje F' ¢ FE takova, Ze
fj|pv—> f‘F a /\n(E\F) =0.

Rekneme, ze Zle fj konverguje skoro vsude na E, pokud posloupnost ¢astecnych souctt {Z;\Izl %oy
konverguje skoro viude na FE.

Tvrzeni 3.25. Necht E € A a pro j € N je f; : E — R méFitelnd funkce. Necht f; = f na E,
p(E) < af, fdu existuje. Pak

tiw [ frdu= | rn
170 JE E

Diikaz. Dukaz byl, bude zkouSen. O
Véta 3.26 (Leviho véta). Necht E € A a pro j € N je f; :+ E — R méritelnd funkce. Necht
posloupnost funkct { f; 521 bodové konverguje na E a spliuge SE fidu>—-wa fi < fo<.... Pak
J lim f;dp = lim J fidp.
EJ—® IO Jp
Diikaz. Dikaz nebyl, nebude zkousen. U

Véta 3.27 (Lebesgueova véta). Necht E € A a pro j € N je f; : E — R méfitelnd funkce. Necht
posloupnost funket { f; ?C‘zl konverguje bodové skoro vsude na E. Necht existuje integrovatelnd funkce
g: E — R (takzvand majoranta) takovd, Ze

|fi(x)| < g(x), jeN, zekE.

Pak
J lim f;dp = lim J fidp.
EJI™®© I70JE
Diikaz. Diikaz nebyl, nebude zkouSen. O
1 N 00 2
Priklady. Spoctéte nasledujici limity: a) lingo dx b) lin;o e " dx
n— 0 n— 0

Dusledek 3.28 (Lebesgueova véta pro fady). Necht E € A a pro j € N je f; : E — R méFitelnd
funkce. Necht Z;O=1 f; konverguje skoro vsude na E. Necht existuje integrovatelnd funkce g : B — R
(takzvand majoranta) takovd, Ze

N
ij(z) <g(z), NeN, zeE.
j=1

Pak

Lgﬁw—gLﬁm

Diikaz. Dukaz nebyl, nebude zkousen. O

Disledek 3.29. Necht E€ A a pro j €N je f; : E — R mévitelnd funkce. Necht je splnéna jedna
z ndsledugjicich podminek

(i) f; = aq’, kde a, q jsou mé¥itelné funkee, |q| <1 a §, 145 du konverguje

(it) 2 §g | fil dp < o0 mebo § 3 1 f5] dp < oo,
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(’LZZ) fj:(—l)jhj, hj—>0, hl?hg?hg??OdSEhldu<OO

Pak tada Z;O=1 f; konverguje skoro vSude a plati

Lgﬂmfthm

Diikaz. Dikaz byl, bude zkouSen. O

Priklady. V néasledujicich ptikladech rozviiite integrovanou funkei v fadu, ovéfte moznost zamény
fady a integralu a vyjadrete integral jako ¢iselnou fadu.

a) §, 28021 gy p) da

er—1

konec 20. pfednasky (10. 12. 2024)

3.6. Integraly zavislé na parametru

V celé této sekei je (X, A, 1) prostor s mirou.

Véta 3.30 (Spojitost integralu zavislého na parametru). Necht E € A, a € R™ a necht U je
otevirend mnoZina obsahujict bod a. Necht funkce f : U x E — R md ndsledujici vlastnosti:

(i) Pro skoro vSechna x € E je funkce U 3t — f(t,x) spojitd v a,
(ii) pro vSechna t € U je funkce E 3 x — f(t,x) méFitelnd,
(i11) existuje integrovatelnd funkce g na E tak, Ze pro viechna t € U a x € E je |f(¢, z)| < g(x).

Potom pro vsechna t € U je E 3 x — f(t,x) integrovatelnd a funkce

nw=ijmwmxteU

je spojitd v bodé a.
Diikaz. Dukaz byl, bude zkouSen. O

Véta 3.31 (Derivace integralu zavislého na parametru). Necht E € A a I < R je otevieny omezeny
interval. Necht funkce f: I x E — R md ndsledujici vlastnosti:

(i) Pro skoro viechna x € E md funkce I 3t — f(t,x) vlastni derivaci na celém intervalu I,

(ii) pro vSechna t € I je funkce E 5 x — f(t,x) méFitelnd,

(i4i) existuje integrovatelnd funkce g na E tak, Ze pro vSechnat€l ax € E je

2
2(t,2)| < g(@),
(iv) existuje tg € I tak, Ze funkce E 3 x — f(tg, ) je integrovatelnd.

Pak pro vSechna t € I je funkce E 3 x — f(t,x) integrovatelnd, funkce

F(t)i= | fta)duta), el
E
md vlastni derivaci na celém intervalu I a plati

F'(t) = JE %(t,x) dp(x), tel.

Diikaz. Dikaz byl, bude zkouSen. O
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Definice. Funkci Gamma definujeme na intervalu (0, c0) pfedpisem
0
IL(s) := f e 2 tdx, se(0,0).
0
Tvrzeni 3.32 (Vlastnosti funkce Gamma). (i) I'(s) € (0,0), s € (0, 0);

() T'(1) = 1 a pro kaZdé s € (0,0) plati T'(s + 1) = sI'(s). Specidlné, T'(n + 1) = n! pro kazdé
n e N;

(i4i) T € C*(0,0), k e N;

(iv) T je ryze konverni na (0,00);

konec 21. predndsky (16. 12. 2024)

(v) lim,_ g+ I'(s) = lims_o0 I'(8) = +00;
(vi) T(3) = V.
Dikaz. Dukaz byl, bude zkouSen. O

Priklady. 1. Naleznéte defini¢ni obor nasledujicich funkei (tj. ta a € R Ze F'(a) € R) a dokazte, Ze
funkce jsou spojité na svych defini¢nich oborech:

a) o
F(a) := f 672 dx;
o 1+=x
b)

F(a):= L log(2? + a?) da

—{L.’IJ2
2. Nag¢rtnéte graf funkce F'(a) = S(O)O S4o7 (tj. spoctéte prvni a druhou derivaci, uréete monotonii a
konvexitu-konkavitu + limity v krajnich bodech defini¢niho oboru).

konec 22. piednasky (17. 12. 2024)

0 1 _ e—az
3. Rozhodnéte, pro které hodnoty parametra konverguje Lebesguetv integrél J- ———dza
0 xe

spoctéte jeho hodnotu pomoci vty o derivovani integrali zavislych na parametru.

Definice. Funkci Beta definujeme na (0, 00) x (0, 00) pFedpisem
1
Blpa)i= | a7 (1) s, (.)€ (0,0).
0

Tvrzeni 3.33 (Vlastnosti funkce Beta). (i) Pro kaZdé p,q € (0,00) mdme B(p,q) € (0,00);
(ii) pro kaZdé p,q € (0,00) mdame pB(p,q+ 1) = qB(p + 1,¢q);

(i) pro kazdé p,q € (0,00) mdme

oot /2 2p—1 2¢—1
Bp.g)=| ——dt=2 71 (sin )2 ! day
(p,q) J;) d+ e fo (cos ) (sin @) o

(iv) pro kazdé p,q € (0,%0) mame B(p,q) = T2D (specidlné B(p,q) = B(q,p));

(v) BeCF((0,0) x (0,0)), ke N;
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(vi) pro s € (0,1) plati

I'(s)I'(1—5s)=B(1—s,5) = joo t_s dt = foc ! at = —~

o 14+1¢ o 1+t sinms’

tSl

Diikaz. Diikaz byl na pfednésce az na Cast, kde se dokazuje Ze SSC 1—; dt = ;. Dokazana ¢ast

bude zkouSena. O

Priklady. Urcete hodnoty nasledujicich integralti: a) Sgo zte=" da b) Sg /2 sin* 2 cosS = dz

0 Lp—1
) Yo Tz

dz (0<p<n,neN)

konec 23. prednasky (6.1.2025)

d) §y ot da
Tvrzeni 3.34 (objem n-rozmerne koule). Necht je ddna n-rozmérnd koule B(0,R) < R"™. Pak
N(B(0, R)) = s R
Diikaz. Dikaz byl, bude zkouSen. O

Tvrzeni 3.35 (Stirlingiv vzorec).

Jim % (E)SF(S +1) = Var.

Diikaz. Dukaz nebyl, nebude zkouSen. O

Piiklady. Spoctéte nasledujici limity a) lim, o, A"(B(0,1))  b) lim,,—,e0

3.7. Radon-Nikodymova véta

V celé této sekei je (X, A, 1) prostor s mirou.

Definice. Rekneme, Ze mira p je o-konecénd, pokud existuji méfitelné mnoziny A,, n € N takové,
ze 1(Ay) < oo pro kazdé ne N a .y An = X.

Definice. Necht u, v jsou miry na (X, .A). Rekneme, ze v je absolutné spojitd vzhledem k p (znac¢ime
v << ), jestlize pro kazdou E € A plati

wE)=0=v(E)=0.

Definice. Necht f je nezaporné p-méfitelna funkce. Pak mira v : 4 — [0, 0] definované predpisem

V(E) i Lfdu

se nazyva mira s hustotou f (vzhledem k p). Naopak f se v této situaci nazyva hustota nebo

Radon-Nikodymova derivace miry v (vzhledem k p) a znadi t%'

Véta 3.36 (Radon-Nikodymova véta). Necht u je o-konecnd a necht' v je o-konecnd mira na (X, A)
splitujici v < p. Pak existuje prdvé jedna (aZ na modifikace na mnoZindch p-miry nula) p-mévitelnd
funkce f takovd, Ze f = g—/‘;, tj.

v(E) = JE fduy, Ee A

Navic, pokud je v konecénd, pak f je p-integrovatelnd.

Diikaz. Diikaz nebyl, nebude zkouSen. O
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Tvrzeni 3.37 (O integraci vzhledem k hustoté). Nechl p je o-koneénd a necht v je konecnd mira

na (X, A) spliiujici v < u a necht f = g—”. Pak pro kaZdou E € A a kaZdou A-méfitelnou funkci

m
g: E— R platd

| s@av = aran

md-li alespon jedna strana rovnosti smysl.

Diikaz. Diikaz nebyl, nebude zkouSen. O

konec 24. pfednasky (7.1.2025)
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