
1. Funkce více proměnných

1.1. Spojitost funkcí a parciálních derivací, věta o implicitní funkci

Definice. Nechť f je reálná funkce n proměnných, a P Rn a 1 ď i ď n. Pak parciální derivaci
funkce f v bodě a podle i-té proměnné definujeme jako limitu

Bf

Bxi
paq “ lim

tÑ0

fpa` teiq ´ fpaq

t

“ lim
tÑ0

fpa1, . . . , ai´1, ai ` t, ai`1, . . . , anq ´ fpa1, . . . , anq

t
,

pokud tato limita existuje vlastní. Symbolem Bf
Bxi

označujeme parciální derivaci funkce f podle
i-té proměnné, tj. funkci definovanou předpisem

Bf

Bxi
: x ÞÑ

Bf

Bxi
pxq.

Úmluva. V dalším textu bude výrok„parciální derivace existuje“ znamenat, že parciální derivace
existuje vlastní.

Věta 1.1 (o nabývání mezihodnot). Nechť I Ă Rn je interval, f : I Ñ R spojitá funkce a ať jsou
dány body a, b P I takové, že fpaq ă fpbq. Pak pro libovolné ζ P pfpaq, fpbqq existuje c P I takové,
že fpcq “ ζ.

Důkaz. Důkaz nebyl, nebude zkoušen.

Věta 1.2 (vztah parciálních derivací a spojitosti). Nechť f je reálná funkce n proměnných, a P Rn
a Bf
Bx1

, . . . , Bf
Bxn

jsou spojité funkce v bodě a. Pak f je spojitá v bodě a.

Důkaz. Důkaz nebyl, nebude zkoušen.

Definice. Nechť G Ă Rn je neprázdná otevřená množina, i, j P t1, . . . , nu, funkce f : GÑ R má v
každém bodě G vlastní i-tou parciální derivaci a a P G. Parciální derivaci funkce x ÞÑ Bf

Bxi
pxq podle

proměnné xj v bodě a značíme

B2f

BxiBxj
paq “

B

´

Bf
Bxi

¯

Bxj
paq

a nazýváme ji parciální derivací druhého řádu funkce f . Je-li i “ j, pak používáme značení B
2f
B2xi

paq.

Analogicky se definují parciální derivace vyšších řádů.

Definice. Nechť G Ă Rn je otevřená množina a k P N. Nechť funkce f : GÑ R má v každém bodě
množiny G spojité všechny parciální derivace až do řádu k. Pak říkáme, že funkce f je třídy Ck na
G. Množinu všech takových funkcí značíme CkpGq.

Věta 1.3 (o implicitní funkci). Nechť k P N, G Ă R2 je otevřená, F : GÑ R, px0, y0q P G a nechť
platí

(i) F P CkpGq,

(ii) F px0, y0q “ 0,

(iii) BF
By px0, y0q ‰ 0.
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Pak existují ε, δ ą 0 taková, že pro každé x P px0´ ε, x0` εq existuje právě jedno y P py0´ δ, y0` δq
s vlastností F px, yq “ 0. Označíme-li toto y symbolem ϕpxq, pak ϕ P Ckppx0 ´ ε, x0 ` εqq a

ϕ1pxq “ ´
BF
Bx px, ϕpxqq
BF
By px, ϕpxqq

, x P px0 ´ ε, x0 ` εq.

Důkaz. Přednesená část důkazu bude zkoušena (existence ε a δ).

Příklady.

1. Je dán vztah x2 ` 2xy2 ` y4 ´ y5 “ 0 a bod r0, 1s. Dokažte, že:

i) tímto vztahem je definována hladká funkce y “ fpxq v jistém okolí bodu 0, pro kterou platí
fp0q “ 1;

ii) spočtěte f 1p0q;

iii) spočtěte f2p0q; konec 1. přednášky (30. 9. 2024)

iv) zjistěte, zda je f na okolí bodu 0 konkávní/konvexní.

2. Ukažte, že daná rovnice určuje v jisté okolí bodu M “ rm1,m2s implicitně zadanou funkci
y “ fpxq. Spočtěte f 1pm1q a f2pm1q.

a) exy
2
´1 ` log x

y “ 1, M “ r1, 1s b) logpx` y3q ` exppx` 2yq “ 1, M “ r2,´1s

konec 2. přednášky (1. 10. 2024)

1.2. Extrémy funkcí více proměnných

Definice. Nechť M Ă Rn, x P M a f je reálná funkce definovaná alespoň na M (tj. M Ă Dpfq a
Hpfq Ă R). Řekneme, že f nabývá v bodě x

• maxima na M , jestliže platí @y PM : fpyq ď fpxq,

• lokálního maxima vzhledem k M , jestliže existuje δ ą 0 takové, že @y P Bpx, δqXM : fpyq ď
fpxq,

• ostrého maxima na M , jestliže platí @y PMztxu : fpyq ă fpxq,

• ostrého lokálního maxima vzhledem kM , jestliže existuje δ ą 0 takové, že @y P pBpx, δqztxuqX
M : fpyq ă fpxq

Analogicky definujememinimum a ostré minimum naM , lokální minimum a ostré lokální minimum
vzhledem k M .

Extrémy na otevřené množině

Věta 1.4 (nutná podmínka lokálního extrému). Nechť G Ă Rn je otevřená množina, a P G a
funkce f : GÑ R má v bodě a lokální extrém. Pak pro každé j P t1, . . . , nu platí:

Parciální derivace
Bf

Bxj
paqbuď neexistuje, nebo je rovna nule.

Důkaz. Důkaz byl, bude zkoušen.
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Definice. Nechť G Ă Rn je otevřená množina, a P G a f P C1pGq. Gradientem funkce f v bodě a
rozumíme vektor

∇fpaq :“

ˆ

Bf

Bx1
paq,

Bf

Bx2
paq, . . . ,

Bf

Bxn
paq

˙

.

Pokud ∇fpaq “ o, pak bod a nazýváme stacionárním bodem funkce f .

Definice. Nechť G Ă R2 je neprázdná otevřená množina, a P G a f P C2pGq. Pak Hessova matice
je matice

˜

B
2f
B2x paq

B
2f

BxBy paq
B
2f

ByBx paq
B
2f
B2y paq

¸

Značíme ji symbolem ∇2fpaq.

Věta 1.5. Nechť G Ă R2 je neprázdná otevřená množina, f P C2pGq a a P G je stacionárním
bodem funkce f . Potom platí:

(a) Je–li matice ∇2fpaq negativně definitní, nabývá f v bodě a ostrého lokálního maxima.

(b) Je–li matice ∇2fpaq pozitivně definitní, nabývá f v bodě a ostrého lokálního minima.

(c) Je–li matice ∇2fpaq indefinitní, nenabývá f v bodě a ani lokálního minima, ani lokálního ma-
xima, tj. a je sedlový bod funkce f .

Důkaz. Důkaz nebyl, nebude zkoušen.

Poznámka. Pojem pozitivní/negativní definitnosti byl definován v předmětu Lineární algebra.

Připomeňme, že symetrická matice
ˆ

a c
c b

˙

je

• pozitivně definitní, právě když a ą 0 a ab ą c2,

• negativně definitní, právě když a ă 0 a ab ą c2,

• indefinitní, právě když ab ă c2.

Věta 1.6 (záměnnost parciálních derivací). Nechť G Ă Rn je otevřená množina a f P C2pGq. Pak
pro každé a P G platí B

2f
BxiBxj

paq “ B
2f

BxjBxi
paq

Důkaz. Důkaz nebyl, nebude zkoušen.

Příklady. U následujících funkcí nalezněte lokální extrémy.
a) fpx, yq “ x2 ` py ´ 1q2 b) fpx, yq “ |x2 ` y2 ´ 1| konec 3. přednášky (7. 10. 2024)

c) fpx, yq “ ex
2
´yp5´ 2x` yq d) fpx, yq “ xy

a

1´ x2 ´ y2, px, yq P tpx, yq P R2; x2 ` y2 ă 1u

Extrémy na uzavřené množině - Lagrangeova věta o multiplikátoru

Definice. Množina A Ă Rn je omezená, pokud je omezená množina tρpx, 0q; x P Au.
Množina A Ă Rn je kompaktní, pokud je uzavřená a omezená.

Věta 1.7 (o nabývání extrémů). Nechť A Ă Rn je neprázdná kompaktní množina, f : A Ñ R
spojitá funkce. Pak existují body c, d P A takové, že

fpcq “ inftfpxq; x P Au, fpdq “ suptfpxq; x P Au.

Důkaz. Důkaz nebyl, nebude zkoušen.

Příklady. Zjistěte sup a inf funkce f na množině M a vyšetřete, zda těchto hodnot funce f na M
nabývá (bez Lagrangeových multiplikátorů).

a) fpx, yq “ x´ 2y ´ 3; M “ trx, ys; 0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1, x` y ď 1u
b) fpx, y, zq “ px` yq2 ` px´ yq2 ` z; M “ x´1, 1y ˆ x´1, 1y ˆ x´1, 1y
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konec 4. přednášky (8. 10. 2024)

Věta 1.8 (derivace složené funkce). Nechť G Ă R, H Ă R2 jsou otevřené množiny, ϕ1, ϕ2 P C1pGq,
f P C1pHq a pro každé x P G je pϕ1pxq, ϕ2pxqq P H. Potom pro složenou funkci F : G Ñ R
definovanou předpisem

F pxq :“ fpϕ1pxq, ϕ2pxqq, x P G

platí, že F P C1pGq a pro každé a P G platí

F 1paq “
Bf

Bx
pbq ¨ ϕ11paq `

Bf

By
pbq ¨ ϕ12paq,

kde b “ pϕ1paq, ϕ2paqq.

Důkaz. Důkaz byl, bude zkoušen.

Věta 1.9 (Lagrangeova věta o multiplikátoru). Nechť G Ă R2 je otevřená množina, f, g P C2pGq,
M “ tpx, yq P G; gpx, yq “ 0u a px0, y0q P M je bodem lokálního extrému funkce f vzhledem k
množině M . Potom je splněna alespoň jedna z následujících podmínek:

(a) ∇gpx0, y0q “ p0, 0q,

(b) existuje číslo λ P R splňující

Bf

Bx
px0, y0q ` λ

Bg

Bx
px0, y0q “ 0,

Bf

By
px0, y0q ` λ

Bg

By
px0, y0q “ 0.

Důkaz. Důkaz byl, bude zkoušen.

konec 5. přednášky (14. 10. 2024)

Příklady.

1. Nalezněte maxima a minima funkce f na množině M (s Lagrangeovými multiplikátory).

a) fpx, yq “ 5x´ 3y, M “ trx, ys, x2 ` y2 “ 136u
b) fpx, yq “ arctg x` arctg y, M “ trx, ys, x2 ` y2 ď 1, x ě 0, y ě 0u
c) fpx, yq “ xy, M “ trx, ys, 3x2 ` y2 “ 6u

2. Při jakých rozměrech bude mít otevřená nádoba tvaru kvádru daného objemu V minimální
povrch?

3. Dané kladné číslo a rozložte na součet dvou čísel x a y tak, že součet jejich druhých mocnin je
minimální.

konec 6. přednášky (15. 10. 2024)
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2. Posloupnosti a řady funkcí

2.1. Stejnoměrná konvergence posloupností a řad funkcí

Definice. Nechť E je množina, f : E Ñ R je funkce a pro n P N je fn : E Ñ R funkce. Řekneme,
že posloupnost tfnu8n“1 konverguje bodově na E k funkci f , pokud pro každé x P E platí fpxq “
limnÑ8 fnpxq. Značíme fn Ñ f .

Řekneme, že posloupnost tfnu8n“1 konverguje stejnoměrně na E k funkci f , pokud

@ε ą 0 Dk P N @x P E @n ě k : |fnpxq ´ fpxq| ă ε.

Značíme fn Ñ f .

Definice. Nechť E je množina, f : E Ñ R je funkce a pro n P N je fn : E Ñ R funkce. Řekneme,
že

ř8

j“1 fj konverguje bodově na E k funkci f , pokud posloupnost částečných součtů t
řN
j“1 fju

8
N“1

konverguje bodově na E k funkci f .
Řekneme, že řada

ř8

n“1 fn konverguje stejnoměrně na E k funkci f , pokud posloupnost částeč-
ných součtů t

řN
n“1 fnu

8
N“1 konverguje stejnoměrně k f . Značíme

ř8

n“1 fn Ñ f .

Fakt 2.1. Stejnoměrně konvergentní posloupnost (resp. řada) funkcí je bodově konvergentní.

Důkaz. Důkaz byl, bude zkoušen.

Tvrzení 2.2 (Kritérium stejnoměrné konvergence). Nechť E je množina, f : E Ñ R funkce a pro
n P N je fn : E Ñ R funkce. Pro každé x P E označme σn :“ supxPE |fnpxq ´ fpxq|. Pak fn Ñ f
právě když limnÑ8 σn “ 0.

Důkaz. Důkaz byl, bude zkoušen.

Příklad. Pro fnpxq :“ xn, x P r0, 1s a fpxq “

#

0 x P r0, 1q,

1 x “ 1.
platí, že fn Ñ f , ale fn ­Ñ f .

Tvrzení 2.3 (Weierstrassovo kritérium, M-test). Nechť
ř8

n“1 fn je řada reálných funkcí defino-
vaných na neprázdné množině E. Označme σn :“ supxPE |fnpxq|. Jestliže

ř8

n“1 σn ă 8, pak
ř8

n“1 fn Ñ na E.

Důkaz. Důkaz byl, bude zkoušen.

Tvrzení 2.4 (Zachování spojitosti). Nechť tfnu8n“1 je posloupnost reálných spojitých funkcí defi-
novaných na neprázdné podmnožině E Ă R a f : E Ñ R je funkce.

(i) Pokud fn Ñ f na E, pak f je spojitá.

(ii) Pokud
ř8

n“1 fn Ñ f na E, pak f je spojitá.

Důkaz. Důkaz byl, bude zkoušen.

konec 7. přednášky (21. 10. 2024)

Tvrzení 2.5 (Prohození limit). Je–li
ř8

n“1 fn je řada spojitých reálných funkcí definovaných na
omezeném intervalu pa, bq Ă R, která stejnoměrně konverguje na pa, bq a pro každé n P N existuje
vlastní limxÑa` fnpxq, pak

8
ÿ

n“1

lim
xÑa`

fnpxq “ lim
xÑa`

8
ÿ

n“1

fnpxq.
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Důkaz. Důkaz nebyl, nebude zkoušen.

Tvrzení 2.6 (Záměna sumy a derivace). Nechť tfnu8n“1 je posloupnost reálných spojitých funkcí
definovaných na neprázdném omezeném intervalu pa, bq Ă R splňující

(i) fn má vlastní derivaci na pa, bq, n P N,

(ii) existuje x0 P pa, bq takové, že číselná řada
ř8

n“1 fnpx0q je konvergentní,

(iii)
ř8

n“1 f
1
n Ñ na pa, bq.

Pak
ř8

n“1 fn Ñ na pa, bq a pro každé x P pa, bq platí
˜

8
ÿ

n“1

fn

¸1

pxq “
8
ÿ

n“1

f 1npxq.

Důkaz. Důkaz nebyl, nebude zkoušen.

Tvrzení 2.7 (Záměna sumy a integrálu). Nechť tfnu8n“1 je posloupnost reálných spojitých funkcí
definovaných na neprázdném omezeném intervalu pa, bq Ă R splňující

(i) fn má na pa, bq konvergentní Newtonův integrál, n P N;

(ii) řada
ř8

n“1 fn konverguje stejnoměrně k funkci f na pa, bq.

Pak f má na pa, bq konvergentní Newtonův integrál a platí
8
ÿ

n“1

pNq

ż b

a

fn “ pNq

ż b

a

8
ÿ

n“1

fn.

Důkaz. Důkaz nebyl, nebude zkoušen.

Příklady.

1. Vyšetřete bodovou a stejnoměrnou konvergenci následujících řady funkcí
ř8

n“1 fn, kde fnpxq “
nx

1`n5x2 , x P R.

2. Dokažte, že funkce f daná předpisem

fpxq :“
8
ÿ

n“0

xn

n!
, x P R

je spojitá na svém definičním oboru a f 1pxq “ fpxq pro x P R.

3. Dokažte, že funkce f daná předpisem

fpxq :“
8
ÿ

n“1

p´1qn
sinp1` x

n q?
n

, x P R

je spojitá na svém definičním oboru a spočtěte f 1p0q.

4. Dokažte, že pro funkci fpxq :“
ř8

n“1
1
nx , x P p1,8q platí f P C1pp1,8qq.

konec 8. přednášky (22. 10. 2024)

5. Nechť je funkce f dána předpisem

fpxq :“
8
ÿ

n“1

p´x2 ` 6x´ 8qn.

Nalezněte definiční obor funkce f (tj. určete pro která x P R je fpxq P R). Dokažte, že funkce f
je spojitá v bodě 7{2. Dokažte, že funkce f má vlastní derivaci v bodě 7{2 a vyjádřete f 1p7{2q
jako součet číselné řady.
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2.2. Mocninné řady

Definice. Mocninnou řadou o středu a P R rozumíme řadu
8
ÿ

n“0

anpx´ aq
n,

kde an P R pro každé n P NY t0u a x P R.

Věta 2.8 (o poloměru konvergence mocninné řady). Nechť
ř8

n“0 anpx ´ aqn je mocninná řada.
Pak existuje právě jeden nezáporný prvek % P RY t8u takový, že

• pro každé x P R, |x´ a| ă %, je uvedená řada absolutně konvergentní,

• pro každé x P R, |x´ a| ą %, je uvedená řada divergentní.

Prvek % splňuje

% “
1

lim supnÑ8
n
a

|an|
,

kde výrazem 1
0 rozumíme 8 a výrazem 1

8
rozumíme 0. Prvek % nazýváme poloměrem konvergence

uvedené řady.

Důkaz. Důkaz nebyl, nebude zkoušen.

Příklady. Nalezněte poloměr konvergence následujících mocninných řad. Určete oblasti absolutní
konvergence, neabsolutní konvergence a divergence.

1.
ř8

n“1
n7

n`20x
n

2.
ř8

n“1
1
npx

n (p P R)00

Věta 2.9. Nechť panq8n“1 je posloupnost nezáporných čísel a nechť existuje limnÑ8
an`1

an
. Potom

existuje také limnÑ8
n
?
an a limity se rovnají.

Důkaz. Důkaz nebyl, nebude zkoušen.

Věta 2.10 (derivace a integrace mocninné řady). Nechť % je poloměr konvergence mocninné řady
ř8

n“0 anpx ´ aqn. Potom poloměr konvergence řad
ř8

n“1 nanpx ´ aqn´1 a
ř8

n“0
an
n`1 px ´ aqn`1 je

také roven %. Pro x P R splňující |x´ a| ă % označme fpxq “
ř8

n“0 anpx´ aq
n. Potom

(i) funkce f má v každém takovém bodě vlastní derivaci a platí f 1pxq “
ř8

n“1 nanpx´ aq
n´1;

(ii)
ř8

n“0
an
n`1 px´ aq

n`1 je primitivní funkce k f na pa´ %, a` %q.

Speciálně, dostáváme následující vzorec pro výpočet n-té derivace funkce f : f pnqpaq “ n!an, n ě 0.

Důkaz. Důkaz poloměru konvergence řad
ř8

n“1 nanpx´aq
n´1 a

ř8

n“0
an
n`1 px´aq

n`1 byl vynechán,
zbytek byl na přednášce dokázán. Dokázaná část bude zkoušena.

konec 9. přednášky (29. 10. 2024)

Příklady. Nalezněte poloměr konvergence následujících mocninných řad. Určete oblasti absolutní
konvergence, neabsolutní konvergence a divergence.

1.
ř8

n“1
3n
`p´2qn

n px` 1qn

2.
ř8

n“1
p3`p´1qnqn

n xn

Příklad. Nalezněte poloměr konvergence mocninné řady
ř8

n“1
nn

n! x
n.

Příklady. Vyjádřete následující funkce jako mocninnou řadu o středu 0.
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1. e´x
2

2. p1` xq logp1` xq

Věta 2.11 (Abelova). Nechť % je poloměr konvergence mocninné řady
ř8

n“0 anpx´aq
n a % P p0,8q.

(a) Jestliže je řada
ř8

n“0 an%
n konvergentní, potom

lim
xÑpa`%q´

8
ÿ

n“0

anpx´ aq
n “

8
ÿ

n“0

an%
n.

(b) Jestliže je řada
ř8

n“0 anp´%q
n konvergentní, potom

lim
xÑpa´%q`

8
ÿ

n“0

anpx´ aq
n “

8
ÿ

n“0

anp´%q
n.

Příklady. 1. Sečtěte řady všude na intervalu konvergence: a)
ř8

n“0
x4n`5

n! b)
ř8

n“1 nx
n c)

ř8

n“1
xn

npn`1q

konec 10. přednášky (4. 11. 2024)

2. Sečtěte řady: a)
ř8

n“1
p´1qn

n b)
ř8

n“1
n
2n c)

ř8

n“1p´1qn 2n`3
pn`1q2n

3. Nalezněte max. řešení diferenciální rovnice y1pxq “ 3ypx{2q s počáteční podmínkou yp0q “ 1.
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3. Teorie míry a integrálu

3.1. Pojem míry, abstraktní Lebesgueův integrál

3.1.1 Základní pojmy
Definice. Nechť X je množina. Systém A podmnožin X se nazývá algebra, pokud

(i) H P A, X P A;

(ii) E P A ùñ XzE P A;

(iii) E1, E2 P A ùñ E1 Y E2 P A.

Pokud navíc A splňuje

(iv) En P A, n “ 1, 2, . . . ùñ
Ť8

n“1En P A,

pak říkáme, že A je σ-algebra. Je–li A σ-algebra, dvojice pX,Aq se nazývá měřitelný prostor a prvky
A se nazývají měřitelné množiny.

konec 11. přednášky (11. 11. 2024)

Fakt 3.1. Každá algebra (resp. σ-algebra) je uzavřená i na konečné (resp. spočetné) průniky.

Důkaz. Důkaz byl, bude zkoušen.

Definice. Nechť pX,Aq je měřitelný prostor. Funkce µ : AÑ r0,8s se nazývá míra, pokud splňuje

(i) µpHq “ 0,

(ii) jestliže En P A, n “ 1, 2, . . . jsou po dvou disjunktní, pak

µp
8
ď

n“1

Enq “
8
ÿ

n“1

µpEnq.

Trojice pX,A, µq se nazývá prostor s mírou.

Poznámka. Příkladem míry je například tzv. počítací míra, která každé množině A Ă X přiřadí
počet jejích prvků.

Tvrzení 3.2 (Vlastnosti míry). Nechť pX,A, µq je prostor s mírou.

(i) Je-li A,B P A a A Ă B, je µpAq ď µpBq. Navíc, pokud µpBzAq ă 8, pak µpAq “ µpBq ´
µpBzAq.

(ii) Je-li tAnu8n“1 posloupnost z A, je µ
`

8
Ť

n“1
An

˘

ď
8
ř

n“1
µpAnq

(iii) Je-li tAnu8n“1 rostoucí posloupnost z A, je µ
`

8
Ť

n“1
An

˘

“ lim
n
µpAnq.

(iv) Je-li tAnu8n“1 klesající posloupnost z A a µpA1q ă 8, je µ
`

8
Ş

n“1
An

˘

“ lim
n
µpAnq.

Důkaz. Důkaz byl, bude zkoušen.

Definice. Nechť pX,A, µq je prostor s mírou. Řekneme, že míra µ je úplná, pokud každá podmno-
žina množiny míry nula je měřitelná.

9



3.1.2 Konstrukce úplných měr, Lebesgueova míra
Definice. Nechť I Ă R je interval s krajními body a, b P R. Pak délkou intervalu I rozumíme číslo
|b´ a|. Značíme `pIq :“ |b´ a|. Dále definujeme `pJq :“ 8, pokud J je neomezený interval.

Nechť I1, . . . , In Ă R jsou intervaly a Q “ I1 ˆ . . . ˆ In Ă Rn. Pak objemem n-rozměrného
intervalu Q rozumíme číslo `pI1q ¨ ¨ ¨ `pInq. Značíme `npQq :“ `pI1q ¨ ¨ ¨ `pInq.

Definice. Vnější míra na množině X je zobrazení ν : PpXq Ñ r0,8s splňující

1. νpHq “ 0;

2. A Ă B ùñ νpAq ď νpBq;

3. Je-li tAnu8n“1 posloupnost podmnožin X, pak ν
´ 8

Ť

n“1
An

¯

ď
8
ř

n“1
νpAnq.

Příklad. Definujme funkci λ˚ : PpRnq Ñ r0,8s předpisem

λ˚pAq :“ inft
8
ÿ

j“1

`npQjq; Qj jsou n-rozměrné intervaly ,
8
ď

j“1

Qj Ą Au.

Pak λ˚ je vnější míra na Rn, které říkáme Lebesgueova vnější míra na Rn.

Definice. Nechť ν je vnější míra na množině X. Množinu M Ă X nazveme ν-měřitelnou (podle
Carathéodoryho), jestliže pro každou “testovací” množinu T Ă X platí

νpT q “ νpT XMq ` νpT zMq.

Systém všech (carathéodoryovsky) měřitelných množin značíme Mpνq.

Věta 3.3. Nechť ν je vnější míra na množině X. Pak Mpνq je σ-algebra a funkce Mpνq Q A ÞÑ νpAq
je úplná míra.

Důkaz. Důkaz nebyl, nebude zkoušen.

Definice. Nechť λ˚ je Lebesgueova vnější míra na Rn. Funkci Mpλ˚q Q A ÞÑ λ˚pAq říkáme Lebes-
gueova míra na Rn a značíme ji λn. Množiny z Mpλ˚q se nazývají Lebesgueovsky měřitelné.

Definice. Definujeme BpRnq jako nejmenší σ-algebru obsahující otevřené množiny v Rn. BpRnq se
nazývá borelovská σ-albebra a jejím prvkům se říká borelovské množiny.

Lemma 3.4. Nechť n,m P N, A Ă Rn a B Ă Rm jsou borelovské množiny. Pak AˆB Ă Rn`m je
borelovská množina.

Důkaz. Důkaz nebyl, nebude zkoušen.

Tvrzení 3.5. Každá borelovská množina je Lebesgueovsky měřitelná, Lebesgueova míra je úplná a
pro každý n-rozměrný interval Q Ă Rn platí `npQq “ λnpQq. Navíc, Lebesgueova míra je translačně
invariantní, tj. pro každou měřitelnou množinu A a každý vektor c P Rn máme λnpA` cq “ λnpAq,
kde A` c “ ta` c : a P Au.

Důkaz. Důkaz nebyl, nebude zkoušen.

konec 12. přednášky (12. 11. 2024)
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3.1.3 Měřitelná zobrazení
Značení. Je–li X množina a A Ă X, pak charakteristická funkce množiny A je funkce χA : X Ñ R
definovaná předpisem

χApxq :“

#

1, x P A

0, x R A

Je–li f : D Ñ RY t˘8u funkce a M Ă R, značíme

tf PMu :“ tx P D; fpxq PMu,

podobně zavádíme značení jako tf ą au, tf “ au.

V celé této subsekci je pX,Aq měřitelný prostor.

Definice. Nechť pY,A2q je měřitelný prostor. Zobrazení f : X Ñ Y je pA,A2q-měřitelné, pokud
pro každou E P A2 je tf P Eu P A.

Úmluva. Pokud je z kontextu jasné co je A a A2, pak říkáme, že funkce je “měřitelná” místo
“pA,A2q-měřitelná”. Pokud není řečeno jinak, tak pro X “ Rn uvažujeme A “ BpRnq.

Tvrzení 3.6. Nechť f : X Ñ R Y t˘8u je funkce splňující, že pro každý otevřený interval I Ă
RY t˘8u máme f´1pIq P A. Pak f je měřitelná funkce.

Důkaz. Důkaz pro f : X Ñ R byl předveden na přednášce a bude zkoušen.

Tvrzení 3.7. (i) Kdykoliv G Ă Rn a f : GÑ R je spojitá funkce, pak f je měřitelná.

(ii) Každá monotónní funkce f : RÑ R je měřitelná.

(iii) Funkce χA : X Ñ R je měřitelná pro každou A P A.

(iv) Složení měřitelných funkcí je měřitelná funkce.

(v) Součet, součin, podíl, maximum a minimum konečně mnoha reálných měřitelných funkcí jsou
opět měřitelné funkce.

(vi) Je-li tfnu8n“1 posloupnost měřitelných funkcí, jsou i sup fn, inf fn, lim sup fn, lim inf fn (a tedy
i lim fn, existuje-li) měřitelné funkce.

Důkaz. Důkaz části (i) pro f : Rn Ñ R byl předveden na přednášce a bude zkoušen, důkaz části
(iii) byl předveden na přednášce a bude zkoušen.

3.1.4 Lebesgueův integrál
V celé této subsekci je pX,A, µq prostor s mírou.

Značení. Je–li f : E Ñ R Y t˘8u funkce, definujeme f` :“ maxtf, 0u a f´ :“ maxt´f, 0u.
(Maximum/minimum funkcí definujeme bodově.) Tedy f “ f` ´ f´ a |f | “ f` ` f´.

Definice. Konečný soubor množin tA1, . . . , Amu Ă A nazveme rozkladem množiny E P A, jestliže
množiny Aj jsou po dvou disjunktní a

Ťm
j“1Aj “ E.

Fráze skoro všude nebo µ-skoro všude se používá ve spojení s vlastností bodů množiny X.
Řekneme-li, že taková vlastnost platí skoro všude (nebo ve skoro všech bodech), znamená to, že je
splněna až na množinu míry nula, neboli, že existuje množina N P A míry nula tak, že vlastnost je
splněna ve všech bodech množiny XzN .

Definice. Nechť f je měřitelná funkce (s hodnotami v RY t˘8u).

1. Je–li f ě 0, definujeme
ż

X

f dµ :“ sup

#

m
ÿ

j“1

ajµpAjq; tAju
m
j“1 je rozklad X, 0 ď aj ď f na Aj , j “ 1, . . . ,m

+

,

kde používáme konvenci že 0 ¨ 8 “ 0.
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2. V obecném případě definujeme
ż

X

f dµ :“

ż

X

f` dµ´

ż

X

f´ dµ,

pokud má tento rozdíl smysl.

3. Je–li E Ă X, E P A a funkce f je definovaná skoro všude na E, pak definujeme
ż

E

f dµ :“

ż

X

f ¨ χEXDpfq dµ.

Je-li integrál
ş

E
f dµ defiován, říkáme též, že má smysl, nebo že funkce f má integrál. Je-li navíc

tento integrál konečné číslo, říkáme, že
ş

E
f dµ konverguje, nebo že f je integrovatelná a tento fakt

značíme symbolem f P L1pE,A, µq, nebo zkráceně f P L1pEq.

konec 13. přednášky (18. 11. 2024)

Věta 3.8 (Základní vlastnosti Lebesgueova integrálu). Nechť f a g jsou měřitelné funkce, α P R a
E P A. Pak

(i)
ş

X
χE dµ “ µpEq;

(ii) Je–li tD1, D2u Ă A rozklad množiny E, pak
ż

E

f dµ “

ż

D1

f dµ`

ż

D2

f dµ;

(iii)
ż

E

αf ` g dµ “ α

ż

E

f dµ`

ż

E

g dµ,

má–li pravá strana smysl;

(iv)
ş

E
f dµ “ 0, pokud µpEq “ 0 nebo pokud f “ 0 skoro všude na E;

(v) Pokud
ş

E
|f |dµ konverguje, pak |f | ă 8 skoro všude na E;

(vi) Pokud je µpEq ă 8 a f je omezená, pak
ş

E
f dµ konverguje a

ş

E
|f | dµ ď supxPE |fpxq| ¨µpEq;

(vii)
ş

E
f dµ konverguje právě tehdy, když

ş

E
|f |dµ konverguje;

(viii) Jestliže f, g mají integrál a f ď g skoro všude na E, pak
ż

E

f dµ ď

ż

E

g dµ;

(ix)
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

f dµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

E

|f |dµ.

Důkaz. Zkoušeny budou přednášeny pouze ty části, jejichž důkaz byl předveden na přednášce (tj.
část (i) a (iv)).
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3.1.5 Vztah Lebesgueova integrálu k Newtonovu integrálu a Riemannovu
integrálu

V moderní matematické literatuře se integrálem bez přívlastku rozumí vždy integrál Lebesgueův.
Význam Newtonova a Riemannova integrálu zůstává ve sféře didaktiky.

Věta 3.9 (Vztah mezi Newtonovým a Lebesgueovým integrálem). Nechť f je nezáporná spojitá
funkce na intervalu pa, bq. Potom pNq ´

şb

a
fpxqdx konverguje, právě když konverguje Lebesgueův

integrál funkce f . V tom případě mají oba integrály společnou hodnotu.

Důkaz. Důkaz nebyl, nebude zkoušen.

Věta 3.10 (Vztah mezi Riemannovým a Lebesgueovým integrálem). Nechť f je Riemannovsky
integrovatelná funkce na ra, bs. Potom Lebesgueův integrál funkce f od a do b konverguje a je roven
integrálu Riemannovu.

Důkaz. Důkaz nebyl, nebude zkoušen.

3.2. Fubiniova věta

Lemma 3.11. Nechť n,m P N a E Ă Rn, F Ă Rm jsou Lebesgueovsky měřitelné množiny. Pak
E ˆ F je Lebesgueovsky měřitelná množina a λn`mpE ˆ F q “ λnpEq ¨ λmpF q, kde definujeme
0 ¨ 8 “ 0.

Důkaz. Důkaz nebyl, nebude zkoušen.

Definice. Nechť E Ă X ˆ Y . Značíme
Ex,˚ :“ ty P Y ; px, yq P Eu, x P X,

E˚,y :“ tx P X; px, yq P Eu, y P Y.

Tyto množiny se nazývají řezy.

Věta 3.12 (Fubiniova věta). Nechť n,m P N, E Ă Rn`m je Lebesgueovsky měřitelná množina a
f : E Ñ R je Lebesgueovsky měřitelná funkce. Předpokládejme, že integrál

ż

M

fpx, yqdλn`m

má smysl. Potom všechny integrály níže mají smysl a platí
ż

E

f dλn`m “

ż

Rn

ˆ
ż

Ex,˚

fpx, yqdλmpyq

˙

dλnpxq “

ż

Rm

ˆ
ż

E˚,y

fpx, yqdλnpxq

˙

dλmpyq. (3.1)

Speciálně, je–li f ě 0 nebo je jeden z integrálů
ż

E

|f |dλn`m,

ż

Rn

ˆ
ż

Ex,˚

|fpx, yq|dλmpyq

˙

dλnpxq,

ż

Rm

ˆ
ż

E˚,y

|fpx, yq| dλnpxq

˙

dλmpyq

konečný, pak platí (3.1).

Důkaz. Důkaz nebyl, nebude zkoušen.

Příklady. 1. Ukažte, že následující množiny M Ă R2 jsou měřitelné a spočtěte jejich Lebesgu-
eovu míru λ2pMq.
a)

M “ tpx, yq P R : x P r1, 2s, 1
x ď y ď xu,

b)
M “ tpx, yq P R : x ą 2, 0 ă y ă 1

xu.

2. Spočtěte integrál
ż

r3,4sˆr1,2s

1

px` yq2
dλ2px, yq

konec 14. přednášky (19. 11. 2024)
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3.3. Věta o substituci

Definice. Nechť G Ă Rn je otevřená množina a ϕi P C1pGq, i “ 1, . . . , n. Uvažujme funkci ϕ “
pϕ1, . . . , ϕnq : GÑ Rn. Pak Jacobiho matice zobrazení ϕ v bodě t je matice

ˆ

Bϕi
Bxj

ptq

˙n

i,j“1

.

Pokud má Jacobiho matice zobrazení ϕ v každém bodě t P G hodnost n, pak řekneme, že ϕ je
regulární a determinant Jacobiho matice nazýváme jakobiánem zobrazení ϕ v bodě t a značíme jej
Jϕptq.

Věta 3.13 (O substituci). Nechť G Ă Rn je otevřená množina a ϕ : G Ñ Rn je prosté regulární
zobrazení. Nechť f je funkce na E Ă ϕpGq. Potom

ż

E

fpxqdλnpxq “

ż

ϕ´1pEq

fpϕptqq|Jϕptq|dλ
nptq,

pokud alespoň jedna strana má smysl.

Důkaz. Důkaz nebyl, nebude zkoušen.

Věta 3.14 (o zobecněných polárních souřadnicích). Nechť a, b ą 0, G “ tpr, αq P R2; r ą 0, α P
p´π, πqu a zobrazení ϕ : GÑ R2 je dáno předpisem ϕpr, αq :“ par cosα, br sinαq, pr, αq P G. Pak ϕ
je prosté regulární zobrazení a |Jϕpr, αq| “ abr pro pr, αq P G. Je–li E Ă R2 a f funkce na E, pak

ż

E

fpx, yqdλ2px, yq “

ż

GXϕ´1pEq

abr ¨ fpar cosα, br sinαqdλ2pr, αq,

má–li alespoň jedna strana rovnosti smysl.

Důkaz. Důkaz byl, bude zkoušen.

Poznámka. Někdy je vhodné zobecněné polární souřadnice zřejmým způsobem posunout, tj. pro
px0, y0q P R2 uvažovat transformaci ϕ : GÑ R2 danou předpisem ϕpr, αq :“ par cosα`x0, br sinα`
y0q.

Příklady. 1. Spočtěte
ş

M
fpx, yqdλ2:

a)M “ trx, ys P R2; x2 ` y2 ď 1u; fpx, yq “ 1?
1´x2´y2

b)M “ trx, ys P R2; x?
3
ď y ď 2x, x ď x2 ` y2 ď 3xu; fpx, yq “ 1

px2`y2q2

c)M “ trx, ys P R2; x2

9 `
y2

4 ď 1u; fpx, yq “ x2 ` y2

2. Spočtěte míru λ2pMq množiny M :
a)M “ trx, ys P R2; x2

a2 `
y2

b2 ď 1u (a, b ą 0, jedná se o obsah elipsy)
b)M “ trx, ys P R2; px2 ` y2q2 ď 2a2px2 ´ y2qu (a ą 0, jedná se o obsah plochy ohraničené
lemniskátou)

konec 15. přednášky (25. 11. 2024)

Věta 3.15 (o zobecněných válcových souřadnicích). Nechť a, b ą 0, G “ tpr, α, zq P R3; r ą 0, α P
p´π, πqu a zobrazení ϕ : GÑ R3 je dáno předpisem ϕpr, α, zq :“ par cosα, br sinα, zq, pr, α, zq P G.
Pak ϕ je prosté regulární zobrazení a |Jϕpr, αq| “ abr pro pr, α, zq P G. Je–li E Ă R3 a f funkce na
E, pak

ż

E

fpx, y, zqdλ3px, y, zq “

ż

GXϕ´1pEq

abr ¨ fpar cosα, br sinα, zqdλ3pr, α, zq,

má–li alespoň jedna strana rovnosti smysl.
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Důkaz. Důkaz nebyl, nebude zkoušen.

Věta 3.16 (o zobecněných sférických souřadnicích). Nechť a, b, c ą 0, G “ tpr, α, βq P R3; r ą
0, α P p´π, πq, β P p´π{2, π{2qu a zobrazení ϕ : GÑ R3 je dáno předpisem

ϕpr, α, βq :“ par cosα cosβ, br sinα cosβ, cr sinβq, pr, α, βq P G.

Pak ϕ je prosté regulární zobrazení a |Jϕpr, α, βq| “ abcr2 cosβ pro pr, α, βq P G. Je–li E Ă R3 a f
funkce na E, pak
ż

E

fpx, y, zqdλ3px, y, zq “

ż

GXϕ´1pEq

abcr2 cosβ ¨fpar cosα cosβ, br sinα cosβ, cr sinβqdλ3pr, α, βq,

má–li alespoň jedna strana rovnosti smysl.

Důkaz. Důkaz nebyl, nebude zkoušen.

Poznámka. Podobně jako v případě zobecněných polárních souřadnic, i zobecněné válcové/sférické
souřadnice je někdy vhodné zřejmým způsobem posunout.

Příklady. 1. Spočtěte míru λ3pMqmnožinyM : (v úlohách uvažujte všechny parametry kladné)
a)M “ trx, y, zs P R3;

a

x2 ` y2 ` z2 ď Ru (R ą 0, objem koule)
b)M “ trx, y, zs P R3; x2 ` y2 ` z2 ď 2az, x2 ` y2 ď z2u

c)M “ trx, y, zs P R3; x2 ` y2 ` z2 ď R2, x2 ` y2 ď Rxu (objem Vivianiho okénka)
d)M “ trx, y, zs P R3; pR´

a

x2 ` y2q2 ` z2 ď a2u, R ą a (objem anuloidu)
e)M “ trx, y, zs P R3; y2

2 `
z2

3 ď
1

x2`2x`3u

konec 16. přednášky (26. 11. 2024)

2. Spočtěte
ş

M
z2 dλ3, kde M “ trx, y, zs P R3; x2` y2` z2 ď R2, x2` y2` z2 ď 2Rzu (R ą 0)

Věta 3.17.
ż 8

0

e´x
2

dx “
?
π{2.

Důkaz. Důkaz byl, bude zkoušen.

3.4. Lebesgueův-Stieltjesův integrál

Definice. Symbolem I budeme značit systém všech zprava polouzavřených omezených intervalů v
R, tedy intervalů tvaru pa, bs, ´8 ă a ď b ă `8. Interval pa, as je samozřejmě prázdná množina.
Řekneme, že ϕ : RÑ R

m : I Ñ r0,8q je Lebsgueova-Stieltjesova funkce intervalu (zkratka LSFI), jestliže

• pro každou uspořádanou trojici reálných čísel pa, b, cq platí

a ď b ď c ùñ mpa, csq “ mppa, bsq `mppb, csq.

• funkce b ÞÑ mppa, bsq je zprava spojitá na ra,8q.

Tvrzení 3.18. m : I Ñ r0,8q je Lebsgueova-Stieltjesova funkce intervalu právě tehdy, když existuje
zprava spojitá neklesající funkce ϕ : RÑ R splňující

mppa, bsq “ ϕpbq ´ ϕpaq, pa, bs P I.

Důkaz. Důkaz byl, bude zkoušen.
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Definice. Nechť m je LSFI. Pro A Ă R položme

m˚pAq :“ inft
8
ÿ

j“1

mpIjq; Ij P I,
8
ď

j“1

Ij Ą Au.

O funkci m˚ : PpRq Ñ r0,8s říkáme, že to je Lebesgueova-Stieltjesova vnější míra generovaná m.

Lemma 3.19. Nechť m je LSFI a m˚ je Lebesgueova-Stieltjesova vnější míra generovaná m. Pak
m˚ je vnější míra.

Důkaz. Důkaz nebyl, nebude zkoušen.

Definice. Nechť m je LSFI a m˚ je Lebesgueova-Stieltjesova vnější míra generovaná m. Funkci
Mpm˚q Q A ÞÑ m˚pAq říkáme Lebesgueova-Stieltjesova míra na R (generovaná m).

Věta 3.20. Nechť m je LSFI a µ je Lebesgueova-Stieltjesova míra na R. Pak µ je úplná míra, každá
borelovská množina je µ-měřitelná a pro každé A P I máme mpAq “ µpAq.

Důkaz. Důkaz nebyl, nebude zkoušen.

konec 17. přednášky (2. 12. 2024)

Definice. Je–li ϕ : R Ñ R zprava spojitá neklesající funkce a m je LSFI definovaná předpisem
pa, bs ÞÑ ϕpbq ´ ϕpbq, pak Lebesgueovu-Stieltjesovu míru na R generovanou m značíme jako µϕ a
říkáme, že µϕ je Lebesgueova-Stieltjesova míra na R generovaná ϕ.

Poznámka. Je–li ϕ identita (tj. ϕpxq “ x) pak µϕ je Lebesgueova míra na R.

Definice (Lebesgueův-Stieltjesův integrál). Nechť ϕ : RÑ R zprava spojitá neklesající funkce a f
je µϕ-měřitelná funkce na µϕ-měřitelné množině E Ă R. Integrál

ż

E

f dµϕ

se nazývá Lebesgue-Stieltjesův integrál funkce f podle µϕ. Je–li E “ pa, bs, používá se též označení

pLSq

ż b

a

f dgpxq “

ż

pa,bs

f dµϕpxq.

Je–li a, b P R a g : ra, bs Ñ R neklesající, zprava spojitá funkce, pak používáme značení

pLSq

ż b

a

f dgpxq “

ż

pa,bs

f dµ
rgpxq,

kde rg : RÑ R je definována předpisem

rgpxq :“

$

’

&

’

%

gpaq x ă a,

gpxq x P ra, bs,

gpbq x ą b.

Nemůže-li dojít ke zmatení, píšeme
şb

a
f dgpxq místo pLSq

şb

a
fpxqdgpxq.

Věta 3.21 (Vztah Lebesgueova-Stieltjesova a Riemannova-Stieltjesova integrálu). Nechť g : ra, bs Ñ
R je zprava spojitá a neklesající funkce. Má–li funkce f : ra, bs Ñ R Riemannův-Stieltjesův integrál
od a do b vzhledem k funkci g, pak má také Lebesgueův-Stieltjesův integrál podle µg přes množinu
pa, bs a hodnoty těchto integrálů se rovnají.

Důkaz. Důkaz nebyl, nebude zkoušen.
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Značení. Pro reálnou funkci f definovanou na pravém (resp. levém) okolí bodu x označujeme
symbolem fpx`q (resp. fpx´q) limitu limyÑx` fpyq (resp. limyÑx´ fpyq).

Věta 3.22 (per partes pro LS integrál). Nechť f, g : ra, bs Ñ R jsou zprava spojité a neklesající
funkce. Pak

ż b

a

fpxqdgpxq “ rfpxqgpxqsba ´

ż b

a

gpx´qdfpxq,

kde rfpxqgpxqsba “ fpbqgpbq ´ fpaqgpaq.
(Součástí tvrzení je i existence integrálů)

Důkaz. Důkaz nebyl, nebude zkoušen.

3.4.1 LS integrál pro obecnější funkce a jeho výpočet
Definice. Pokud je ϕ : R Ñ R neklesající funkce, uvažujme zprava spojitou neklesající funkci
rϕ : R Ñ R danou předpisem rϕpxq “ ϕpx`q. Míru µ

rϕ pak označujeme jako µϕ a říkáme, že µϕ je
Lebesgueova-Stieltjesova míra na R generovaná ϕ. Analogicky jako výše pak píšeme pLSq

şb

a
fpxqdϕpxq

(nebo dokonce jen
şb

a
fpxqdϕpxq, nemůže-li dojít ke zmatení) místo

ş

pa,bs
fpxqdµϕpxq.

Fakt 3.23. Nechť ϕ : RÑ R je neklesající funkce, a ´8 ă a ă b ă 8. Pak

1. µϕppa, bsq “ ϕpb`q ´ ϕpa`q

2. µϕptbuq “ ϕpb`q ´ ϕpb´q

3. µϕpra, bsq “ ϕpb`q ´ ϕpa´q

4. µϕpra, bqq “ ϕpb´q ´ ϕpa´q

5. µϕppa, bqq “ ϕpb´q ´ ϕpa`q

Důkaz. Důkaz byl, bude zkoušen.

Poznámka. Ne každá funkce, která má Lebesgueův-Stieltjesův integrál má také Riemannův-Stieltjesův
integrál. Například pro funkci f : r0, 1s Ñ R definovanou předpisem

fpxq “

#

1 x “ 1,

0 x P r0, 1q,

máme pLSq
ş1

0
fpxqdfpxq “ 1, ale pRSq

ş1

0
fpxqdfpxq neexistuje.

Definice. Nechť ϕ, f : RÑ R jsou měřitelné funkce a nechť ϕ “ ϕ1 ´ϕ2, kde ϕ1, ϕ2 : RÑ R jsou
omezené neklesající funkce. Pak pro měřitelnou E P BpRq definujeme

pLSq

ż

E

fpxqdϕpxq :“

ż

E

fpxqdϕ1pxq ´

ż

E

fpxqdϕ2pxq,

má–li pravá strana rovnosti smysl (tj. není–li na pravé straně výraz typu 8´8). Nemůže-li dojít
ke zmatení, píšeme

şb

a
fpxqdϕpxq místo pLSq

ş

pa,bs
fpxqdϕpxq (kde ´8 ă a ď b ă 8).

Podobně jako výše také definujeme
şb

a
fpxqdϕpxq pro f : ra, bs Ñ R měřitelnou a ϕ “ ϕ1 ´ ϕ2,

kde ϕ1, ϕ2 : ra, bs Ñ R jsou omezené neklesající funkce.

Poznámka. Platí, že hodnota integrálu
ş

E
fpxqdϕpxq nezávisí na volbě funkcí ϕ1, ϕ2 a definice tak

dává dobrý smysl. Funkce, které lze zapsat jako rozdíl dvou neklesajících funkcí se nazývají funkce
s omezenou variací.

Věta 3.24 (Pravidla pro počítání LS integrálu). Nechť ϕ : RÑ R je rozdílem omezených neklesa-
jících funkcí a nechť f : RÑ R je omezená měřitelná funkce. Pak

1. Pokud interval I je disjunktním sjednocením intervalů pIjqnj“1, pak

ż

I

fpxqdϕpxq “
n
ÿ

j“1

ż

Ij

fpxqdϕpxq.
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2. Pokud ϕ “
řn
j“1 cjgj, kde cj P R a gj : RÑ R jsou rozdílem omezených neklesajících funkcí

pro každé j “ 1, . . . , n, pak
ż b

a

fpxqdϕpxq “
n
ÿ

j“1

cj

ż b

a

fpxqdgjpxq.

3. Pokud ϕ je spojitá v bodě c P R, pak pro ´8 ď a ă c ă b ď 8 platí
ż c

a

fpxqdϕpxq “

ż

pa,cq

fpxqdϕpxq, a
ż b

c

fpxqdϕpxq “

ż

rc,bs

fpxqdϕpxq.

4. Pokud je ϕ konstantní na otevřeném intervalu I, pak
ż

I

fpxqdϕpxq “ 0.

5. Pro každé c P R máme
ż

rc,cs

fpxqdϕpxq “ fpcq
`

ϕpc`q ´ ϕpc´q
˘

.

6. Pokud I Ă R je otevřený interval, f P CpIq a ϕ P C1pIq, pak platí
ż

I

fpxqdϕpxq “

ż

I

fpxqϕ1pxqdx.

Důkaz. Důkaz nebyl, nebude zkoušen.

Příklady. Spočítejte hodnotu Lebesgueova-Stieltjesova integrálu
ş

M
fpxqdgpxq pro zadané funkce

f, g : M Ñ R a množiny M :
a)M “ r2, 3s, fpxq “ x2, gpxq “ χr2,8qpxq b)M “ r0,8q, fpxq “ ex, gpxq “ p3´ e´2xqχr0,8qpxq

c)M “ r1, 3s, fpxq “

#

x x ‰ 2

1 x “ 2
, gpxq “

#

x x ă 0

x` 1 x ě 0

d)M “ r´1, 1s, fpxq “

#

x x ‰ 0

1 x “ 0
, gpxq “

#

x x ă 0

x` 1 x ě 0

konec 18. přednášky (3. 12. 2024)

e)M “ r0, 3q, fpxq “ x2, gpxq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

0 x ă 1

x2 ´ 2x` 2 x P r1, 2q

3 x “ 2

x` 2 x ą 2

f)M “ r0, 5s, fpxq “ x2 ` 1, gpxq “ rxs (celá část) g)M “ r 14 ,
5
4 s, fpxq “ rxs, gpxq “ r2xs

3.5. Prohození integrálu a limity, integrálu a řady

Příklady. Určete, zda Lebesgueovy integrály existují a zda jsou konvergentní (s parametry p, q, s P
R, k P NY t0u):
a)

ş8

0
1

1`x2 dx b)
ş8

0
e´x

2

dx c)
ş1

0
1

sin x dx d)
ş1

1{2

b

1
| log x| dx

Výsledky následujících příkladů budeme dála považovat za „známé integrály”:
e)

ş8

2
1

xpplog xqq dx (důkaz byl předveden na přednášce a může být zkoušen)

f)
ş1{2

0
1

xp| log x|q dx (důkaz na přednášce jen naznačen, může být použit jako příklad navíc)
g)

ş8

0
e´xxs´1plog xqk dx (důkaz byl předveden na přednášce a může být zkoušen)
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konec 19. přednášky (9. 12. 2024)

V celé této sekci je pX,A, µq prostor s mírou.

Definice. Nechť E je množina a pro j P N je fj : E Ñ R funkce. Řekneme, že posloupnost tfju8j“1

konverguje skoro všude na E k funkci f : E Ñ R, pokud E P A a existuje F Ă E taková, že
fj |F Ñ f |F a λnpEzF q “ 0.

Řekneme, že
ř8

j“1 fj konverguje skoro všude na E, pokud posloupnost částečných součtů t
řN
j“1 fju

8
N“1

konverguje skoro všude na E.

Tvrzení 3.25. Nechť E P A a pro j P N je fj : E Ñ R měřitelná funkce. Nechť fj Ñ f na E,
µpEq ă 8 a

ş

E
f dµ existuje. Pak

lim
jÑ8

ż

E

fj dµ “

ż

E

f dµ.

Důkaz. Důkaz byl, bude zkoušen.

Věta 3.26 (Leviho věta). Nechť E P A a pro j P N je fj : E Ñ R měřitelná funkce. Nechť
posloupnost funkcí tfju8j“1 bodově konverguje na E a splňuje

ş

E
f1 dµ ą ´8 a f1 ď f2 ď . . .. Pak

ż

E

lim
jÑ8

fj dµ “ lim
jÑ8

ż

E

fj dµ.

Důkaz. Důkaz nebyl, nebude zkoušen.

Věta 3.27 (Lebesgueova věta). Nechť E P A a pro j P N je fj : E Ñ R měřitelná funkce. Nechť
posloupnost funkcí tfju8j“1 konverguje bodově skoro všude na E. Nechť existuje integrovatelná funkce
g : E Ñ R (takzvaná majoranta) taková, že

|fjpxq| ď gpxq, j P N, x P E.

Pak
ż

E

lim
jÑ8

fj dµ “ lim
jÑ8

ż

E

fj dµ.

Důkaz. Důkaz nebyl, nebude zkoušen.

Příklady. Spočtěte následující limity: a) lim
nÑ8

ż 1

0

xn

n dx b) lim
nÑ8

ż 8

0

e´nx
2

dx

Důsledek 3.28 (Lebesgueova věta pro řady). Nechť E P A a pro j P N je fj : E Ñ R měřitelná
funkce. Nechť

ř8

j“1 fj konverguje skoro všude na E. Nechť existuje integrovatelná funkce g : E Ñ R
(takzvaná majoranta) taková, že

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

j“1

fjpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď gpxq, N P N, x P E.

Pak
ż

E

8
ÿ

j“1

fj dµ “
8
ÿ

j“1

ż

E

fj dµ.

Důkaz. Důkaz nebyl, nebude zkoušen.

Důsledek 3.29. Nechť E P A a pro j P N je fj : E Ñ R měřitelná funkce. Nechť je splněna jedna
z následujících podmínek

(i) fj “ aqj, kde a, q jsou měřitelné funkce, |q| ă 1 a
ş

E
a

1´q dµ konverguje

(ii)
ř

j

ş

E
|fj |dµ ă 8 nebo

ş

E

ř

j |fj |dµ ă 8,
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(iii) fj “ p´1qjhj, hj Ñ 0, h1 ě h2 ě h3 ě . . . ě 0 a
ş

E
h1 dµ ă 8

Pak řada
ř8

j“1 fj konverguje skoro všude a platí

ż

E

8
ÿ

j“1

fj dµ “
8
ÿ

j“1

ż

E

fj dµ.

Důkaz. Důkaz byl, bude zkoušen.

Příklady. V následujících příkladech rozviňte integrovanou funkci v řadu, ověřte možnost záměny
řady a integrálu a vyjádřete integrál jako číselnou řadu.
a)

ş1

0
logp1´xq

x dx b)
ş8

0
x

ex´1 dx

konec 20. přednášky (10. 12. 2024)

3.6. Integrály závislé na parametru

V celé této sekci je pX,A, µq prostor s mírou.

Věta 3.30 (Spojitost integrálu závislého na parametru). Nechť E P A, a P Rn a nechť U je
otevřená množina obsahující bod a. Nechť funkce f : U ˆ E Ñ R má následující vlastnosti:

(i) Pro skoro všechna x P E je funkce U Q t ÞÑ fpt, xq spojitá v a,

(ii) pro všechna t P U je funkce E Q x ÞÑ fpt, xq měřitelná,

(iii) existuje integrovatelná funkce g na E tak, že pro všechna t P U a x P E je |fpt, xq| ď gpxq.

Potom pro všechna t P U je E Q x ÞÑ fpt, xq integrovatelná a funkce

F ptq :“

ż

E

fpt, xqdµpxq, t P U

je spojitá v bodě a.

Důkaz. Důkaz byl, bude zkoušen.

Věta 3.31 (Derivace integrálu závislého na parametru). Nechť E P A a I Ă R je otevřený omezený
interval. Nechť funkce f : I ˆ E Ñ R má následující vlastnosti:

(i) Pro skoro všechna x P E má funkce I Q t ÞÑ fpt, xq vlastní derivaci na celém intervalu I,

(ii) pro všechna t P I je funkce E Q x ÞÑ fpt, xq měřitelná,

(iii) existuje integrovatelná funkce g na E tak, že pro všechna t P I a x P E je
ˇ

ˇ

ˇ

Bf
Bt pt, xq

ˇ

ˇ

ˇ
ď gpxq,

(iv) existuje t0 P I tak, že funkce E Q x ÞÑ fpt0, xq je integrovatelná.

Pak pro všechna t P I je funkce E Q x ÞÑ fpt, xq integrovatelná, funkce

F ptq :“

ż

E

fpt, xqdµpxq, t P I

má vlastní derivaci na celém intervalu I a platí

F 1ptq “

ż

E

Bf

Bt
pt, xqdµpxq, t P I.

Důkaz. Důkaz byl, bude zkoušen.
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Definice. Funkci Gamma definujeme na intervalu p0,8q předpisem

Γpsq :“

ż 8

0

e´xxs´1 dx, s P p0,8q.

Tvrzení 3.32 (Vlastnosti funkce Gamma). (i) Γpsq P p0,8q, s P p0,8q;

(ii) Γp1q “ 1 a pro každé s P p0,8q platí Γps ` 1q “ sΓpsq. Speciálně, Γpn ` 1q “ n! pro každé
n P N;

(iii) Γ P Ckp0,8q, k P N;

(iv) Γ je ryze konvexní na p0,8q;

konec 21. přednášky (16. 12. 2024)

(v) limsÑ0` Γpsq “ limsÑ8 Γpsq “ `8;

(vi) Γp 1
2 q “

?
π.

Důkaz. Důkaz byl, bude zkoušen.

Příklady. 1. Nalezněte definiční obor následujících funkcí (tj. ta a P R že F paq P R) a dokažte, že
funkce jsou spojité na svých definičních oborech:
a)

F paq :“

ż 8

0

e´ax

1` x2
dx;

b)

F paq :“

ż 1

0

logpx2 ` a2qdx

2. Načrtněte graf funkce F paq “
ş8

0
e´ax2

1`x2 (tj. spočtěte první a druhou derivaci, určete monotonii a
konvexitu-konkávitu + limity v krajních bodech definičního oboru).

konec 22. přednášky (17. 12. 2024)

3. Rozhodněte, pro které hodnoty parametrů konverguje Lebesgueův integrál
ż 8

0

1´ e´ax

xex
dx a

spočtěte jeho hodnotu pomocí věty o derivování integrálů závislých na parametru.

Definice. Funkci Beta definujeme na p0,8q ˆ p0,8q předpisem

Bpp, qq :“

ż 1

0

xp´1p1´ xqq´1 dx, pp, qq P p0,8q.

Tvrzení 3.33 (Vlastnosti funkce Beta). (i) Pro každé p, q P p0,8q máme Bpp, qq P p0,8q;

(ii) pro každé p, q P p0,8q máme pBpp, q ` 1q “ qBpp` 1, qq;

(iii) pro každé p, q P p0,8q máme

Bpp, qq “

ż 8

0

tp´1

p1` tqp`q
dt “ 2

ż π{2

0

pcosαq2p´1 ¨ psinαq2q´1 dα;

(iv) pro každé p, q P p0,8q máme Bpp, qq “ ΓppqΓpqq
Γpp`qq (speciálně Bpp, qq “ Bpq, pq);

(v) B P Ckpp0,8q ˆ p0,8qq, k P N;
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(vi) pro s P p0, 1q platí

ΓpsqΓp1´ sq “ Bp1´ s, sq “

ż 8

0

t´s

1` t
dt “

ż 8

0

ts´1

1` t
dt “

π

sinπs
.

Důkaz. Důkaz byl na přednášce až na část, kde se dokazuje že
ş8

0
ts´1

1`t dt “ π
sinπs . Dokázaná část

bude zkoušena.

Příklady. Určete hodnoty následujících integrálů: a)
ş8

0
x4e´x

2

dx b)
şπ{2

0
sin4 x cos6 xdx

c)
ş8

0
xp´1

1`xn dx (0 ă p ă n, n P N)

konec 23. přednášky (6.1.2025)

d)
ş1

0
1?

1´x4 dx

Tvrzení 3.34 (objem n-rozmerne koule). Nechť je dána n-rozměrná koule Bp0, Rq Ă Rn. Pak
λnpBp0, Rqq “ πn{2

Γp1`n{2qR
n.

Důkaz. Důkaz byl, bude zkoušen.

Tvrzení 3.35 (Stirlingův vzorec).

lim
sÑ8

1
?
s

´e

s

¯s

Γps` 1q “
?

2π.

Důkaz. Důkaz nebyl, nebude zkoušen.

Příklady. Spočtěte následující limity a) limnÑ8 λ
npBp0, 1qq b) limnÑ8

n

b

p2nq!
pn!q2

3.7. Radon-Nikodýmova věta

V celé této sekci je pX,A, µq prostor s mírou.

Definice. Řekneme, že míra µ je σ-konečná, pokud existují měřitelné množiny An, n P N takové,
že µpAnq ă 8 pro každé n P N a

Ť

nPNAn “ X.

Definice. Nechť µ, ν jsou míry na pX,Aq. Řekneme, že ν je absolutně spojitá vzhledem k µ (značíme
ν ăă µ), jestliže pro každou E P A platí

µpEq “ 0 ñ νpEq “ 0.

Definice. Nechť f je nezáporná µ-měřitelná funkce. Pak míra ν : AÑ r0,8s definovaná předpisem

νpEq :“

ż

E

f dµ

se nazývá míra s hustotou f (vzhledem k µ). Naopak f se v této situaci nazývá hustota nebo
Radon-Nikodýmova derivace míry ν (vzhledem k µ) a značí dνdµ .

Věta 3.36 (Radon-Nikodýmova věta). Nechť µ je σ-konečná a nechť ν je σ-konečná míra na pX,Aq
splňující ν ! µ. Pak existuje právě jedna (až na modifikace na množinách µ-míry nula) µ-měřitelná
funkce f taková, že f “ dν

dµ , tj.

νpEq “

ż

E

f dµ, E P A.

Navíc, pokud je ν konečná, pak f je µ-integrovatelná.

Důkaz. Důkaz nebyl, nebude zkoušen.
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Tvrzení 3.37 (O integraci vzhledem k hustotě). Nechť µ je σ-konečná a nechť ν je konečná míra
na pX,Aq splňující ν ! µ a nechť f “ dν

dµ . Pak pro každou E P A a každou A-měřitelnou funkci
g : E Ñ R platí

ż

E

gpxq dν “

ż

E

gf dµ,

má-li alespoň jedna strana rovnosti smysl.

Důkaz. Důkaz nebyl, nebude zkoušen.

konec 24. přednášky (7.1.2025)
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