CVICENI 1

a) Dokazte nasledujici tvrzeni (aZ je dokazete, je mozné je pouzivat jako “znama tvrzeni”).
Véta 1. Necht P a @ jsou metrické prostory, f,g: P — @ jsou spojita zobrazeni a M C P je husta v P. Jestlize f = g na M,
pak f = g na celém P.
Véta 2. Necht (P, p) je metricky prostor a A C P. Pak funkce = — dist(z, A) je 1-Lipschitzovska na P.
Véta 3. Soucin X7 x X X -+ x X, uplnych metrickych prostora Xi,..., X, je téz aplny.
a) Necht X je normovany linearni prostor. Ukazte, ze B(x,r) =« + B(0,r) a B(0,7) = rB(0,1).
b) Ukazte, ze B(x,r) a U(z,r) jsou konvexni mnoziny. o
¢) Necht X je normovany linearni prostor nad K, M C X a « € K. Ukaite, 7e aM = oM.
d) Ukazte, Ze v normovaném linedrnim prostoru plati U(x,r) = B(z,r), Int B(z,r) = U(z,r) a OU(x,r) = 0B(x,r) = S(z,r).
Naleznéte priklad metrického prostoru, kde tyto rovnosti neplati.
3. Konkrétnéjsi priklady
a) Necht je dana posloupnost (f,,)3; v RY predpisem
k+1 n+1

fu(k) = 122 + poyat n,k e N.

Uvazujte postupné Banachovy prostory X € {cg, {1, la, {3, loo }. Zjistéte, zda f,, n € N, jsou prvky Banachova prostoru X. Dale
zjistéte, zda je posloupnost (f,,) konvergentni v Banachovych prostorech ¢y a £ (a pokud ano, uréete jeji limitu).
b) Necht je dana posloupnost funkei f,, : [0,1] = R, n € N, jejichz hodnota v bodé& 0 je zvolena libovolné a které jsou na (0, 1]
dany pfedpisem
e’ —1 n?
fn(x) = g (’I’LQ "1+ e‘”)z’

Uvazujte postupné Banachovy prostory X € {C([0,1]), L1([0,1]), L2([0, 1]), L3([0,1]), Loo ([0, 1]) }. Zjist&te, zda f,, n € N, jsou
prvky Banachova prostoru X. Pokud ano, zjistéte, zda je posloupnost (f,,) konvergentni v Banachové prostoru X (a pokud ano,
urdete jeji limitu).

c) Necht je dana posloupnost (f,,)%; v RN predpisem

neN, ze(0,1]

1 1
n(k) = ———orc+—1g, nls ,keN.
f( ) <k+1)2/3+\/ﬁ {n<k<2n} n
Uvazujte postupné Banachovy prostory X € {co, 1, 2,03, }. Zjistéte, zda f,, n € N, jsou prvky prostoru X. Pokud ano,
zjistéte, zda je posloupnost (f,) v X konvergentni (a pokud ano, urcete jeji limitu).
d) Necht je ddna posloupnost funkei g, : [0,1] — R, n € N, pfedpisem
gn(z) :=n/3 max{1 — nx, 0}, neN, zel0,1].
Uvazujte postupné Banachovy prostory X € {C([0,1]), L1([0,1]), L2(]0, 1]), L3([0,1]), Loo ([0, 1]) }. Zjist&te, zda gn, n € N, jsou
prvky prostoru X. Pokud ano, zjistéte, zda je posloupnost (g,) v X konvergentni (a pokud ano, urcete jeji limitu).
e) Necht je dana posloupnost (h,,)5; v RY piedpisem

() - !

= W, n,k‘EN

Uvazujte postupné Banachovy prostory X € {cg, ¢1,la, {3, oo }. Zjistéte, zda hy, n € N, jsou prvky prostoru X. Pokud ano,
zjistéte, zda je posloupnost (h,) v X konvergentni (a pokud ano, urcete jeji limitu).
f) Necht je ddna posloupnost funkei w, : [0,1] — R, n € N| jejichz hodnota v bodé& 0 je zvolena libovolné a které jsou na (0, 1]
dany pfedpisem

Uy () 1= g~ 1/3HY (), neN, ze(0,1].

Uvazujte postupné Banachovy prostory X € {C([0,1]), L1([0,1]), L2([0,1]), L3([0,1]), Lo ([0, 1]) }. Zjistéte, zda u,, n € N, jsou
prvky prostoru X. Pokud ano, zjistéte, zda je posloupnost (u,) v X konvergentni (a pokud ano, urcete jeji limitu).



a) Na prostoru R? definujme
q(z,y) == Va? +xy+y>

UkaZte pomoci tvrzeni o normé a jednotkové kouli, Ze ¢ je norma. Je prostor (R?, q) Banachtiv?
(Pro zajimavost miZzete zkusit zjistit, jak vypada jednotkova koule.)
b) Ozna¢me Lip([0, 1]) vektorovy prostor vSech lipschitzovskych funkei f : [0,1] — K a polozme

) f(s)—f(t
lip(f) := sup 1f(s) = FO)I
s#t |S — t|

Ukazte pomoci tvrzeni o normé a jednotkové kouli, Ze || flLip := |f(0)] + lip(f) je norma. Pomoci Testu uplnosti dokazte, ze
takto vznikly prostor je Banachuv.
¢) Pro posloupnost = (z,)52; poloZzme

oo

var(z) 1= Z |Tnt1 — Tl b = {z € KN: var(z) < oo}.

n=1
Ukazte, ze kazda posloupnost z bv je konvergentni a Ze ||z ||y, = |z1|+var(z) je norma. Pomoci tvrzeni o rozsifené normé dokazte,
ze (bu, |+ |lpw) je Banachuv prostor.
d) Ozna¢me

N N
bs =< x=(x,) €KY: sup an <00, |z]|ps := sup an .
NeN | = NeN | —

Ukazte, ze kazdy prvek bs je omezend posloupnost, ze || - ||»s je norma a ze (bs, || - ||»s) je Banachtav prostor. Pti diikazu uplnosti

pouzijte tvrzeni o rozsifené normeé.

VYSLEDKY a HINTY

3. Konkrétnéjsi piiklady

a) fn € coNlaNl3Nls, ale fr, & {15V co i loo Plati f, — a, kde a(k) = (k +1)/(k? + 2).

b) fn € L1 N Ly, ale f, ¢ C([0,1])) U L3 U Loo; v Ly i Ly plati f,, — a, kde a(z) = (e* — 1)/2*3 pro = > 0.

¢) fn € coNlaNlzNila, ale f, & £1; v co, U3 a Ly plati f, — a, kde a(k) = (k+1)~2/3, zatimco v £, posloupnost nekonverguje.
d) g, patii do v8ech uvedenych prostori; k nule konverguje v Ly a Lo, nikoli vSak v L3, Lo, ani C([0, 1]).

e) hn € co Ny N3 Nlay, ale hy, & £1;5 v co, €3 a Lo plati hy, — h, kde h(k) = k=12, zatimco v £5 posloupnost nekonverguje.

f) up, € L1 N Ly N Ls, ale u,, ¢ C([0,1]) U Loo; v Ly a Lo plati u,, — u, kde u(z) = 2='/3 pro & > 0, zatimco v L3 posloupnost
nekonverguje.

oy o

a) Polozte Q = ¢* a pouzijte Q(z,y) = (z +vy/2)? + 3y?/4 a Q((1 — t)u + tv) < (1 —#)Q(u) + tQ(v). Uplnost plyne z konecné
dimenze.

b) Vyuzijte lip((1 — t)f +tg) < (1 —t)lip(f) + tlip(g) a || flloc < || fl|lLip- Na fadu s > || fnllLip < oo aplikujte stejnomérnou
konvergenci a odhadnéte Lipschitzovu konstantu zbytku.

c) Pro m > n odhadnéte |x,, —x,| koncem fady >, |xx4+1 — 2| Na fo pouzijte rozsifenou normu () = [x1|+ >, [Tnt1 — Znl;
je zdola polospojita jako supremum koneénych soucti.

d)Pro sy = >, ;@ plati z, = s, — sp_1, tedy |z]|oc < 2||2|ps. Na lo pouzijte zdola polospojitou rozsifenou normu
p(x) = 2supy |sn (2)]-



CVICENI 2

a) Dokazte nasledujici tvrzeni (aZ je dokazete, je mozné je pouzivat jako “znama tvrzeni”).
Véta 4 (rozsifeni z husté mnoziny). Necht (P,p) a (Q,0) jsou metrické prostory, @ je uplny, M C P je hustd mnozina
a f: M — Q@ je stejnomérné spojité zobrazeni. Pak existuje pravé jedno spojité zobrazeni F' : P — @Q takové, ze F|y = f.
Zobrazeni F' je stejnomérné spojité. Je-li navic f L-lipschitzovské, je také F' L-lipschitzovské.

b) Pro 1 < p < oo dokazte separabilitu prostord ¢ a £,.
c) Dokazte, Ze prostor £, neni separabilni. Je-li I nespocetna mnozina a 1 < p < oo, dokazte totéz pro co(I) a £,(1).

2. Normy funkcionala
V kazdém z nasledujicich piipadii ovétte, Ze ¢ : X — K je spojity linearni funkcional, spoctéte ||| a rozhodnéte, zda ¢ nabyva
své normy.

a) X =01, p(x) =Y (-1)"——u,.
14 Oonz_:l n+1
b) X =cp, ¢(z)= Z (_31) T,
)X =ty, @(x)=) n(::; 5
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h) X = L.([0,1]),  #(f) = f(t)dt.

3. Vztahy mezi klasickymi prostory

a) Necht 1 < p < ¢ < co. Dokazte spojité a vlastni inkluze ¢, C ¢, C ¢o a uréete normu kanonického vnofeni £, < £,.

b) Necht 1 < p < ¢ < oo. Dokazte spojitou a vlastni inkluzi L,([0,1]) € L,([0,1]) a uréete normu kanonického vnofeni.

¢) Necht 1 < p < g < co. Ukazte pomoci dvou konkrétnich funkei, ze mezi L,(R) a L,(R) neplati inkluze ani jednim smérem.

4. Prostory z minulého cviceni
a) Necht X = (R?,q), kde q(z,y) = /22 + 2y + y2, a definujme
pr(z,y) =z, pazy)=z+y,  es(zy)=z—y

Ukazte, ze @1, @2, p3 € X*, spoctéte jejich normy a naleznéte body jednotkové sféry, v nichz své normy nabyvaji.
b) Na prostoru bv uvazujte funkcionaly

n
n+1

L(z) = lim z,,  Ep(z)=2, (meN), Ul@)=)_ (Tny1 — Zn).

n— oo

Ukazte, Ze jsou spojité, spoctéte jejich normy a rozhodnéte, zda své normy nabyvaji.
¢) Ukazte, Ze predpis

[eS) N
O(z) = Z 2= N an, x € bs,
N=1 n=1

definuje spojity linearni funkcional na bs. Spoctéte jeho normu a rozhodnéte, zda ji nabyva.
d) Pro t € [0,1] definujte na Lip(]0, 1]) funkcional 6:(f) = f(t) a dale polozte

AP = (1) — / F(t)dt.

Spoctéte normy funkcionala d;, s — §; a A a rozhodnéte, zda své normy nabyvaji. Potom pomoci funkei fi(u) = min{u,t},
t € [0, 1], rozhodnéte, zda je Lip([0, 1]) separabilni.



-VYSLEDKY a HINTY

2. Normy funkcionald — vysledky

a) ||¢|l = 1; norma se nenabyva.

b) ||¢|| = 1/2; norma se nenabyva.

¢) |l¢|l = 1; norma se nabyvA.

d) Je-li p' = p/(p—1), pak [[¢]| = (2¥ —=1)~"/#"; norma se nabyvi (pro nabyvini normy si vzpomeiite, kdy je Hélderova nerovnost

ve skute¢nosti rovnost).
e) ||¢|| = 5/18; norma se nenabyva.

£) |lo|l = 5/18; norma se nabyva.
g) |l¢|l = 1; norma se nenabyvA.
h) ||¢|l = 1; norma se nabyva.

3. Vztahy mezi klasickymi prostory — vysledky

a) Plati £, C 4, Ccoallly = Ly =1.Proa=(1/p+1/q)/2je (n" %), €L, \ 4y a (n~19), €co\ £y

b) Plati L,([0,1]) € L,([0,1]) a norma vnofeni je 1. P¥ikladem prvku rozdilu je f(t) =¢%, kde a = (1/p+ 1/q)/2.
c) Proa=(1/p+1/q)/2 plati

70 0)(t) € Lp(R)\ Ly(R), 17" 1p1,00)(F) € Lg(R) \ Lp(R).

4. Prostory z minulého cvic¢eni — vysledky a hinty
a) Hint: normu ¢(z,y)? zkuste vyjadiit ve tvaru C.p1(x,y)? + e(x,y) pro n&jaké C' > 0 a néjakou funkei e(z, y).
Vysledek: pro ¢1, @2, ¢3 jsou normy a prislusné normujici body po fadé

2 2 1 2 1 1
leal = = (ﬁﬁ) leal = 2. (ﬁﬂ> leall =2, (1,-1).

b) Plati
1Ll = | Emll = [[¥] = 1.

Funkcionaly L a FE,, své normy nabyvaji, zatimco ¥ nikoli.

¢) ||©]] =1 a norma se nabyva napiiklad v bodé z = e; = (1,0,0,...).

d) Plati

1

5"

Prvn{ normy se nabyvaji na konstantnich funkcich, druhé a t¥eti na funkei f(u) = u (je-li s # t, pfipadné po zméné znaménka).
Pro s # tje || fs— fillLip = 1, takze {f; : t € [0, 1]} je nespodetna 1-separovana mnozina. Prostor Lip([0, 1]) proto neni separabilni.

10l =1, llos =dell = s =¢, Al =



CVICENI 3

a) Dokazte nasledujici tvrzeni (aZ je dokazete, je moZzné je pouzivat jako “znamé tvrzeni”).

Véta 5. Necht K je kompaktni metricky prostor. Pak prostor C(K) je separabilni.

2. Normy a vlastnosti operatora
V kazdém z nésledujicich piipadta ovéite, ze T : X — Y je spojity linedrni operator, spoctéte jeho normu a rozhodnéte, zda
existuje z € Sx takové, ze || Tx| = ||T||. Dale zodpovézte nasledujici otézky:

e Je operator T prosty? Pokud ne, uréete jeho jadro.
e Je operator T na?

e Je T izometrické vnoreni?

e Je T izomorfismem na sviij obor hodnot? Pokud ano, popiste jeho obor hodnot a spo¢téte normu inverzniho operatoru.

a) X =Y =4y, T(21,22,23,4,...) = (x1,0,23,0,...) D)X =Y =0y, T(z1,22,...)=2"Y2(21, 21,22, 22,...)
OX=Y =40, T(xn)= (HLH:E”H):O:I X =Y =4l, T(an))= ((2+%> Tn :;

OX =y =cor). @ = [ @+ DX =y =co1), TN =1i0)

X =Y =Cloa),  @N0=[ s wx=y=cio., @no=[ - ra

(Cviceni h) je t&zsi
3. Prostory z minulého cvi¢eni
a) Definujte
D:bv— {q, D(z) = (x1,29 — 21,23 — Xa,...).
Ukazte, Ze D je izometricky izomorfismus, a naleznéte vzorec pro D~!. Rozhodnéte, zda je bv separabilni, a spoététe normu

kanonického vnofeni bv — £ .
b) Definujte

N o0
S:bs — Ly, S(x) = (an> .
n=1 N=1

Ukazte, Ze S je izometricky izomorfismus, a naleznéte vzorec pro S~!. Rozhodnéte, zda je bs separabilni, a spoctéte normu
kanonického vnoreni bs — /.

4. Rady
a)Prol <p< oo az=(z,) dokaZte

00
T = E Tpen
n=1

v normé prostoru £, je-li x € £,, a v normé prostoru co, je-li * € co. UkaZte, Ze v £ toto obecné neplati, a urcete uzaveér
linearniho obalu mnoZiny {e, : n € N} v {.
b) Ovéite, Ze nasledujici fady jsou bezpodmineéné, ale nikoli absolutné konvergentni:

(1) Z Le, v £, pro kazdé 1 < p < oo;
n=1

(i) 3207, gn v C([0,1]), kde g,, je po Gastech linearni funkce s nosicem [2~("+1) 27" je nulova v krajnich bodech tohoto
intervalu a v jeho stfedu ma hodnotu 1/n.

¢) Necht (z,) je posloupnost v Banachové prostoru X. DokaZte, Ze nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) fada Y2 | x, je bezpodmineéné konvergentni;

oo

)
(ii) pro kazdou volbu e, € {—1,1} konverguje fada )~ | ep2p.
)

d) Oveite, ze Fada Y-, %(en — ent1) je v prostoru bs bezpodminecéné, ale nikoli absolutné konvergentni.

e) Polozme I,, = (2-(**t1D 277) a
1t
o (£) = f/ 1.(s)ds,  tel0,1].
0

n

Ovette, ze hy, € Lip([0,1]) a ze Yada Y- | h,, je v tomto prostoru bezpodminecné, ale nikoli absolutné konvergentn.



-VYSLEDKY a HINTY

2. Normy a vlastnosti operatoru

a) Plati |T|| = 1 a norma se nabyva. Operdtor neni prosty ani na, kerT = {z € {3 : 23,1 = Oprokazdén € N} a
T(l2) = {x € €5 : x2, = 0 pro kazdé n € N}. Neni izometrii ani izomorfismem na sviij obor hodnot.

b) Plati ||T|| = 1 a norma se nabyva. Operétor je izometrickym vnofenim a T(¢3) = {y € £5 : ya,—1 = Y2, pro kazdé n € N}.
Neni na ¢5 a pro inverzni operator na T'(fs) plati | T~} = 1.

¢) Plati || T|| = 1, ale norma se nenabyva. Operator je na, nenf prosty a ker T' = span{e; }. Nenf izometri{ ani izomorfismem.

d) Plati || T|| = 3 a norma se nabyva. Operator je izomorfismem /5 na /5, neni izometrif a ||771|| = 1/2.

e) Plati ||T|| = 3/2 a norma se nabyva. Dale T'(C([0,1])) = span{l,t} a kerT = {f € C([0,1]) : fol f(s)ds = fol sf(s)ds = 0}.
Operator neni prosty ani na a neni izomorfismem na svij obor hodnot.

f) Plati ||T|| = 1 a norma se nabyva. Operator je prosty, neni na a T'(C([0,1])) = {g € C([0,1]) : g(0) = 0 a g(¢)/t méa spojité rozsifeni do
Neni izometrii ani izomorfismem na sviij obor hodnot.

g) Plati || T'|| = 1/2 anorma se nabyva. Operator je prosty, neni na a T'(C([0,1])) = {g € C1([0,1]) : g(0) = 0 a ¢’(t)/t m4 spojité rozsirer
Neni izometrii ani izomorfismem na svij obor hodnot.

h) Plati |T|| = 1/2, ale norma se nenabyva. Operator neni prosty ani na, ker T = span{1} a T(C([0,1])) = {g € C'([0,1]) :

g(0) = g(1) = 0}. Neni izometrii ani izomorfismem.

3. Prostory z minulého cviceni

a) D je izometricky izomorfismus a (D~ y), = >_}_, yr pro y € ¢1. Tedy bv je separabilni. Navic ||z||oc < ||2|/p» & norma vnorent
bv — Lo je 1.

b) S je izometricky izomorfismus a pro so = 0 plati (S~'s),, = s, — sp_1 Pro s € fo. Prostor bs neni separabilni. Kanonické
vnofeni bs < £, ma normu 2; rovnosti dosahne napiiklad = = (1,-2,0,0,...).

5. Rady — vysledky a hinty

a) V £, je norma zbytku rovna (3, v |2,[P)/?, v ¢o je rovna sup,,» v |25|- V £ napiiklad konstantni posloupnost nelze takto
aproximovat. Hledany uzéavér je cg.

b) Pouzijte Bolzanovu—Cauchyovu podminku pro zobecnéné fady. V (i) pro koneénou mnoZinu F C {N+1, N+2,...} odhadnéte
normu 1" ‘e, pomoci zbytku fady Y n7P. V (ii) vyuzijte, Ze v kazdém bod¢ je nenulova nejvyse jedna z funkei gn,.
Absolutn{ konvergenci v obou pifpadech vylucuje rovnost [|[n"te, |, = [|gnllco = 1/n.

¢) Ob& podminky jsou ekvivalentni. V jednom sméru pouzijte bezpodminetnou Bolzanovu—Cauchyovu podminku a rozdélte
kazdy kone¢ny interval indexti podle znamének. Obracené nejprve volbou vSech znamének rovnych 1 ziskejte konvergenci ) . .
Kdyby bezpodmineéna Bolzanova—Cauchyova podminka neplatila, zvolte po sobé jdouci kone¢né mnoziny Fj s velkymi soucty a
na intervalech obsahujicich Fj polozte €, = 1 na Fj a &, = —1 mimo F}. Takto vzniklad oznaménkovana rada nebude spliovat
cauchyovskou podminku.

d) Pro libovolnou volbu znamének odhadnéte v normeé prostoru bs kone¢né zbytky fady. Vsimnéte si, Ze souet prvnich k soufadnic
vektoru ZnM:NH enn~Y(en — eni1) je bud nula, nebo €;/k. Pro neabsolutni konvergenci spoététe ||e, — €n41]|ps-

e) Plati h,(0) = 0 a lip(h,,) = 1/n. Diky disjunktnosti intervala I,, ma kazdy zbytek libovolné oznaménkované fady Lipschitzovu
konstantu nejvyse 1/(N + 1). Rada tedy konverguje bezpodmineng, ale nikoli absolutné, nebot Yon lPnllip = 22, 1/n = o0,



CVICENTI 4

a) Dokazte nasledujici tvrzeni (aZ je dokazete, je moZzné je pouzivat jako “znamé tvrzeni”).

Vé&ta 6. Necht Q C R? je lebesgueovsky méfitelnd a 1 < p < oo. Pak je prostor L,(£2) separabilni.

Véta 7. Necht a < b, ¢ < d a v : [a,b] — [c,d] je spojitd, v € C*((a,b)) a ¥'(t) # 0 pro kazdé t € (a,b). Potom pro
kaZdou lebesgueovsky méfitelnou funkci f : [¢,d] — K je funkce f ot lebesgueovsky méfitelné. Jsou-li navic f, g : [¢,d] = K
lebesgueovsky méfitelné a f = g skoro v8ude na [c, d], pak f o1 = g o1 skoro vSude na [a, b].

2. Normy a vlastnosti operatora

V kazdém z nasledujicich ptripadu ovéite, ze T : X — Y je spojity linearni operétor, spoctéte jeho normu a rozhodnéte, zda ji
nabyvé. Déle urcete jeho jadro a obor hodnot a rozhodnéte, zda je prosty, na, izometrické vnofeni nebo izomorfismus na svij
obor hodnot. Je-li izomorfismem na sviij obor hodnot, spoé¢téte také normu inverzniho operatoru 7-!: T(X) — X.

a) X =CH([0,1]), Y =C([0,1)), Tf=f b) X =Y =L,([0,1]), L <p < oo, (Tf)(t)=f(t"?)
) X =Y =Ly([0,1]), 1 < p < oo, (Tf)()=1tf(t) d) X =Y =0C([0,1]), (Tf)(t)=f()—f(0)
) X =Y =C(0,1]), (THE#)=5(ft)+f1-1) ) X =c¢Y=c, T((wn))=(zn—limazy)nz,

g) Necht 1 < p < oo a I,, = (27™,2=(»=V]. Definujte T : £, — L,([0,1]) predpisem
(Tz)(t) = 2"/Pz, protel,.

Vyfeste pro tento operétor stejné otazky jako vyse a popiSte explicitné jeho obor hodnot.

3. Ulohy ze zkouskovych pisemek
a) (ZS 2025/2026, Ondiej Kalenda, varianta A)
Necht R > 0a X = La((0,R)) @1 Lo ((0, R)). Pro (f,g) € X polozme

R R
sol(f,g)=/0 f(t) dt, 902(f,g)=/0 g(t)dt.

UkaZte, Ze 1,2 € X*, spoctéte jejich normy a rozhodnéte, zda je nabyvaji. Pro ¢ € K totéZ proved'te pro ¢; + cpo a urcete,
pro ktera c je jeho norma nejmensi.

b) (ZS 2025/2026, Ondiej Kalenda, varianta B, upraveno)

Necht 1 < p < 0o a definujme

o0

n+1

T b6 1= ([ )

Ukazte, ze T je spojity linearni operator, spoc¢téte jeho normu a rozhodnéte, zda ji nabyva. Popiste ker T', rozhodnéte, zda je T'
na, a v kladném piipadé naleznéte spojity linearni operator S : £, — L,((1,00)) takovy, ze T'S = Idy,.

¢) (ZS 2019/2020, Jifi Spurny, 21. 1. 2020)

Pro k € Z uvazujte predpis

n=1

wr(f) = ' f(t)(sint)* dt.

—T
Zjistéte, pro ktera k definuje ¢y, spojity linearni funkcional na C'([—m, 7]) a pro kterd na Lo, ([—m, 7). V obou pfipadech spodtéte
jeho normu a rozhodnéte, zda ji nabyva.

4. Komplementované podprostory
a) Pro z = (z,,) € ¢ polozme ¢(z) = lim,, x,, a
Pr = (x, —l(x));2

n=1-

Ukazte, ze P je spojité projekce prostoru c na cg, a spo¢téte jeji normu. Déle ukazte, ze predpis
Jr = (l(x),x1 —(x),x2 — £(z),...)

definuje izomorfismus prostoru ¢ na cg.

b) Necht K je nekone¢ny kompaktni metricky prostor. Zvolte po dvou rizné body ¢, — tp a spojité funkce u, : K — [0,1] s
navzajem disjunktnimi nosi¢i tak, aby u,(tn) = 1 a u,(to) = 0. Ukazte, ze

J((an)) = Zanun, (an) € Co,

n=1

definuje izometrické vnoteni J : ¢g — C'(K) a Ze piedpis

Pf=> (f(ta) = f(to))un, [ € C(K),
n=1



definuje spojitou projekei na J(cp). Odhadnéte || P||.

¢) Necht 1 < p < 0o a (2, 4, 1) je prostor s mirou, v némz existuji po dvou disjunktni mnoziny 4, € A, n € N, takové, ze
0 < p(A,) < 0. Sestrojte operatory
T:4, — L,(u), S Ly(p) — £,

pro néz ||| = ||S]| =1a SoT =Id,,. Odvodte, Ze £, je izometricky s 1-komplementovanym podprostorem L, (u).

Ndvod: Pouzijte normalizované charakteristické funkce mnozin A,, a integraly funkci pfes tyto mnoziny.

d) Necht 1 < p < co. Rozlozte R na intervaly [k, k + 1), k € Z, a interval (0, 1] na dyadické intervaly I,, = (27",2- (V] n € N.
Pomoci bijekce mezi N a Z a vhodnych afinnich zobrazeni intervalii sestrojte izometricky izomorfismus L,(R) — L, ([0, 1]).

-VYSLEDKY a HINTY

Vysledky k &asti 2

a) Plati |T|| = 1, ale norma se nenabyvi. Déle ker T = {f : f je konstantni} a T(C1([0,1])) = C([0,1]). Operétor je na, neni
prosty ani izometricky a neni izomorfismem na sviij obor hodnot.

b) Pro 1 < p < oo plati [|T|| = 3'/P a norma se nenabyva. Operétor je prosty a T(L,) = {g € L,([0,1]) : fol lg(t)[Pt=2/3 dt < oo}.
Neni na, neni izometrickym vnofenim ani izomorfismem na sviij obor hodnot. Pro p = oo je T izometrickym izomorfismem
prostoru Lo ([0, 1]) na sebe, |T|| = [T} =1 a (T 1g)(s) = g(s3).

c) Plati |T']| = 1. Pro 1 < p < oo se norma nenabyva, pro p = oo se nabyva. Operator je prosty a T(L,) = {g € L,([0,1]) :
g(t)/t € Ly(]0,1])}. Neni na, neni izometrickym vnofenim ani izomorfismem na svij obor hodnot.

d) Plati ||T'|| = 2 a norma se nabyva. Dale kerT = {f : f je konstantni} a T(C([0,1])) = {g € C([0,1]) : g(0) = 0}. Operator
neni prosty ani na, neni izometrii ani izomorfismem na svij obor hodnot.

e) Plati ||T|| = 1 a norma se nabyva. Dale ker T = {f € C([0,1]) : f(1 —t) = —f(¢) pro kazdé ¢t € [0,1]} a T(C([0,1])) = {g €
C([0,1]) : g(1—t) = g(t) pro kazdé t € [0,1]}. Operétor neni prosty ani na, neni izometrii ani izomorfismem na sviij obor hodnot.
f) Plati || T|| = 2 a norma se nabyva. Dale ker T = {(a, a,...) : a € K} a T(c) = ¢g. Operator je na, ale neni prosty, neni izometrii
ani izomorfismem na svij obor hodnot.

g) Operétor T' je izometrické vnofeni, a tedy ||| = 1 a normu nabyvéa v kazdém bodé Se,. Je prosty a T'(¢,) = {f € L,([0,1]) :
f je skoro viude konstantni na kazdém I,,}. Neni na L, ([0, 1]), ale je izometrickym izomorfismem na sviij obor hodnot a |77 =
1.

Vysledky k ¢asti 3

a) Plati ||¢1]| = VR a ||¢2|| = R; oba funkcionaly své normy nabyvaji. Pro kazdé ¢ € K plati |1 + cpo|| = max{v/R, |¢|R} a
tento funkcional své normy nabyva. Jeho norma je nejmensi pravé pro || < 1/ V/R; nejmensi moznéa hodnota je v/R.

b) Plati | T]| = 1 a norma se nabyva. Dale kerT'= {f € L,((1,00)) : f:ﬂ f(t)dt = 0 pro kazdé n € N} a T je na. Pravou inverzi
lze definovat ptedpisem (Sz)(t) = x,, pro t € (n,n + 1); operator S je linearni izometrie a TS = Idy, .

¢) Na obou prostorech definuje ;. spojity linearni funkcional pravé pro k € Ny. V takovém piipadé je ||| = ffﬁ |sint| dt. Na
C([—m,7]) nabyva ¢}, své normy pravé pro suda k, zatimco na Lo ([—, 7]) ji nabyva pro kazdé k € No.

Vysledky a hinty k ¢asti 4
a) Plati || P|| = 2. Pro dolni odhad pouZijte napfiklad posloupnost (—1,1,1,...). Operator J je izomorfismus ¢ na ¢y a

I 1, y2, ) = (Y1 + Y2, 91 + Y3, - ).

Navic ||J|| = ||J7!|| = 2; vhodnymi posloupnostmi jsou opét (—1,1,1,...) a (1,1,0,0,...).

b) Nejprve ovéite, ze J(a) € C(K): kone¢né soucty jsou spojité a diky disjunktnosti nosi¢tt ma zbytek normu nejvyse sup,,~ n |an| —
0, takZe fada konverguje stejnomérné. Z rovnosti J(a)(t,) = a, plyne, Ze J je izometrické vnofeni. Pro f € C(K) je (f(t,) —
f(t0))n € co, takZze P je dobfe definovana projekce na J(cp). Plati | P|| = 2; pro dolni odhad zvolte f € C'(K) normy 1 takovou,
7e f(to) = =1 a f(t,) = 1 pro nékteré n.

¢) Je-li ¢ sdruzeny exponent k p, polozte

To= Y o) vas 57 = (w0 [ pan)
n=1 n n=1

kde pro p = 1 rozumime p(A,)~"/% = 1. Z disjunktnosti mnozin A,, plyne, ze T je izometrie, a z Holderovy nerovnosti ||S|| < 1.
Pifmym vypoctem dostanete ST = Id,,, a tedy ||S|| = 1.
d) Zvolte bijekci o : N — Z, oznacte J,, = (o(n),o(n) + 1] a definujte afinni bijekci ¢, : I, — J, predpisem ¢,(t) =
o(n) +2"(t —27™). Potom poloZte

UN(E) =2"2f(pu(t)), €L

Substituce z = ¢, (t) dava |Uf|l, = || f|lp. Surjektivitu ovérte prenesenim dané funkce z kazdého I, zpét na J,, pomoci ¢, .
Operator U je tedy izometricky izomorfismus L,(R) na L, ([0, 1]).



