I. Banachovy a Hilbertovy prostory

1. Zakladni vlastnosti

K je R nebo C

Definice 1. Necht' X je vektorovy prostor nad K. Funkei ||-||: X — [0, c0) nazyvdme normou na X, pokud
(i) |||l = 0 pravé tehdy, kdyz = = 0,
(i) ||z +y|| < |lz|l + [ly|| pro vSechna z,y € X,

(iii) [Jax| = || - ||x|| pro vSechna z € X a o € K.

Dvojici (X, ||-||) nazyvdme normovanym linedrnim prostorem.

Definice 2. Necht' X je vektorovy prostor. Rekneme, e mnoZina M C X je konvexni, pokud pro kazdé z,y € M a )\ € [0,1]
plati, Ze \x + (1 — \)y € M.

Tvrzeni 3 (norma a jednotkovd koule). Necht’ X je vektorovy prostor nad K a q: X — [0, 00) spliiuje

(i) g(x) = 0 pravé tehdy, kdyz x = 0,

(ii) q(az) = |a|q(x) provSechnax € X a o € K.
Pak q je norma na X, prdavé kdyZ mnoZina B, = {x € X; q(x) < 1} je konvexni.
Diikaz. Dukaz byl na pfednasce, miZe byt zkousen. O
Piiklady normovanych linedarnich prostord. Necht' 1 < p < co. V8echny nésledujici prostory s uvedenymi normami jsou
normované linedrni prostory nad K.

() Je-lineNaxz = (z1,...,z,) € K* klademe
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Tak dostdvame prostor (K™, ||-||).

(2) Je-li I mnozina, pro x = (;);cr € K! klademe
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il
(1) = {z € K5 |z, < o0}
Pro p < oo rozumime souctem pies I supremum souctd pies kone¢né podmnoziny /. Pro I = N piSeme jen £,,.

(3) Je-li (Q, A, rostor s mirou, ztotoziiujeme A-méfitelné funkce 2 — K shodné p-skoro vSude a klademe L, (€2, A, 1; K) =
)P ] P
{f: Q=K fje Améfitelnd a | f||, < oo}, kde
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||f||p: </Q|f|pdﬂ) , P <00,

ess supg | f1, p = oo.
(Vy3e definované prostory £, (I) jsou specidlnim pfipadem: na I vezmeme o-algebru P(I) a pocitaci miru.)
(4) Je-li K neprazdny kompaktni Hausdorffav prostor, pak
C(K)={f: K —=K; fjespojitd}.

Normou na C(K) je || f|lco = maxtck]|f(t)]-



(5) Prostory
c={x = (z,) € lx; (xy) konverguje v K},

co ={x = (z,) € loo; Ty, — 0}

jsou podprostory /. ; oba uvazujeme s normou
[#]loc = sup|an].
neN
Tvrzeni 4. Necht' (X, ||-||) je normovany linedrni prostor nad K.
(a) Funkce p(xz,y) = ||z — yl|| pro x,y € X je translacné invariantni metrika na X.
(b) Norma je 1-lipschitzovskd (a tedy spojitd) funkce na X.
(c) Zobrazeni +: X x X — X a-: K x X — X jsou spojitd.
Diikaz. Dtikaz byl na prednasce, studenti by jej méli znét, je ale natolik jednoduchy, Ze samostatné zkousen nebude. O
* Uzavienou kouli o stfedu = € X a poloméru r > 0 budeme znalit Bx (x,r), tj. Bx(z,7) = {y € X; ||z —y|| < r}.
* Otevienou kouli o stfedu z € X a poloméru r > 0 budeme znalit Ux (x,7), tj. Ux (z,7) = {y € X; ||z — y|| < r}.
* MnozZina Bx = Bx(0,1) se nazyvd jednotkové koule v X.
* Mnozina Ux = Ux (0, 1) se nazyvé oteviend jednotkové koule v X.
* Mnozina Sx = {z € X; ||z|| = 1} se nazyva jednotkova sféra.
Definice 5. Banachiiv prostor je normovany linedrni prostor, ktery je uplny v metrice dané normou.
Tvrzeni 6. KaZdy konecnérozmérny normovany linedrni prostor je Banachiiv.
Diikaz. Duikaz byl na pfednasce jiného predmétu, zkousen nebude. O

Definice 7. Necht’ {z,,} C X.Rekneme, 7e fada > o | x,, konvergujek x € X, pokud x = limpy o EnN:1 z,.Rada "> |z,
je konvergentni, pokud existuje z € X tak, Ze x = >, x,,. Rada je absolutné konvergentni, pokud > °_ ||z, || < +oo.

Véta 8 (Test tplnosti). Necht’ X je normovany linedrni prostor. Pak X je Banachitv, prdvé kdy? kazdd absolutné konvergentni
fada je konvergentni.

Diikaz. Diikaz byl na prednésce jiného predmétu, zkousen nebude. O
Tvrzeni 9. Necht’ X je normovany linedrni prostor a’Y jeho podprostor.

(a) Je-liY Banachiiv, pak Y je uzavienyv X.

(b) Je-li X Banachiiv, pak'Y je Banachitv, prdvé kdyZ 'Y je uzavieny v X.

Diikaz. Duikaz byl na pfedndsce, studenti by jej méli znét, je ale natolik jednoduchy, Ze samostatné zkousen nebude. O
Tvrzeni 10 (O rozsitené normé). Necht’ (X, ||-||) je Banachiiv prostor a ¢: X — [0, +o0] spliiuje ndsledujici vlastnosti:

(a)  splituje axiomy normy, pricemZ homogenitu poZadujeme pouze pro A # 0;

(b) o(x) > ||z|| pro kazdé x € X;

(¢) @ je zdola polospojitd na X, tj. mnoZina {x € X; ¢(x) < c} je uzaviend v X pro kazdé c € R.

PakY = {z € X; ¢(x) < +oo} je linedrni podprostor X a (Y, ¢) je Banachiiv prostor.

Diikaz. Diikaz byl na prednasce, mtize byt zkousen. O

Priklad 11. Vsechny vySe zavedené normované linedrni prostory (K™, ||-||,), Lp (€2, A, 1; K), €,(I), C(K), ¢ a ¢ jsou Bana-
chovy.

konec 1. prednasky (30. 9. 2026)



Dalsi pfiklady Banachovych prostori.

(1) Je-li I mnozina, klademe

co(I) = {x = (zi)ier € boo(I); prokazdé ¢ > 0 je mnozina {i € I; |z;| > ¢} kone€nd} .
Normou na ¢y (I) je ||x||s = sup;c;|e;|. Jednd se o Banachiiv prostor. Pro I = N dostdvdme vySe zavedeny prostor co.

(2) Prostor
C([0,1]) = {f: [0,1] = K; f je spojité diferencovatelnd}

uvazujeme s normou

Ifller = lflle + 1 lloc = max [f(2)| + maX]lf'(t)\~

te[0,1] te0,1

Jedna se o Banachtiv prostor.

(3) Je-li K neprazdny kompaktni Hausdorffiv prostor, oznaéime M (K) prostor vSech koneénych reguldrnich borelovskych
K-hodnotovych mér na K. Normou na M (K) je

el = 11l (EC),

kde |p| znadi totdlni variaci miry u. Jednd se o Banachiiv prostor.

(4) Oznacme
coo = {x = (z,) € KY; 2, = 0 aZ na kone¢n& mnoho n}.

S normou ||z loc = sup,,cn|®n| je coo normovany linedrni prostor, ale neni Banachiv.

Definice 12 (ekvivalentni normy). Necht' X je vektorovy prostor a ||-||1, ||-||2 jsou normy na X. Rekneme, Ze normy ||-||1 a ||-||-
jsou ekvivalenni, pokud existuji A, B > 0 takové, Ze pro kazdé x € X plati A||z||2 < ||z|1 < B||z]2.

Véta 13. Na konecnérozmérném vektorovém prostoru jsou vSechny normy ekvivalentni.

Diikaz. Diikaz byl na prednésce jiného predmétu, zkousen nebude. O

Lemma 14. Necht' X je vektorovy prostor, |-||1 a ||-||2 jsou normy na X, By = Bx j.|,), B2 = B(x,|.|,) @ a,b > 0. Pak
allz|l2 < ||z||1 < b||x||2 pro kaZzdé x € X, prdvé kdyz aB; C Bs C bBy. Specidlné, ||-||1 = ||-||2 prdvé tehdy, kdyZ B; = Bs.

Diikaz. Dikaz byl na prednésce, studenti by jej méli znat, je ale natolik jednoduchy, Ze samostatné zkousen nebude. [

Tvrzeni 15. Necht’ X je vektorovy prostor,
Jjsou ekvivalentni:

‘\l1 a@|l-|l2 jsou normy na X a By = Bx |.|,), B2 = B(x,|-|.)- Ndsledujict tvrzent

(i) Normy ||-||1 a ||*||2 jsou ekvivalentni.
(ii) Existuji a,b > 0 takovd, Ze aBy C Bs C bBs.
(iii) Zobrazeni Id: (X, |||[1) — (X, ||-||2) je homeomorfismus.
(iv) Oteviené mnoZiny v (X, ||-||11) splyvaji s otevienymi mnoZinami v (X, ||-||2)-
(v) ||xn — x||1 = O, pravé kdyZ ||z, — z||2 = Opro {z,} C X, z € X.
Diikaz. Diikaz byl na prednésce, studenti by jej méli znat, je ale natolik jednoduchy, Ze samostatné zkousen nebude. O

Definice 16. Necht X je vektorovy prostor a M C X. Konvexnim obalem M nazveme mnoZinu conv M = ({C D> M;
C' C X je konvexni}.

Tvrzeni 17. Necht' X je vektorovy prostora M C X. Pak
conv M = {Z)\ixi; Tlyeees Ty € My, 00y Ay > O’Z)‘i =1,n¢€ N}.
i=1 i=1

Diikaz. Dukaz byl na pfedndsce naznacen, studenti by jej orientaéné méli zndt, je ale natolik jednoduchy, Ze samostatné zkousen
nebude. O

Definice 18. Necht' X je vektorovy prostor. Rekneme, 7e mnozina M C X je symetrickd, pokud —M = M.

Fakt 19. Necht’” M je symetrickd konvexni podmnoZina normovaného linedrniho prostoru X, kterd obsahuje U(x,r), resp.
B(x,r) pronéjaké x € X. Pak U(0,7) C M, resp. B(0,r) C M.



Diikaz. Dukaz byl na prednasce, studenti by jej méli znét, je ale natolik jednoduchy, Ze samostatné zkousen nebude. O

Definice 20. Necht' X je normovany linedrni prostor a M C X. Pak definujeme uzavreny linedrni obal M jako
span M = ({Y D M; Y uzavieny podprostor X } a uzavieny konvexni obal M jako
conv M = ({C D M; C C X je uzaviend konvexni}.

Fakt 21. Necht' X je normovany linedrni prostor, Y je podprostor X a C C X je konvexni. Pak Y je podprostor X a C je
konvexni mnoZina.

Diikaz. Duikaz byl na pfedndsce naznacen, studenti by jej orientacné méli znét, je ale natolik jednoduchy, Ze samostatné zkousen
nebude. O

Tvrzeni 22. Necht’ X je normovany linedrni prostor a M C X. Pak span M = span M a conv M = conv M.
Diikaz. Duikaz byl na prednasce, studenti by jej méli znét, je ale natolik jednoduchy, Ze samostatné zkousen nebude. O

Véta 23. Necht’ X je normovany linedrni prostor, Y C X uzavieny podprostor a Z C X konecnérozmérny podprostor. Pak
span(Y U Z) je uzavreny.

Diikaz. Dtikaz byl na prednasce, mizZe byt zkousen. O
konec 2. prednasky (5. 10. 2026)

Dusledek 24. Necht’ X je normovany linedrni prostor. KaZdy konecnérozmérny podprostor X je uzavieny v X.

Diikaz. Diikaz byl na prednasce, mtize byt zkousen. O

2. Linearni operatory a funkcionaly

Pfipomenime si, Ze zobrazeni T: X — Y mezi vektorovymi prostory X, Y nad K se nazyva linedrni, pokud T'(z + y) =
T(x)+T(y)aT(azx) =T (x) proviechnaz,y € X aa € K.

Fakt 25. Necht' X, Y jsou vektorové prostory, T: X — Y je linedrni zobrazeni a M C X. Pak T(—M) = —T(M) a
T(conv M) = conv T'(M). Specidlné, je-li M symetrickd, pak T (M) je symetrickd, a je-li M konvexni, pak T'(M) je konvexni.

Diikaz. Duikaz byl na pfednéSce naznacen, studenti by jej orientacné€ mé&li zndt, je ale natolik jednoduchy, Ze samostatné zkousen
nebude. O

Tvrzeni 26. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory a T: X — Y je linedrni zobrazeni. Pak ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

(i) T je spojité.
(ii) T je spojité v 0.
(iii) Existuje C > 0 tak, Ze ||T(x)|| < C||z|| pro kazdé x € X.
(iv) T je lipschitzovské.
(v) T(Bx) je omezend.
Diikaz. Duikaz byl na prednésce, studenti by jej méli znat, je ale natolik jednoduchy, Ze samostatné zkousen nebude. O
Prostor £(X,Y’) s normou

IT|| = sup [|T(x)]-

r€EBx

je normovany linedrni prostor.
Lemma 27. Necht' X, Y jsou normované linedrni prostoryaT € L(X,Y).

(@) |T(2)[| < | T[l|=]| pro kazdé x € X.

(b) IT]| = sup,es, [T@)] = sup,ex oy T = sup,epr, 1T ()]

(c) |IT|| =inf{C > 0; |T(z)|| < C||z| pro kaZdé x € X}.

Diikaz. Diikaz byl na prednasce, mtize byt zkousen. O



Fakt 28. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory a {T,,} C L(X,Y) je posloupnost operdtorii konvergujicich k T €
L(X,Y) v prostoru L(X,Y). Pak {T,,} konverguje k T bodové, tj. pro kaZdé x € X plati T,,(x) — T () v prostoru Y.

Diikaz. Dtikaz byl na pfedndsce, studenti by jej méli znét, je ale natolik jednoduchy, Ze samostatné zkousen nebude. O
Fakt 29. Necht’ X, Y, Z jsou normované linedrni prostory, S € L(X,Y)aT € L(Y, Z). Pak |T o S|| < ||T||||S|-

Diikaz. Duikaz byl na pfednasce, studenti by jej méli znét, je ale natolik jednoduchy, Ze samostatné zkousen nebude. O
Véta 30. Necht’ X je normovany linedrni prostor a'Y je Banachiiv prostor. Pak L(X,Y) je Banachiiv prostor.

Diikaz. Duikaz byl na prednasce, miize byt zkousen. O

Definice 31. Necht' X je normovany linedrni prostor nad K. Prostor £(X,K) zna¢ime X* a nazyvame jej dudlnim prostorem
k prostoru X.

Véta 32. Je-li X normovany linedrni prostor, je prostor X* upiny.
Diikaz. Diikaz byl na prednasce, mtize byt zkousen. O
Definice 33. Necht' X, Y jsou normované linearni prostory a T € £(X,Y). Rikdme, Ze T je

e izomorfismus X naY (nebo jen izomorfismus), pokud T je bijekce X na Y a inverzni operdtor T~ je spojity;

¢ izomorfismus X do Y (nebo jen izomorfismus do), pokud T je izomorfismus X na Rng T';

* izometrie X na 'Y (nebo jen izometrie), pokud T je na a ||T'(z) — T'(y)|| = ||x — y|| pro vSechna z,y € X;

* izometrie X do Y (nebo jen izometrie do), pokud ||T'(x) — T'(y)|| = || — y|| pro vSechna z,y € X.

Rikame, Ze prostory X a 'Y jsou

* izomorfni, pokud existuje linedrni izomorfismus X na Y’;

* izometrické, pokud existuje linedrni izometrie X na Y.
Rikame, Ze prostor X je

* izomorfné vnoren do Y, pokud existuje linearn{ izomorfismus X do Y;

* izometricky vnoren do Y, pokud existuje linedrni izometrie X do Y.
Pozndmka 34. Uv&domme si, Ze linedrni zobrazeni T: X — Y je izometrie do, pravé kdyz ||T'(z)|| = ||#|| pro kazdé z € X.
Tvrzeni 35. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory.

(a) T € L(X,Y) je izomorfismus do prdvé tehdy, kdyz existuji konstanty C1,Cy > 0 takové, Ze C||z| < || T(z)|| < Cz||z|| pro
kaZdé x € X.

(b) Je-li X izomorfni s Y a X je Banachiv, je i Y Banachiiv.

(c) Je-li X Banachiiva T € L(X,Y) je izomorfismus do, pak Rng T je uzavieny vY.

Diikaz. Dukaz byl na prednésce, studenti by jej méli znat, je ale natolik jednoduchy, Ze samostatn¢ zkousen nebude. O
Fakt 36. Necht' X, Y, Z jsou normované linedrni prostory aT € L(X,Y), S € L(Y, Z).

(a) Jsou-li S, T izomorfismy do, pak S o T je izomorfismus do.

(b) Jsou-li S, T izometrie do, pak S o T je izometrie do.

Diikaz. Dtikaz byl na prednasce, studenti by jej méli znét, je ale natolik jednoduchy, Ze samostatné zkouSen nebude. O

Véta 37. Necht’ X, XaYy ]sou normované linedrni prostory, X je husty v XaY ]e uplny Necht' dile T € L(X,Y). Pak
existuje prdavé jeden operatorT € £(X Y') roz$ifujici T, 1. T[ x = T Navic plati |

Diikaz. Duikaz byl na pfednaSce, ale pouziva podstatné znalosti z metrickych prostort (které byly dokdzany na cviCeni), zkousen
proto nebude. O

konec 3. prednasky (7. 10. 2026)
Piiklad 38. Kdykoliv X je nekone¢né-dimenziondlni Banachiv prostor (nebo obecnéji normovany linedrni prostor), pak existuje

linearni zobrazeni f : X — K, které nenf spojité.

Diikaz. Diikaz byl na prednasce, mtize byt zkousen. O



3. Rady v normovanych linearnich prostorech

Fakt 39. Necht’ X je normovany linedrni prostor a Znoozl Ty, je konvergentni Fada v X. Pak

o o0
D wal < lleull
n=1 n=1
Diikaz. Dtikaz byl na prednasce, studenti by jej méli znét, je ale natolik jednoduchy, Ze samostatné zkouSen nebude. O

Definice 40. Necht' X je normovany linedrni prostor, I' je mnoZina a {z },cr je kolekce prvki prostoru X. Symbol ver Ty

nazveme zobecnénou fadou. Déle F(T') znaéf systém vech koneénych podmnoZin T'. Rekneme, Ze zobecnéna fada 3 ver Ty
konverguje (tZ konverguje bezpodminecné) k z € X pokud plati

Ve >03F € F(T)VF € F('),F' D F: <e.

IS

YEF'

Existuje-1i takové x € X, fikdme, Ze je zobecnénd fada | ~er L (bezpodminen€) konvergentni a x nazyvame jejim souctem.
Konverguje-li zobecnénd fada redlnych ¢isel 3. (||« [|, pak se zobecnénd fada ). .z nazyvd absolutné konvergentni. Pro
I' = () klademe >__ -2+ = 0.

Definice 41. Rekneme, Ze zobecnén4 fada >
pokud

2~ v normovaném linedrnim prostoru spliiuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku,

> o

YEF!

yel’

Ve>0 IFeFI) VF e FT),F'nF =0: <e.

Véta 42 (Nutnd podminka konvergence). Necht' ~er L~ je konvergentni zobecnénd Fada v normovaném linedrnim prostoru

X. Pak je jeji soucet urcen jednoznacné a (|| |)) € co(I).

y€er
Diikaz. Duikaz byl na prednasce, mizZe byt zkousen. O
Véta 43. Necht' X je Banachiiv prostor.

(a) Zobecnénd rada v X je konvergentni prdvé tehdy, kdyZ splituje Bolzanovu-Cauchyovu podminku.

(b) KaZdd absolutné konvergentni zobecnénd rfada v X je konvergentni.

(c) Je-li zobecnénd rada Zvel“ 2~ v X konvergentni a A C I, pak je i zobecnénd rada ZWEA .~ konvergentni.

Diikaz. Duikaz byl na pfedndsce, mize byt zkousen. O

Tvrzeni 44. Necht’ ~ver G je zobecnénd rada nezdpornych Cisel. Pak tato Fada konverguje, prdavé kdyZ

Sup{z ay; F e ]-"(F)} < +o0.

YEF
Potom plati
Za,Y = sup{z ay; F e ]-'(F)}.
~eT NEF
Diikaz. Duikaz byl na prednasce, mtize byt zkousen. O

konec 4. pirednasky (12. 10. 2026)

Tvrzeni 45. Necht' X je normovany linedrni prostor a {x,,} C X. Pak zobecnénd Fada
pravé kdy? rada 220:1 Ty, je absolutné konvergentni.

nen Tn je absoluiné konvergentni,

Diikaz. Duikaz byl na pfedndsce, mizZe byt zkousen. O

Definice 46. Necht {z,} je posloupnost v normovaném linearnim prostoru X a = € X. Rekneme, Ze S0 | @y konverguje

bezpodminecné (k ), pokud konverguje zobecnénd rada ZneN z, (k x).

Véta 47. Necht' {x,} je posloupnost v Banachové prostoru X. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalenmni:



(i) D07, @, konverguje bezpodminené.
(ii) ZZO:1 Tr(n) konverguje pro kaidou permutaci w: N — N ke stejnému souctu.
(iti) >0, Tr(n) konverguje pro kaidou permutaci w: N — N.
Diikaz. Diikaz byl na prednasce, miize byt zkousen. O

Véta 48. Kazdd absolutné konvergentni Fada v Banachové prostoru je bezpodmineiné konvergentni.
KaZdd fada v R je absolutné konvergentni, prdavé kdyz je bezpodmineiné konvergentni.

Diikaz. Diikaz byl na prednasce, mtize byt zkousen. O

Piiklad 49. Necht e, je n-ty jednotkovy vektor v /5. Rada S %en konverguje bezpodmine¢né k prvku (1, %, é, .o.) €l
ale nekonverguje absolutn¢:

(o) o0 1
1 _ —
> llsenlla =2~ =-+oc.
n=1 n=1
Diikaz. Dtikaz byl na pfednasce, mizZe byt zkousen. O

4. Konecnérozmérné prostory

Lemma 50 (o skoro kolmici, Frigyes Riesz (1918)). Necht’ X je normovany linedrni prostor. Je-li Y vlastni uzavreny podprostor
X, pak pro kaZdé € > 0 existuje x € Sx takové, Ze dist(z,Y) > 1 —e.

Diikaz. Duikaz byl na pfedndsce, mize byt zkousen. O
Véta 51. Necht' X je normovany linedrni prostor nad K. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) dim X < oo.
(ii) Existuje n € Ny takové, Ze X je izomorfni s (K™, ||-||2).
(iii) Bx je kompaktni.
(iv) KaZdé linedrni zobrazeni z X do néjakého normovaného linedrniho prostoru je spojité.
(v) Kazdd linedrni forma na X je spojitd.
(vi) KaZdé dvé normy na X jsou ekvivalentni.

Diikaz. Duikaz byl na prednasce, miZe byt zkousen. O

5. Souc¢ty normovanych linearnich prostoru, projekce a dopliky

Jsou-li (X, ||| x) a (Y, ||-||y) normované linedrn{ prostory nad K a 1 < p < oo, pak funkce (z,y) — ||(z,y)||,. kde
1
z||% + |lyl|®) ro p < 00,
| (z, 9|, = (H 1% ||?JHY) prop )
max{[|z]x, [ylly}  prop = oo,
je norma na vektorovém prostoru X x Y.
Diikaz. Duikaz byl na prednésce, studenti by jej méli znat, je ale natolik jednoduchy, Ze samostatné zkousen nebude. O

Definice 52. Necht' (X, ||-||x) a (Y, |||ly) jsou normované linedrni prostory a 1 < p < co. Pak prostorem X &, Y rozumime
normovany linedrni prostor (X x Y, ||-||,), kde norma ||-||,, je dand vzorcem (1).

konec 5. prednasky (14. 10. 2026)
Definice 53. Necht' X je vektorovy prostor a A, B jsou jeho podprostory. Rikdme, Ze X je direktnim (1é algebraickym) souctem
Aa B (znatime X = A@® B)pokud ANB={0}aX = A+ B=span(AU B).

Definice 54. Necht' X je vektorovy prostor. Linedrni zobrazeni P: X — X se nazyv (linedrni) projekce, pokud P2 = Po P =
P.



Pozndmka 55. Pro podprostory A, B C X plati X = A @& B, pravé kdyz lze kazdy © € X pravé jednim zplisobem zapsat ve
tvarux = a+ b, kdeaec Aabe B.
Je-li P: X — X lineédrni projekce, pak
X =Rng P @ Ker P,

pfi¢emz P je projekce na Rng P a Idx — P je projekce na Ker P. Naopak, je-li X = A @& B, pak predpis
Ps(a+b) = a, a€ A, be B,
definuje linearni projekci P4 splilujici Rng Py = A a Ker P4 = B.
Diikaz. Diikaz byl na prednésce, studenti by jej méli znat, je ale natolik jednoduchy, Ze samostatné zkousen nebude. [

Definice 56. Necht' X je normovany linearni prostor. Podprostor Y C X se nazyva komplementovany v X, jestlize existuje
spojitd linedrni projekce P: X — X s Rng P = Y. Lze-li navic zvolit || P|| < C, fikdme, Ze Y je C-komplementovany.

Véta 57. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory. Pak

¢ Y je isomorfni komplementovanému podprostoru X, pravé kdyZ existuji spojité linedrni operdtory S : X - Y aT :Y —
X spliiujici S o T = Idy ;

o Y je isometrické 1-komplementovanému podprostoru X, prdvé kdy? existuji spojité linedrni operdtory S : X — Y a
T:Y — X splitujici S o T = Idy amax{||S||, |T]|} <1.

Diikaz. Duikaz byl na prednasce, miize byt zkousen. O

6. Prostory se skalarnim soucinem

Definice 58. Skaldrnim soucinem na vektorovém prostoru X nad K rozumime funkeci (-,-): X x X — K s ndsledujicimi
vlastnostmi:

(i) funkce x — (x,y) je linedrni pro kazdé y € X,
(i) (z,y) = Wpro kazdé x,y € X,
(iii) (x,z) > 0 prokazdé x € X,
(iv) (x,z) = 0 pravé tehdy, kdyz = = 0.
Dvojici (X, (-, -)) nazyvdme prostor se skaldrnim soucinem.
Tvrzeni 59 (Cauchyova-Schwarzova nerovnost). Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem. Pak
(i) [(z,y)| < (@, 2)\/(y,y) pro kazdé z,y € X.
(ii) Funkce |z|| = \/(x,z) prox € X je norma na X.
Diikaz. Dukaz byl na pfedndSce jiného pfedmétu, zkousen nebude. O
Fakt 60. Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem a x,y € X. Pak
lz + gl = llz]* + llyl|* + 2 Re(z, ).
Diikaz. Dtikaz byl na pfednasce jiného predmétu, zkouSen nebude. O
Tvrzeni 61 (rovnobéZnikové pravidlo). Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem. Pak pro vSechna x,y € X plati
lz +yl? + llz = ylI* = 2(ll«)1* + [ly]]*)-
Diikaz. Duikaz byl na pfednasce jiného predmétu, zkouSen nebude. O

Definice 62. Necht' X je prostor se skalarnim soucinem. Prvky z,y € X se nazyvaji ortogondlni (na sebe kolmé), pokud
(x,y) = 0. Tento fakt znacime téZ x L y.
Prvek x je ortogonalni (kolmy) k mnoziné¢ A C X, pokud je ortogondln{ ke kazdému jejimu prvku, coZ zna¢ime z L A.
Mnoziny A, B C X jsou ortogondlni, pokud | y pro kazdé x € A, y € B, coz znaéime A L B.
MnoZina A+ = {x € X; = | A} se nazyvé ortogondlni doplnék A.



Fakt 63 (Pythagorova véta, asi 500 p.n.l.). Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem a x,y € X. Je-li x L y, pak

lz =l = [l + llyll*.

Obecnéji, jsou-li x1, ..., x, € X navzdjem ortogondlni, pak
L e ot Il 2 e o E 2
Diikaz. Duikaz byl na prednasce jiného predmétu, zkousen nebude. O

Lemma 64. Ortogondlini doplnék mnoZiny v prostoru se skaldrnim soucinem je uzavieny podprostor.

Diikaz. Dtikaz byl na prednasce, studenti by jej méli znét, je ale natolik jednoduchy, Ze samostatné zkouSen nebude. O
Tvrzeni 65. Necht’ (X, (-,-)) je prostor se skaldrnim soucinem nad K. Pak funkce (-,-): X x X — K je spojitd.

Diikaz. Diikaz byl na prednasce, mtize byt zkousen. O

Tvrzeni 66 (polarizaéni vzorec). Necht’ X je prostor se skaldrnim soucinem. Pak pro viechna x,y € X plati

(z,y) = 2(llz +ylI> = |z — y||?)

v redlném pripade, resp.
(@, y) = 1(lz +yI? =z = y? +ille +iyl|* — iz - iy|*)

v komplexnim pripadé.
Diikaz. Duikaz byl na pfednasce pro redlny pfipad, komplexni piipad byl jen naznacen. Dikaz samostatné zkouSen nebude. [

Dusledek 67. Necht’ X, Y jsou prostory se skaldrnim soucinemaT: X — Y je linedrni izometrie do. Pak T zachovdvd skaldrni
soucin, tj. (T(x),T(y)) = (x,y) pro kazdé x,y € X.

Diikaz. Duikaz byl na pfednasce, studenti by jej méli znét, je ale natolik jednoduchy, Ze samostatné zkousen nebude. O

Véta 68 (Jordan - von Neumann). Necht' (X, ||-||) je normovany linedrni prostor. Pak ||-|| je generovand néjakym skaldrnim
soucinem, pravé kdyZ ||-|| splriuje rovnobéznikové pravidlo (tj. rovnost z Tvrzeni 61).

konec 6. pirednasky (19. 10. 2026)

7. Hilbertovy prostory

Definice 69. Prostor se skaldrnim soucinem (X, (-, -)) se nazyva Hilberniiv prostor, pokud je iplny v metrice indukované skalar-
nim soudinem, tj. pokud (X, ||-||) je Banachiv prostor, kde ||z| = \/(z, z).

Priklad 70 (zékladni Hilbertovy prostory). Necht’ I je mnozina a (€2, .4, u) prostor s mirou. Pfiklady Hilbertovych prostora jsou

* (5(I) se skaldrnim soucinem

<$a y> = Z TiYi;

i€l
pro kone¢né I dostdvame eukleidovsky prostor K";

o Ly(Q, A, u1; K) se skaldrnim soucinem
(t9) = [ Fgan
Q
Prostor ¢5(I) je specidlnim pfipadem Lo, vezmeme-li na I poCitaci miru. Podprostor Hilbertova prostoru je Hilbertovym prosto-
rem prave tehdy, kdyz je uzavreny.

Véta 71 (Frigyes Riesz, 1934). Necht' C je uzaviend neprdzdnd konvexni mnoZina v Hilbertové prostoru H. Pak pro kaZdé
x € H existuje pravé jedno y € C tak, Ze |z — y|| = dist(z, C).

Lemma 72 (F. Riesz, 1934). Necht' X je prostor se skaldrnim soucinem, Y je jeho podprostor a x € X. Pak y € Y spliiuje
|z — y|| = dist(z,Y) pravé tehdy, kdyZ x —y € Y.

Véta 73 (F. Riesz, 1934). Necht' Y je uzavieny podprostor Hilbertova prostoru H. Pak H =Y ® Y a p¥islusnd projekce
Py : H — Y md ndsledujici vlastnosti:



(i) |Py(z) — x| = dist(x,Y) < ||z|| pro kazdé x € H,
(i) |Py] <1

Véta 74. Necht' H je Hilbertiiv prostor a {x,}52 1 C H je posloupnost navzdjem ortogondlnich prvkii. Pak ndsledujici tvrzeni
Jjsou ekvivalentni:

(i) Rada > °° | x, konverguje.
(ii) Rada >o0° | @ konverguje bezpodminecné.
(iii) Y07 |zn? < .
V tomto pripadé plati |> 07 | @, ||* = > 07 |z %
Definice 75. Je-li X prostor se skaldarnim soutinem a A C X, fekneme, Ze mnoZina A je
e ortogondlni, pokud x | y pro vSechna z,y € A, x # y;
e ortonormdlni, pokud A je ortogondlni a A C Sx;
e ortonormdlni bdze prostoru X, pokud je ortonormdlni a Span A = X.
Priklad 76 (ortonormalni baze). * V prostoru ¢5(N) tvofi kanonické jednotkové vektory{e, : n € N} ortonormdlni bazi.

* V prostoru Ly([0,]; R) tvofi ortonormélni bézi redlny trigonometricky systém
1 2 27k 2 27k
— U \/7(:05 i 7\/7sin i :keNy,.
Vi l l l l
* V prostoru L2 ([0, ]; C) tvoii ortonormdlni bazi komplexni trigonometricky systém

{\Zexp (2”7“”) ke Z}.

Pozndmka 77. V separabilnim prostoru se skaldrnim sou¢inem je kazdd ortonormalni mnoZina spocetnd: jeji rizné prvky maji
vzddlenost /2, je tedy diskrétni.

Véta 78. KaZdy ortonormdlni systém v prostoru se skaldrnim soucinem Ilze rozsiFit na ortonormdlni systém, ktery neni vlastni
podmnoZinou Zddného dalsiho ortonormdlniho systému.

Véta 79 (Besselova nerovnost). Je-li {e~ }ycr ortonormdlni soustava v prostoru X se skaldrnim souc¢inem, pak pro kazdé x € X
plati
2 2
> el <zl
yel
Véta 80. Necht’ H je Hilbertiiv prostor a {e~ }~cr je ortonormdlni systém v H. Pak ndsledujict tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) {ey}~er je ortonormdlni bdze H.
(i) © =3 cr(T,€y)ey prokaZdé z € H.
(iii) ||z||?> = x, e~)|? pro kazdé x € H (Parsevalova rovnost).
yeT 1P
(iv) Soustavu {e~}ecr nelze rozsifit priddnim dalsiho jednotkového vektoru kolmého ke vsem e..
Dusledek 81. KaZdy Hilbertiiv prostor md ortonormdlni bdzi.

Véta 82 (Ernst Sigismund Fischer (1907), Frigyes Riesz (1907)). Je-li {e} er ortonormdlni bdze Hilbertova prostoru H, je
zobrazeni T: H — (5(T), T'(x) = {(z,ey)}yer izometrie H a {5(T"). Tedy kaZdy Hilbertiiv prostor je izometricky prostoru
£5(T) pro vhodnou mnozinu T.

Véta 83 (vyjadfeni ortogondlni projekce). Necht’ H je Hilbertitv prostor a'Y jeho uzavieny podprostor. Necht’ (e;) je s je néjakd
ortonormdlni bdze prostoruY . Pak projekci na'Y podél Y+ (tzv. ortogondlni projekci) lze vyjddrit vzorcem

Pz = Z<$,€j>6j, x € H.
jed

Véta 84 (Heinrich Lowig (1934), F. Riesz (1934)). Necht’ H je Hilbertiiv prostor. Pro kaidé y € H oznacme f, € H* funkciondl
definovany jako f,(x) = (x,y) pro x € H. Pak zobrazeni I: H — H*, I(y) = f, je sdruZené linedrni izometrie H na H*.

Lemma 85. Necht’ X je vektorovy prostor, f je linedrni formana X a x € X \ Ker f. Pak X = Ker f @ span{z}.
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8. Realné a komplexni normované linearni prostory

Definice 86. Necht' X je komplexni normovany linedrni prostor. Symbolem X i ozna¢me prostor X uvazovany jako redlny. Tj.
X g je tatdZ mnoZina jako X uvaZovana s operac{ s¢itani jako v X, s ndsobenim redlnym Cislem jako v X a se stejné definovanou
normou.

Véta 87 (redlnd verze komplexniho normovaného linedrniho prostoru). Necht’ X je komplexni normovany linedrni prostor. Pak
plati:

(i) Xr je redlny normovany linedrni prostor.

(ii) XRg je tplny, pravé kdyz X je uplny.
(iii) ¢ : X — C je linedrni, pravé kdyZ Re ¢ : Xr — R je linedrni a Im p(x) = — Re p(izx) pro kazdé x € X.
¥l = llell.

(v) Je-li p € (XR)*, pak existuje prdvé jeden funkciondl ¢ € X* takovy, Ze 1 (x) = Rep(x) pro x € Xg. Je ddn vzorcem
o(x) = ¥(x) — w(ix) a spliwje ||| = o]l

(vi) Prostory (Xgr)* a (X*)g jsou izometrické.

(iv) Je-li ¢ € X*, pak funkciondl p(x) = Re (), v € Xg, patFido (Xgr)* a plati

Definice 88. Necht’ X je redlny normovany linedrn{ prostor. Na X x X definujeme:
s (z1,22) + (Y1, 92) = (21 + Y1, 22 + Y2), 21, T2, Y1, Y2 € X,

. (041 —i—iOéQ) . (371,332) = (0611‘1 — a2, X1 To + Oégxl), ay,as € Raxy,xg € X.

o (@1, 22)| x. = sup{||(cos a)zy + (sina)zs|x; a € [0,27)}, 21,22 € X.
Symbolem (X, ||-||) zna¢ime komplexni normovany linedrni prostor (X x X, +, -, |||l xc)-

Véta 89 (komplexifikace). Je-li X rediny normovany linedrni prostor, pak je (Xc, ||-||) komplexni normovany linedrni prostor.
Je-li navic X Banachiv, pak je X¢ Banachiiv.

I1. Hahnova-Banachova véta a dualita

1. Hahnova-Banachova véta
Definice 90. Necht' X je vektorovy prostor nad K. Funkce p: X — R se nazyva sublinedrni funkciondl, pokud plati
s p(z+y) < p(x) +p(y) prokazdé z,y € X,
* p(tz) = tp(x) prokazdé x € X at € [0, +00).
Funkce p: X — [0, +00) se nazyvé pseudonorma, pokud plati
* p(z +y) < p(x) + p(y) pro kazdé z,y € X,
* p(azx) = |a|p(z) prokazdé x € X aa € K.
Véta 91 (Hans Hahn (1927), Stefan Banach (1929)). Necht’ X je vektorovy prostor a'Y je podprostor X.

(a) Je-li X redlny, p je sublinedrni funkciondl na X a f je linedrni forma na'Y spliyjici f(x) < p(zx) pro kaZdé x € Y, pak
existuje linedrni forma F na X takovd, Ze F'ly = f a F(z) < p(x) pro kaZdé © € X.

(b) Je-li p pseudonorma na X a f je linedrni forma na'Y spliiujici | f (z)| < p(x) pro kaZdé x € Y, pak existuje linedrni forma

F na X takovd, 2e Fly = f a |F(z)| < p(x) pro kaZdé © € X.

Véta 92 (Hahnova-Banachova). Necht’ X je normovany linedrni prostor, Y je podprostor X a f € Y*. Pak existuje F € X*
takové, Ze F'ly = fa||F| = |If]-

Dusledek 93. Necht' X je netrividlni normovany linedrni prostor. Pro kaZdé x € X existuje f € Sx~ takové, Ze f(x) = ||z||.
Odtud plyne, Ze jsou-li x,y € X riizné body, pak existuje f € X* takovy, Ze f(x) # f(y) (Fikdme, Ze X* oddéluje body X ).
f(@)l.

Véta 95 (Oddélovéni bodu a podprostoru). Necht' X je normovany linedrni prostor, Y je uzavieny podprostor X a x ¢ Y. Pak
existuje f € Sx~ tak, Ze fly = 0a f(x) = dist(x,Y) > 0.

Véta 96 (Oddélovani konvexnich mnozin). Necht’ X je normovany linedrni prostor a A, B C X jsou disjunktni konvexni
mnoZiny. Pak plati ndsledujici tvrzeni:

Diisledek 94 (Dudlni vyjddieni normy). Je-li X normovany linedrni prostor a € X, pak ||z| = maxsecp,.

(a) Je-li A otevFend, pak existuje f € X* takovy, Ze Re f(x) < infg Re f pro kaZdé x € A.

(b) Je-li A uzaviend a B kompaktni, pak existuje f € X* takovy, Ze sup 4 Re f < infg Re f.
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2. Dualni a adjungované operatory - zaklady
Definice 97. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory a T' € £(X,Y"). Operdtor T*: Y* — X* definovany pfedpisem
T°f(z) = f(Tx)

pro f € Y* ax € X se nazyva dudlni (nebo t€Z adjungovany) operétor k T'. (Ve Véte 98 dokdzeme, ze T je dobfe definovany.)
Operitor (T*)* (tj. operdtor dudlni k 7*) znacime T**.

Véta 98. Necht' X, Y, Z jsou normované linedrni prostory.
(a) Je-liT € L(X,Y),jeT*f € X* prokaZdé f € Y*. Ddale T* € L(Y*, X*) a | T*|| = ||T|
(b) Zobrazeni T — T* je linedrni izometrie z L(X,Y) do L(Y™*, X ™).
(¢c) Necht T € L(X,Y)a S € L(Y,Z). Pak (SoT)* =T"* o S*. Ddle (Idx)* = Idx~.
Véta 99. Necht’ Hy, Hs jsou Hilbertovy prostory aT € L(H1, Hs). Pak existuje jednoznacné urceny operdtor T* € L(Hs, Hy)
takovy, Ze pro kaidé y € Hy a x € H, plati
<Tl‘7 y>H2 = <l‘, T*y>H1 :
Ddale plati, Ze T™ = Il_l oT* ol kde I;: Hj — H, j = 1,2 jsou prislusné sdruzené linedrni izometrie z Véty 84.
Definice 100. Operator 7™ z predchazejici véty nazyvame hilbertovsky adjungovanym operatorem k 7'.
Véta 101. Necht’ Hy, Ho, H3 jsou Hilbertovy prostory.
(a) Je-liT € L(Hy, Hy), je T* = (T*)* =T.
(b) Zobrazeni T — T* je sdruZené linedrni izometrie L(Hy, Ho) na L(Hz, Hy).

(¢c) Necht T € L(Hy,Hs) a S € L(Hy, Hs). Pak (S o T)* = T* o S*. Ddle (Idy,)* = Iy,

3. Reprezentace duala

Definice 102. Necht p € R, p > 1, nebo p = 0. Cislog € R, ¢ > 1, nebo ¢ = 0o nazyvame sdruZenym exponentem Kk p, pokud
plati ; + ¢ = 1, pficem? pouZivime konvenci, Ze 5; = 0.

Véta 103 (Reprezentace dudli ke klasickym prostordm). Necht' I # (.

(a) Prostor co(I)* je linedrné izometricky s prostorem {1 (I) pomoci zobrazeni I: {1(1) — co(I)*, I(y) = fy, kde

B(@) =Y wa.

i€l

(b) Je-li1l < p < o0 a q je sdruZeny exponent k p, pak prostor £,(I)* je linedrné izometricky s prostorem £y (I) pomoci zobrazeni
L by (I) = £,(1)7, I(y) = fy, kde
fy(@) = szyz

iel

(c) Je-li (2, S, p) libovolny prostor s mirou, 1 < p < oo a q je sdruZeny exponent k p, pak prostor L,,(11)* je linedrné izometricky
s prostorem Lq (1) pomoci zobrazeni I: Ly(p) — Ly(1)*, 1(g) = g, kde

%W:me

(d) Je-li (0, S, p) prostor se o-konecnou mirou, pak prostor Ly (u)* je linedrné izometricky s prostorem L, (u) pomoci zobra-

zeni I: Loo (1) = Li(p)*, I(g) = @g, kde
po(f) = / fgdp.
Q

Véta 104. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory a 1 < p < oo. Necht’ q je sdruZeny exponent k p. Pak zobrazeni
I: X*®,Y* = (X @, Y)" dané predpisem

I(f,9)(z,y) = f(x) + g(v)

Jje linedrni izometrie X* @&, Y* na (X &, Y)*.
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Definice 105. Necht' K je kompaktni prostor. Rekneme, Ze linedrni funkcional A na C'(K) je nezdporny, jestlize A(f) > 0 pro
kazdou nezédpornou funkei f € C'(K).

Véta 106 (O reprezentaci nezdpornych linedrnich funkciondld na C(K)). Necht’ K je kompakini prostor a A je nezdporny
linedrni funkciondl na C(K). Pak existuje jednoznacné urcend reguldrni borelovskd nezdpornd mira p na K spliiujici A(f) =
Sy fdppro kazdé f € C(K).

Véta 107 (Rieszova véta o reprezentaci C(K)*). Je-li K kompakini prostor, pak prostor C(K)* je linedrné izometricky s
prostorem M (K) v§ech reguldrnich borelovskych komplexnich (resp. znaménkovych) mér na K pomoci zobrazeni I: M (K) —
C(K)*, I(n) = @, kde

oulf) = /K fdp.

4. Kvocienty normovanych linearnich prostoru
Necht’ X je vektorovy prostor nad K a Y je jeho podprostor. Definujme relaci ekvivalence ~ na X jako
r~ysc—yey.
Pro x € X pak definujeme Z jako tfidu ekvivalence obsahujici x, tedy
z={yeX;y~zl={yeX;y—zeY}=zx+Y.

Na mnoZiné
XY ={Z;, z € X}
definujeme operace T+ =z + yaaZ = arproz,j € X/Y aa € K.
Definice 108. Necht' X je vektorovy prostor a Y je jeho podprostor. Pak vektorovy prostor X/Y nazyvame faktorprostorem

prostoru X podle Y nebo té€Z kvocientem X podle Y.
Dile definujeme tzv. kanonické kvocientové zobrazeni q: X — X /Y ptedpisem ¢(z) = Z.

Necht’ X je normovany linedrn{ prostor a Y jeho uzavieny podprostor. Pak (X /Y, ||-||x/y) je normovany linedrni prostor s
normou
T = inf ||z — y|| = dist(x,Y
[y = inf e — gl = dist(a. ),

Tato norma se nazyva kanonickd kvocientovd norma.

Tvrzeni 109. Necht’ X je normovany linedrni prostor a Y jeho uzavieny podprostor. Pak kanonické kvocientové zobrazeni
q: X — X/Y je spojity linedrni operdtor, ktery je na a spliiuje q(Ux ) = Uxy. Je-li Y vlastni, pak ||q|| = 1.

Véta 110. Necht’ X je Banachiiv prostor a' Y jeho uzavieny podprostor. Pak XY je téZ Banachiiv prostor.

Pozndmka 111. Topologie indukovand kvocientovou normou na X /Y je pravé kvocientovd topologie zndméa z Obecné topologie,
tj. nejvetsi topologie na X/Y, pro kterou je g: X — X/Y spojité. Vskutku, podle Tvrzeni 109 je g spojité a z rovnosti ¢(Ux ) =
Ux/y plyne, Ze je oteviené. Proto pro V' C X/Y plati

Vjeoteviend <= ¢ (V) jeoteviend v X.

Fakt 112 (univerzalni vlastnost kvocientové topologie). Necht’ Z je topologicky prostor a g: XY — Z libovolné zobrazeni.
Pak g je spojité, pravé kdyZ g o q: X — Z je spojité.

Tvrzeni 113 (faktorizace pfes kvocient). Necht’ X a Z jsou normované linedrni prostory, Y C X je uzavreny podprostor a
T € L(X, Z) splituje Y C Ker T'. Pak existuje pravé jeden operdtor T € L(X]Y, Z) takovy, 2 T =T o q. Navic |T|| = ||T.
Je-liY = KerT, pak je Tprosty

Pozndmka 114. Necht T € L(X, Z). Rekneme, Ze T je izometricky kvocient, pokud je na a T(Ux) = Uy. Ekvivalentng, T je
na a7 je izometrie prostoru X/ KerT na Z.

Definice 115. Necht’ X je vektorovy prostor a Y jeho podprostor. Podprostor A C X se nazyva algebraicky doplnék podprostoru
YvX,jestlize X =Y @ A.

Véta 116. Necht’ X je vektorovy prostor a’Y jeho podprostor.

(a) Prostor’Y md algebraicky doplnék v X.

(b) Kazdy algebraicky doplnék' Y v X je algebraicky izomorfui s X/Y . Specidlné, kazdé dva algebraické doplitky Y v X jsou
algebraicky izomorfni.
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Definice 117. Je-li X vektorovy prostor a Y jeho podprostor, pak kodimenzi Y v X (znacime codim Y) rozumime dimenzi
libovolného algebraického dopliiku Y v X, tj. codim Y = dim(X/Y").

Pozndmka 118. Je-li f nenulova linedrni forma na X, pak podle Lemmatu 85 plati codim Ker f = 1.
Véta 119. Necht’ X je normovany linedrni prostor.
(a) KaZdy konelnérozmérny podprostor prostoru X je komplementovany.

(b) KaZdy uzavieny podprostor prostoru X konecné kodimenze je komplementovany.

5. Anihilatory, dualita kvocienta a podprostoru

Definice 120. Je-li X normovany linedrn{ prostor a A C X, pak definujeme tzv. anihildtor mnoziny A jako
At ={f € X*; f(x) =0prokazdé x € A}.

Pro mnoZinu B C X* pak definujeme tzv. zpétny anihildtor jako
B, ={z € X; f(x) =0prokazdé f € B}.

Lemma 121. Necht’ X je normovany linedrni prostora A C X, B C X*. Pak

(a) AL je uzavieny podprostor X*,

(b) B. je uzavreny podprostor X,

(c) (A*+), =span 4,

(d) (By)* > span B.

Pozndmka 122. Obecné neplati (B, )+ = span B. Napiiklad pro X = /1 a B = ¢cg C X* = (., je B, = {0}, nebot’ B
obsahuje vSechny kanonické vektory. Tedy (B, )+ = /.., zatimco 5pan B = cg.

Véta 123. Necht’ X je normovany linedrni prostor a’Y jeho podprostor.
(a) Je-liY uzavienya q: X — XY je kanonické kvocientové zobrazeni, pak ¢*: (X/Y)* — X* je linedrni izometrie na Y +.

(b) Restrikéni operdtor R: X* — Y™*, R(f) = flv, je izometricky kvocient. Jeho faktorizace R: X*/YLt = Y* je tedy
linedrni izometrie na.

Tedy (X/Y)* Ize identifikovat s Y+ a Y* lze identifikovat s X* /Y +.
Véta 124. Jsou-li X, Y normované linedrni prostory a T € L(X,Y'), pak plati
(a) KerT* = (RngT)*,
(b) KerT = (RngT™),,
(c) RogT = (KerT*) 1,

(d) T* je prosty, pravé kdyZ Rng T je husty.

6. Druhy dual a reflexivita

Definice 125. Necht' X je normovany linedrni prostor. Symbolem X ** zna¢ime (X*)*, tj. duél k prostoru X*. Tento prostor
nazyvame druhym dudlem.

Je-li x € X, pak definujeme tzv. evaluacni funkciondl e,, € X** predpisem €, (f) = f(x) pro kazdé f € X*.

Definice 126. Necht' X je normovany linedrni prostor. Zobrazeni e: X — X** dané predpisem e(x) = €, se nazyvd kanonické
vnoreni X do X™**.

Tvrzeni 127. Necht’ X je normovany linedrni prostor. Pak kanonické vnoveni € : X — X™* je linedrni izometrie do. Je-li tedy
X navic Banachiiv, pak €(X) je uzavieny podprostor X**

Tvrzeni 128 (J. P. Schauder, 1930). Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory, ex: X — X  acecy:Y — Y™ jsou
kanonickd vnoreni do druhych dudliia T € L(X,Y). Pak

T**O€X:€yOT.
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Véta 129. Pro kaZdy normovany linedrni prostor X existuje jeho ziiplnéni, tj. Banachiiv prostor takovy, Ze X je jeho husty
podprostor.
Pro kaZdy prostor se skaldrnim soucinem X existuje jeho ziiplnéni, tj. Hilbertiv prostor takovy, Ze X je jeho husty podprostor.

Vo

Tato rozSitent jsou urcena jednoznacné aZ na izometrii, tj. jsou-li X1, Xo dvé ziiplnéni X, pak existuje linedrni izometrie X1
na Xo, kterd je na X identitou.

Véta 130. Necht' X, Y jsou Banachovy prostoryaT € L(X,Y).
(a) T je izomorfismus na, pravé kdyZ T* je izomorfismus na. V tomto pripadé navic plati (T*)~! = (T—1)*.
(b) T je izometrie na, pravé kdyz T* je izometrie na.
Specidlné, jsou-li X a'Y “linedrné izometrické” pak jsou také X* a Y* “linedrné izometrické”.
Definice 131. Banachtv prostor X se nazyva reflexivni, pokud X** = ¢(X).
Véta 132. Necht’ X, Y jsou Banachovy prostory.
(a) Je-li X izomorfni s reflexivnim prostorem, pak je i X reflexivni.
(b) Uzavieny podprostor reflexivniho prostoru je reflexivni.
(c) Prostor X je reflexivni prdvé tehdy, kdyZ jeho dudl X* je reflexivni.
(d) Je-li X reflexivni a Y jeho uzavieny podprostor, pak je XY reflexivni.
Priklady 133.
(a) Prostor L, () je reflexivni pro libovolnou miru pal < p < co.
(b) Kazdy Hilberttv prostor je reflexivni.
(c) Kazdy konecnérozmérny prostor je reflexivni.
(d) Prostory co, £1, s, L1([0,1]), Lo ([0, 1]) a C(]0, 1]) nejsou reflexivni.
(e) Existuje Banachilv prostor J (tzv. JamesGv prostor), ktery nenf reflexivni, i kdyZ je izometricky s J**.
Véta 134 (James). Banachiiv prostor X je reflexivni, prdvé kdyZ pro kaZdé x* € X* existuje x € Bx spliyjict ||x*|| = =*(z).
Pozndmka 135. Plati nasledujici Bishopova—Phelpsova véta: Je-li X Banachiv prostor, pak mnoZina
{z* € X* : existuje x € By takové, Ze |z*(x)| = ||z*||}
je husta v X*. Jamesova véta tedy charakterizuje reflexivitu tim, Ze normy nabyvaji v§echny funkcionaly, nikoli pouze jejich
hustd podmnoZina.
7. Slabé konvergence posloupnosti
Definice 136. Necht' X je normovany linedrni prostor.

(a) Rekneme, e posloupnost {x,, } v prostoru X slabé konverguje k x € X (znatime z,, — x), pokud pro kazdé =* € X* plati

(b) Rekneme, 7e posloupnost {z}} v prostoru X* slabé s hvézdickou konverguje k ©* € X* (znaime x; li> z*), pokud pro
kazdé x € X plati 2 (z) — z*(z).

Lemma 137. Necht’ X je normovany linedrni prostor, {x,,} posloupnost v X a {x}} posloupnost v X*.
(a) Existuje nejvyse jedno x € X spliiujici z, — x.

(b) Existuje nejvyse jedno z* € X* spliujici x, N

(c¢) Pokud x € X a x,, — x, pak x,, S

(d) Pokud x* € X* ax’ % x*, pak x}, w5 o,

Pozndmka 138. Opacné implikace v (c) a (d) obecné neplati. Kanonickd baze (e,,) prostoru ¢ konverguje slabé k nule, ale
nekonverguje k nule v normé. Podobné (e,,) v 1 = ¢ konverguje slab&* k nule, ale nikoli slab&, nebot” funkciondl (1,1,...) €
{s = {1 nabyva na vSech e,, hodnoty 1.
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Tvrzeni 139 (Slaba polospojitost normy). Necht’ X je normovany linedrni prostor.

(a) Je-liz, % xv X, pak ||z|| < liminf, |/z,].

(b) Je-li 7, Yy v X, pak ||z*|| < liminf, ||z} |-

Véta 140 (Princip stejnomérné omezenosti). Necht' X je Banachiiv prostor, Y je normovany linedrni prostora A C L(X,Y).
Pak ndsledujict tvrzent jsou ekvivalentni:

(i) sup{||T||; T € A} < +oc.
(ii) Pro kaZdé x € X je sup{||T(z)|; T € A} < +oc.

Dusledek 141. Necht’ X je Banachiiv prostor, Y je normovany linedrni prostor a {T,,} je posloupnost v L(X,Y") takovd, Ze pro
kaZdé x € X existuje T'(z) = limy, oo Ty (). Pak T € L(X,Y) a ||T|| < liminf||T, || € R.

Dusledek 142 (Omezenost slabé a slab&* konvergentnich posloupnosti). Necht’ X je Banachiiv prostor.
(a) KaZdd slabé konvergentni posloupnost v X je omezend.

(b) KaZdd slabé* konvergentni posloupnost v X* je omezend.
gentni posloup J

Tvrzeni 143. Necht’ X je Banachiiv prostor, {x}} je posloupnostv X*, z* € X* a D C X spliiujespan D = X. Pak x, EN ¥,
pravé kdyz {z}} je omezend a x,(d) — x*(d) pro kazdé d € D.

Tvrzeni 144. Necht’ X je Banachiiv prostor, {x,,} je posloupnost v X, x € X a D C X* spliiuje span D = X*. Pak x,, 2 g,
pravé kdyz {x,} je omezend a d(x,,) — d(z) pro kaZdé d € D.

Priklady 145. Pro ndsledujici Banachovy prostory X, posloupnost {z,,} v X a z € X plati:

(a) Pokud X = cg nebo X = ¢, pro p € (1,00), pak z,, — x, pravé kdy? {x,, } je omezend a x,, (i) — x(i) pro kazdé i € N.
(b) Pokud X = C(K), pak x,, = x, pravé kdyZz {x,,} je omezend a z,,(k) — x(k) pro kazdé k € K.

(¢) Pokud X = ¢4, pak z,, 2, praveé kdyz x,, — x v normé (Schurova vlastnost).

Priklad 146 (Slaba* konvergence v posloupnostnich prostorech). Pro 1 < p < oo uvaZujeme /¢, jako dudl pomoci kanonickych
identifikaci

=g, =10, (1<p<oo), loo =17,

kde ¢ je sdruzeny exponent k p. Pro posloupnost {z,} v ¢, a © € ¢, potom plati: z,, N pravé kdyz {z,} je omezend a
Zp (i) = x(i) pro kazdé i € N.

Véta 147. Necht’ X je normovany linedrni prostor a X* je separabilni. Pak X je separabilni.

Véta 148. Necht' X je separabilni normovany linedrni prostor a {x } omezend posloupnost v X*. Pak {x}} md w*-konvergenini
podposloupnost.

Véta 149. Banachiiv prostor X je reflexivni, prdavé kdy? kazdd omezend posloupnost {x,,} v X md slabé konvergentni podpo-
sloupnost.

III. Omezené operatory v Banachovych prostorech

1. Kompaktni operatory

Definice 150. Necht' X, Y jsou normované linedrni prostory a 7': X — Y je linedrni zobrazeni. Pak T' se nazyva kompaktni
operdtor, pokud pro kazdou omezenou A C X je mnoZzina 7'(A) relativné kompaktni v Y.

Mnozinu vSech kompaktnich linedrnich operdtort z X do Y zna¢ime K(X,Y).

Linedarni operator 1" se nazyva konecnérozmérny, pokud Rng T' mé konecnou dimenzi.

V dals§im budeme pracovat takrka vyhradné se spojitymi kone¢nérozmérnymi operatory, ozna¢ime proto mnoZinu vSech
koneénérozmérnych spojitych linedrnich operdtord z X do Y jako F(X,Y).

Tvrzeni 151. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory. KaZdy kompaktni linedrni operdtor z X do Y je automaticky
spojity. Ddle, je-li T: X — Y linedrni, pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) T je kompakini.

(ii) T(Bx) je relativné kompakmi.
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(iii) Je-li {x,,} omezend posloupnost v X, pak posloupnost {T(x,,)} md konvergentni podposloupnost.
Véta 152. Necht’ X, Y jsou Banachovy prostory.

(a) Operdtor T € L(X,Y) je konecnérozmérny prdvé tehdy, kdy? existuji f1,...,fn € X* ay1,...,yn € Y takové, Ze
T(x) =1, fi(x)y; pro kaZdé x € X.

(b) K(X,Y) je podprostor L(X,Y) a F(X,Y) je podprostor K(X,Y).
(¢) K(X,Y) je uzavieny podprostor L(X,Y).

(d) SloZime-li kompaktni linedrni operdtor se spojitym linedrnim operdtorem zleva Ci zprava, dostaneme opét kompaktni operd-
tor.

Tvrzeni 153. Necht’ X, Y jsou normované linedrni prostory a T € K(X,Y). Je-li x,, = x v X, pak T(z,,) — T(x) v normé
prostoru’Y'.

Definice 154. Necht' (K, p) je kompaktni metricky prostor a A C C(K). Rekneme, 7e A je stejné spojitd, pokud pro kazdé
€ > 0 existuje > 0 takové, Ze

[f(z) = fly)l <e
pro vSechna f € Aax,y € K s p(z,y) <.

Véta 155 (Arzelaova—Ascoliho). Necht’ K je kompakini metricky prostor a A C C(K). Pak A je relativné kompaktni v C(K),
pravé kdy? je omezend a stejné spojitd.

Véta 156 (J. P. Schauder, 1930). Necht’ X je normovany linedrni prostor, Y je Banachiiv prostor a T € L(X,Y). Pak T* je
kompakini, pravé kdyZ T je kompaktni.
2. Véty o otevireném zobrazeni a uzavireném grafu

Definice 157. Zobrazeni f: X — Y mezi metrickymi prostory X, Y se nazyva oteviené, pokud f(G) je oteviend mnoZina v Y’
pro kazdou otevienou mnozinu G C X.

Véta 158 (O otevieném zobrazeni, Juliusz Pawet Schauder, 1930). Necht’ XY jsou Banachovy prostory aT € L(X,Y) je na.
Pak T je oteviené zobrazent.

Lemma 159 (J. P. Schauder, 1930). Necht’ X je Banachiiv prostor, Y je normovany linedrni prostor a T € L(X,Y). Jestlize
r,s > 0 jsou takovd, Ze U (0, s) C T(U(0,r)), pak dokonce U(0,s) C T(U(0,7)).

Disledek 160 (S. Banach, 1929). Necht’ X,Y jsou Banachovy prostorya T € L(X,Y). Pak T je izomorfismus X na'Y, pravé
kdyZ'T je prosty a na.

Dusledek 161. Necht' X, Y jsou Banachovy prostory aT € L(X,Y) je na. Pak plati:
(a) Existuje ¢ > 0 takové, Ze pro kaZdé y € Y existuje v € T~ (y) splitujici || z|| < c||y]|-

(b) Zobrazeni T: X /KerT — Y dané predpisem f(f) = T(x) je linedrni izomorfismus na. Tedy prostor Y je izomorfni s
X/KerT.

Tvrzeni 162 (kritérium uzavienosti obrazu). Necht’ X,Y jsou Banachovy prostory a T € L(X,Y'). Pak ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

(i) RngT je uzavreny;
(i) indukovany operdtor T: X/ Ker T — Y, T(7) = T(x), je izomorfismus do;
(iii) existuje C' > 0 takové, Ze dist(z,Ker T') < C||T'(z)|| pro kazdé x € X.

Definice 163. Je-li X normovany linedrn{ prostor a X = A & B, pak fikdme, Ze X je topologickym souctem A a B, pokud jsou
piislusné projekce P4 a Pp spojité. Tento fakt znacime X = A & B.
Podprostor B se v tomto piipadé nazyva topologicky doplnék podprostoru A v X.

Véta 164. Necht’ X je normovany linedrni prostor a'Y, Z jsou jeho podprostory spliiujici X =Y @& Z. Pak X =Y @ Z, prdvé
kdyZ zobrazeni
T X—>Ya® Z, T(z) = (Py(z), Pz(z)),

Jje izomorfismus.
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Véta 165. Necht’ X je Banachiiv prostor a'Y,Z C X jeho podprostory spliiujici X =Y @ Z. Pak X =Y @ Z, prdvé kdyZ Y
a Z jsou uzaviené.

Definice 166. Je-li f: X — Y zobrazeni mnoZiny X do mnoZziny Y, pak mnoZinu

graf f = {(z,y) € X xY; y = f(2)}

nazyvame grafem zobrazeni f.
Rikdme, Ze zobrazeni f: X — Y, kde X, Y jsou metrické prostory, md uzavieny graf, pokud mnoZina graf f je uzaviend v
X xY.

Véta 167 (O uzavieném grafu, S. Banach, 1932). Necht’ X, Y jsou Banachovy prostoryaT: X — Y je linedrni zobrazeni. Pak
T je spojité, prdavé kdyZ md uzavieny graf.

3. Spektralni teorie (zejména) kompaktnich operatoru

Tvrzeni 168. Necht’ X je Banachiiv prostor aT € L(X). Pak T je invertibilni, prdvé kdy? T je bijekce.

Tvrzeni 169. Necht’ X je Banachiiv prostor.

(a) PokudT € L(X) a||T| <1, pak Idx — T je inveribilni a plati (Idx —T)~' =35> jT™

(b) Pokud je T invertovatelny a ||S — T < ﬁ pak S je invertovatelny a S™' = T3> (I — ST~')". Specidlné,

mnoZina vSech invertibilnich operdtorii v L(X) je otevFend.

Definice 170. Necht' X je normovany linedrni prostornad Ka T € L£(X). Cislo A € K nazgvame viastnim ¢islem operatoru T,
pokud Ker(A — T') # {0}, tj. pokud T'(x) = Az pro n&jaké x € X, x # 0.

Prostor Ker(AI — T') pak nazyvame vlastnim prostorem ptislusnym &islu A.

Nenulové prvky vlastniho prostoru pfislusného Cislu A se nazyvaji viastni vektory prislusné Cislu A.

MnoZina viech vlastnich ¢isel operdtoru T se nazyvé bodové spektrum operdtoru T' a znaci se o, (T').

Spektrum operdtoru T' je mnoZina vSech Cisel A € K, pro kterd operdtor A\l — T neni invertibilni. Spektrum operatoru T’
zna&ime o (T).

Rezolventni mnozina operdtoru T je p(T) := K\ o(T). Rezolventni funkce je definovéna jako p(T) > A — (M —T)~ ! €
L(X)

Véta 171. Necht’ X je Banachiiv prostor nad K a T € L(X). Pak o(T) je kompaktni podmnoZina K spliiujici o(T) C
Bx(0,||T|)). Je-li X # {0} komplexni, pak o(T) je neprdzdné.

Véta 172. Necht’ X je Banachiw prostor a T € L(X). Pak o(T*) = o(T). Navic, pokud je X Hilbertivv, pak o(T*) = o(T)
Véta 173. Necht' X je Banachiiv prostora T € K(X).

(a) Jestlize Rug(T) je uzavieny, pak dim Rng(T) < oc.

(b) Jestlize dim X = oo, pak 0 € o(T).

(c) Jestlie N € K\ {0}, pak dim Ker(AI —T') < oo a Rug(AI — T') je uzavieny.

Véta 174 (Fredholmova alternativa). Necht’ X je Banachiiv prostor nad K, T € K(X) a A € K\ {0}. Pak operdtor \I — T je
na, pravé kdy?Z je prosty.

Disledek 175. Necht’ X je Banachiv prostor aT € K(X). Pak o(T) C {0} U op(T).

Lemma 176. Necht’ X je normovany linedrni prostor a T € L(X). Jsou-li \1,..., A\, riznd vlasmi &isla operdtoru T
azxy,...,r, € X viastni vektory prislusné Cisliim A1, ..., A, pak jsou tyto vektory linedrné nezdvislé.

Véta 177. Necht' X je Banachiiv prostor nad K a T € K(X). Pak pro kazdé r > 0 je mnoZina o(T) N {X € K; |A\| > r}
konecnd.

Dusledek 178. Necht' X je nekonecnérozmérny Banachiiv prostor a T € K(X). Potom o(T) = {0} U {\.}, kde {\.} je
posloupnost, kterd je bud’ konecnd, nebo nekonecnd a konvergujici k 0, a je tvorena nenulovymi vilastnimi cisly operdtoru T,
pricem? kaZdé z nich md konecnérozmérny viastni podprostor.

Véta 179 (Druhé Fredholmova véta). Necht’ X je Banachiiv prostor nad K, T € K(X) a A € K\ {0}. Pak
Rng(Mx —T) = (Ker(AIx- —T7)) |,
Rug(Alx- — T*) = (Ker(Alx —T)) ™.
Véta 180 (Tieti Fredholmova véta). Necht’ X je Banachiv prostor, T € K(X) a A € K\ {0}. Pak

dimKer(AMx — T') = codim Rng(AMx — T) = dimKer(AIx« — T*) = codim Rng(Alx~ — T") < 0.
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4. Samoadjungované kompaktni operatory na Hilbertové prostoru
Definice 181. Necht' H je Hilbertiv prostor a T € L(H). Rekneme, 7e T je samoadjungovany, pokud T = T*.

Definice 182. Hermitovskou seskvilinedrni formou na vektorovém prostoru X rozumime zobrazeni b: X x X — K takové, Ze
x — b(x,y) je linedrni pro kazdé y € X a b(x,y) = b(y, z) pro viechna z,y € X. Forma b je potom automaticky sdruzené
linearni ve druhé proménné.

(Jde tedy o definici skalarniho soucinu bez podminek (iii) a (iv).)

Fakt 183. Necht’ b je hermitovskd seskvilinedrni forma na X a q(z) = b(z, z). Pak q(z) € R, q(ax) = |a|?q(z) a q(z + y) =
q(z) + q(y) + 2Reb(z, y). Specidlné q(z + y) — q(x — y) = 4Reb(x,y).

Véta 184. Necht' H je netrividlni Hilbertiiv prostor a T € L(H). Pak T je samoadjungovany, pravé kdy? (Tx,y) = (z,Ty)
pro vSechna z,y € H. Pro samoadjungovany T plati (Tx,z) € R pro kaZdé x € H a

T = sup (Tz,z)|.
z€SH

s ¥

Lemma 185 (Vlastni &islo pifislusné normé). Necht’ H je Hilbertiiv prostor aT € KC(H) je nenulovy samoadjungovany operdtor.
Pak existuji e € S a \ € R takové, Ze
Te=2Xe,  [A[=]T].

Tedy alespoii jedno z Cisel | T|| a —||T|| je viastnim Cislem operdtoru T.

Definice 186. Podprostor Y vektorového prostoru X se nazyva invariantni viéi linearnimu operatoru 7: X — X, pokud
T(Y)CY.

Lemma 187. Necht’ H je Hilbertiiv prostor a T € L(H) je samoadjungovany.

(a) VSechna viastni Cisla T jsou redlnd. Vlastni prostory pFislusné riznym vilastnim &isliim jsou navzdjem ortogondlni.

b) Je-liY C H uzavieny podprostor invariantni vii¢i T, pak je invariantni i Y+ a restrikce Ty a T |y . jsou samoadjungované.
y poap paxj yL+J jung

Véta 188 (Spektrdlni rozklad; D. Hilbert (1904), E. Schmidt (1907)). Necht' H je netrividlni Hilbertitv prostor a T € KC(H) je
samoadjungovany. Pak existuje ortonormdlni bdze B prostoru H tvorend vlastnimi vektory T'.

Vektorii 7 B prislusnych nenulovym vlastnim &isliim je nejvysSe spocetné mnoho. Sefadime-li je do prosté posloupnosti
{en}N_|, kde N € Ny U {oo}, pak tato posloupnost tvoii ortonormdini bdzi Rug T a pro kazdé x € H plati

N

Tx = Z An (T, en)en,

n=1

kde Te, = Apen. ProT =0 je N = 0 a soucet je prdzdny.

IV. Konvoluce funkci a Fourierova transformace

1. Konvoluce funkci

V celém tomto oddilu je i = cAg, kde ¢ > 0 a \q je Lebesgueova mira na R?.

Definice 189. Necht' f: RY — K ay € R%. Posunem funkce f o y rozumime funkci 7, f : RY — K danou predpisem 7, f (z) =
flz—y).

Definice 190. Necht' f,g: R? — K jsou méfitelné funkce. Jejich konvoluci rozumime funkci f * g definovanou predpisem
(F+9)@) = [ Fwlgta 1) duty)
R

v t&ch bodech = € R?, v nichZ integral existuje.

Pozndmka 191. Pro konvoluci plati ndsledujici zdkladni fakta.
* Pro kazdé z € R? je funkce y — f(y)g(x — y) méfitelnd. Navic funkce (z,y) — f(y)g(z — y) je méfitelnd na R? x RY,
e Funkce f % g a g * f maji stejny defini¢ni obor a jsou si na ném rovny.
e Plati fx(g+h) = f*xg+ f+xha(f+g)*h= fxh+ g=*h viude, kde jsou definovdny oba integraly na piisluiné pravé

strane.
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o Je-li D C R? méfitelnd a f * ¢ je definovana na D, pak je jeji restrikce na D méfitelna.
Prvni bod ovéfime nejprve pro borelovsky méfitelné reprezentanty fy, go, kdy plyne ze spojitosti zobrazeni y — = — y a
(z,y) — (y,z—y). Obecny piipad dostaneme z faktu, Ze kazd4 lebesgueovsky méfitelnd funkce ma borelovského reprezentanta:
prislusné funkce se od borelovskych verzi 1isi jen na nulovych mnoZinich, nebot’ translace a invertibilni linedrni zobrazeni

zachovavaji nulové mnoZiny. Druhy bod dostaneme s pomoci substituce z = = — y, tfeti z Fubiniovy véty aplikované na kladné
a zdporné &dsti redlné a imagindrni Césti funkce (z,y) — f(y)g(x — y).

Definice 192. Prostor L1°¢(y) tvoif viechny mé&fitelné funkce f: RY — K, pro n&Z [, |f|dp < oo pro kazdou kompaktni
mnoZinu K C RY,

Véta 193. Je-li f € L,(p), kde 1 < p < oo, pak zobrazeni 7: R — L, (1), 7(y) = 7, f, je stejnomérmé spojité.
Véta 194. Necht' f, g: R — K jsou mé¥itelné funkce.

(a) Je-li f € Ly,(n)ag € Ly(u), kde 1 < p,q < oo jsou sdruZené exponenty, pak je f g definovdna v kazdém bodé, je omezend
a stejnomérné spojitd a plati

1 * glloe < [[f1lpllgllq-
(b) Jsou-li f,g € L1(u), pak je f x g definovdna skoro viude, patii do L1(u) a plati

1+ gl < I fllllgll

(c) Je-li f € L'°°() a g € Loo(p) je nulovd skoro viude mimo néjakou kompaktni mnoZinu K, pak je f * g definovdna v kazdém
bodé a je spojitd. Je-li navic | = 0 skoro vSude mimo néjakou uzavienou mnoZinu A, pak supp(f «g) C A+ K.

Definice 195. Necht' d € N. Prvek a = (o, . . ., aq) € N& nazgvame multiindexem; jeho idd je || = 2?21 a;. PiSeme

olel

DY =
a1 Qg )
9L 9z

pii¢emz faktory s o; = 0 vynechdvdme a D' f = f.

Definice 196. Pro ¢ € C(R? K) polozime supp ¢ = {z € R%; ¢(x) # 0}. Je-li @ C R? oteviend, pak
D(Q,K) = {¢ € C°(R?,K); supp ¢ je kompaktni podmnozina Q}
je prostor testovacich funkci na €.
Véta 197. Je-li f € LY°(u) a g € D(RY), pak f * g € C(RY) a pro kaZdy multiindex o plati D*(f * g) = f * D%g.

Definice 198. Funkci p € D(R?, R) nazveme zhlazovacim jadrem, pokud p > 0, [p. pdp = 1asuppp C {z € R |z| < 1}.
Pro n € N polozime p,(z) = np(nz).

Pozndmka 199. Zhlazovaci jadro ziskame napriklad volbou

pla) = c{eXp<—1/<1 ~lle). <1

0, ] =1,

kde konstantu ¢ > 0 zvolime tak, aby [, p dpu = 1.
Pro kazdé n plati p, > 0, [pa pndp = 1asuppp, C {z € R% ||z| < 1/n}.

Véta 200. Necht' p je zhlazovaci jadro a f: R — K.

(a) Je-li f spojitd, pak p,, * f — [ lokdlné stejnomérné. Je-li navic f stejnomérné spojitd, je konvergence stejnomérnd na celém
R,

(b) Je-li f € Ly(p), kde 1 < p < oo, pak pp, * f — fv Lp(p).

Disledek 201. Je-li Q C R? oteviend a 1 < p < oo, pak je D(Q) hustd v L, (S, 1) ve smyslu restrikce na ).
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2. Fourierova transformace

V tomto oddilu uvazujeme viechny prostory funkci nad C. Pro d € N polozime pg = (27r)~ %24, kde \q je Lebesgueova mira
na R?. Zapisem L, (R?) budeme v tomto oddilu rozumét prostor L, (j14) a také konvoluci budeme uvazovat vzhledem k mifte 4.

Definice 202. Necht' f € L (R?). Fourierovou transformaci funkce f rozumime funkci f: R? — C definovanou predpisem

flt) = f(2)e™ %) dpg(x) = (x)e "B dg(z), t e R4,
R4

1
@m)72 Jaa
Pozndmka 203. Komplexni skaldry jsou zde pfirozené, protoZe Fourierovo jadro e ~*(t*) je komplexni a Fourierova transformace
redlné funkce obecné nenf redlnd. Je-li vSak f redlnd, pak f( —t) = f(t) pro kazdé t € R,

Fourierova transformace je spojitou obdobou komplexnich Fourierovych koeficienti znamych z matematické analyzy: dis-
krétni parametr k € Z je nahrazen spojitym parametrem ¢ € R? a integrél pfes jednu periodu integrilem pres celé R?.

Definice 204. Prostorem Cy(R?) = Cy(R¢, C) rozumime prostor spojitych funkci f: RY — C takovych, Ze pro kazdé e > 0 je
mnoZzina

{z €RY% |f(2)| 2 ¢}
omezend. Na tomto prostoru uvazujeme normu || f||oc = sup,cga | f()].
Pro funkci f: RY — Cje tedy f € Co(R?), pravé kdyzZ je f spojitd a limyj, o0 f(z) = 0.

Pozndmka 205. Prostor Co(R?) je Banach@v, nebot’ je uzavienym podprostorem Banachova prostoru /o, (R?). Vskutku, je-li
fn € Co(R%) a f,, — f stejnomémné, pak je f spojitd. Navic pro € > 0 zvolime n tak, aby || f — f,|lc < £/2. Protoze f,, mizi v
nekone¢nu, existuje R > 0 takové, Ze | f,(w)| < £/2 pro ||z|| > R. Pro takové x tedy plati | f(x)| < e, a tudiz f € Cp(R?).

Véta 206. Necht' f,g € Li(R?). Pak plati ndsledujict tvrzeni.
(a) Funkce f je omezend a spojitd a ||.]?Hoo < |Ifllx-

(b) Je-li y € RY, pak
T f(t) =e"WIF(E),  teR%

Pro funkci h(z) = ") f(z) plati h = Tyf'

(c) Je-lic>0ah(x) = f(z/c), pak ﬁ(t) = cdf(ct) pro kazdé t € R

(d) Je-li h(x) = f(—x), pak h = ?

)

(e) Plati f x g = fﬁ
() Plati

~

FH)g(t) dua(t) = / F(@)7(@) dua(z).
R4 R4

Lemma 207 (Georg Friedrich Bernhard Riemann, Henri Lebesgue). Je-li f € Li(R?), pak

~

(t) = 0.

lIt]]—o00
Dusledek 208. Fourierova transformace je spojité linedrni zobrazeni
F: Li(RY) — Co(RY)
s normou nejvyse 1.

Pozndmka 209. Predchozi lemma je obdobou Riemannova—Lebesgueova lemmatu pro Fourierovy koeficienty: posloupnost ko-

~

eficientii tam konverguje k nule, zatimco zde f(¢) — 0 pro ||t|] — oc.

Proz = (z1,...,24) € R'aa = (a4,...,a4) € N¢ budeme psdt 2 = z{* - - - 2.

Definice 210. Schwartzovym prostorem na R? rozumime prostor

Sy = {f c COO(Rd,(C); sup (1 + ||a:||2)N|D°‘f(x)\ < ooprokazdé N € Ny, a € Ng} )
d

z€R

Tvrzeni 211. Schwartziiv prostor md ndsledujici viastnosti.
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(a)
DRY,C) C SaC Co®RYN [ Lp(RY).

1<p<oo
Specidlné je Sy husty v L,,(Rd) pro kazdé 1 < p < oo.
(b) Je-li f € Sqyaa € NY, pak D*f € S,.
(c) Je-li f,g € Sy, pak fg € Sq.
(d) Je-li f € Sy a P je polynom na R? s komplexnimi koeficienty, pak Pf € Sy.
Tvrzeni 212. Necht' f € Sy a o € N¢. Potom plati:
(a) D*F = n/z(;” kde m (x) = (—iz)® pro x € R%;
(b) Def(t) = (it)* J(t) pro kazdé t € R%;
(c) Fourierova transformace zobrazuje Sy linedrné do Sy.

Lemma 213. Pro funkci
palx) = e W2 g eRY,

plati o3 € Sqapg = q.
Véta 214 (o inverzi na Schwartzové prostoru). Pro kazdé f € Sy a x € R plati

~

f@) = [ F0e = dngte) = fl-a).

Fourierova transformace je tedy linedrni bijekce Sy na Sy a jeji ¢tvrtd mocnina je identita.

Lemma 215. Necht' u € L*°(R%) a
/ u(x)p(z)dug(z) =0 pro kazdou ¢ € D(R?,C).
Rd

Potom u = 0 skoro vsude.
Véta 216 (o inverzi). Necht' f € Ly(R%) a fe Ly (R4). Potom pro skoro kazdé x € R? plati
fla)=| ()e' ™" dua(t) = f(—a).
R
Je-li navic f spojitd, plati tato rovnost pro kaZdé x € R%.

Disledek 217. Fourierova transformace F: L1(R%) — Co(R?) je prostd.

Dusledek 218. Pro f,g € S, plati

fg=T+#3.

Specidlné je S; uzavieny na konvoluci.

Véta 219 (Michel Plancherel, 1910). Existuje prdvé jedna surjektivni linedrni izometrie
Fo: Ly(RY) — Ly(RY)

takovd, e Fof = f pro kaZdé f € Li(RY) N Ly(RY).

Pozndmka 220. Pro obecné f € Lo(R?) je Fo f uréena pouze jako prvek Lo(R?), tedy jako tffda funkci shodnych skoro viude.
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