I. OPAKOVANI - OTEVRENE A UZAVRENE MNOZINY, PARCIALNI DERIVACE

1. Rozhodnéte, zda nasledujici mnoziny jsou oteviené ev. uzaviené a urcete vnitiek.

a) {[z,y] eR?*: 2 <0,y >0} b){[z,y] €R*: arctg(z+y) >3} ¢ {lz,y] € R?: arctg(z +y) > i,z > 0}
d) {[z,y] €ER?: 2>0,y<0} o) {[r,y] eR?: 22 +¢e¥ > 17} ) {[z,y] €R?: [z —y| =2 —y}

2. Spoctéte parcialni derivace funkci viude, kde existuji

a) arctg(z?y® +2%) b)) (z+y)* ¢ %log ;—J_FZ

3. Urcete a nakreslete defini¢ni obor funkce f a vySetfete jeji parcialni derivace
a) f(z,y) = /2% + Yy
4. Uvazujme funkci
flay) =y Vodtl
Vysetfete jeji parcialni derivace podle proménné zx.
5. Urcete a nakreslete defini¢n{ obor funkce

o) =\ 5

a vySetTete jeji parcidlni derivace podle proménné x.

Dalsi priklady k procviceni:
e lehéi: [1, priklady I.3.e-g; II.1.a-c|] (u prikladi 1.3 bez urcovani hranice a uzavéru)

e normalni: |1, pfiklady 1.3.h-k; I1.1.d,h,i,j|] (u pfiklada 1.3 bez uréovani hranice a uzavéru)

vvvvvv

o slozitéjsi: [1, piiklady 1.3.1; II.1.e-g,k; II.2.a-f] (u pfikladi 1.3 bez uréovani hranice a uzavéru, u piiklada II.2
bez ur¢ovani te¢né nadroviny)

[1] materialy ke cvi¢eni z Matematiky 2 (2015/16), umistény na webu zde: https://www.karlin.mff.cuni.cz/~cuth/
doc/FSV/m2-2015-16.pdf

I. OPAKOVANI - OTEVRENE A UZAVRENE MNOZINY, PARCIALNI DERIVACE - VYSLEDKY
1. a) MnoZina neni uzaviena ani oteviena. Vnitiek je {[z,y] € R?: x < 0,y > 0} b) MnoZina neni uzaviena, je
oteviena c¢) MnoZina neni uzaviena ani oteviena, vnitfek {[z,y| : arctg(z +y) > %, x>0}
d) MnoZzina neni uzaviena ani oteviena. Vnitiek je {[z,y] € R? : x > 0,y < 0} e) Mnozina neni uzaviena, je
otevienad f) Uzavien4, vnitiek {[x,y]: = > y}

0 2zy3+log22* 9 3x2y?
2. a) a%(!ﬁa?/) = %a %(m,y) = W pro (z,y) € R%.

b) %(az, y) = (x + y)x(log(x +y) + ;‘Ty>, g—i(x,y) = z(x +y)* ! pro (z,y) € R? spliwjici = +y > 0.

¢) 3(@,y) = Ly, Y(x,y) = =7 pro (2,y) € R? splinjici 7 £ y a 2L > 0

3. a)D; = {(z,y) € R?:y > —ab}, pro (x,y) € Dy spliyjici y # 2° mame %(az,y) = 7721% a %(gg,y) =
s eV 0

nemé smysl zbyvajici parcialni derivace pocitat
SR D Va2 1
4. Dy = {(z,y) € R? : y > 0}, pro (z,y) € Dy spliwjici y # Vo2 + 1 mame a—i(x,y) = ylv +H %-
sgn(vVa?+1—y), %(0, 1) =0, %(a, va? + 1) neexistuje pro a # 0
of

5.Df = {(z,y) € R?: y> -8, y < |z|*}, pro (z,y) € Dy spliwjici x # 0 mame (2, y) = 5

, %(0,0) neexistuje, g—g(x,O) pro x # 0 neexistuje a v ostatnich bodech defini¢niho oboru

sgn(x)/2+ Yy ﬂ(o y)
@+ Yol vo’ o8

neexistuje pro y € (—8,0], v ostatnich bodech definiéniho oboru nema smysl parcialni derivace podle = poéitat




I1. IMPLICITNI FUNKCE

1. Ukazte, ze dana rovnice uréuje v jisté okoli bodu M = [mj, ms] implicitné zadanou funkci y = f(x).
Spoctste f'(m1) a f”(mq).
a) cos(r +y?) +sin(x? +y) =1, M = [-1,—1] b) 4arctg (z — y?) +log 3y —x) =7, M = [5,2]
c)a¥+y* =3, M=1[1,2] d)arccos(logz +logy) = 3arcsin xTer, M =[1,1]
z_
e) T T 2, M =[1,1] f) arctg(z +siny) + arctg(z + cosy) = 7, M = [1,7]
Dalsi priklady k procviceni:

e piiklady z oddilu III.2 ke cvic¢eni z Matematiky 2
https://www.karlin.mff.cuni.cz/ cuth/doc/FSV/m2-2015-16.pdf

e piiklady 1-10 z materialt doc. Zeleného
http://www.karlin.mff.cuni.cz/"zeleny/mff/MA_3/Implicitni_funkce.pdf

e piiklady z webu kolegyné Kuncové
https://www.karlin.mff.cuni.cz/“kuncova/historie27.php

e zkouskové priklady z Matematiky II z webu prof. Kalendy
https://www.karlin.mff.cuni.cz/“kalenda/edu.php?edutype=archpis

II. IMPLICITNI FUNKCE - VYSLEDKY

1. a

) f'(5)=—-% ¢ f(1) = —2—2log?2, f"(1) = 6+ 12log2 + 2log*2
d) f'(1

F(-1) =2, f(-1) =T b) f(5) =
) 197 ) =3, (1) =14

1
5
=-1L ') =5"% o f()=5 01




III. EXTREMY FUNKCI VICE PROMENNYCH

1. U nasledujicich funkci naleznéte lokalni extrémy.

a) f(z,y) =2’ +y* =32y b) f(z,y) = aylog(a® + y*)

2. Uréete, které z nasledujicich mnoZin jsou kompaktni a) {(x,y) € R?: 22 +3y?> < 1}  b) {(z,y) €
R2: sin(zy) < %} c) {(z,y) € R2:y=2+4+4,0<z< 7 d) {(z,y) € R2: 22 4+ ¢ % O,log(x2 —l—yQ) <1}

3. Zjistéte sup a inf funkce f na mnozin& M a vySetfete, zda té&chto hodnot funce f na M nabyva (bez
Lagrangeovych multiplikatoria).

a) f(z,y) = xz - ﬂfy+y2; M = {lz,yl; lx| + |y <1} D) f(z,y) = —y +sinzcosy, M = [0, 5]?
C)f(xay):#g_laM:{[x7y] —1§$§y§—x}

Dalsi priklady k procviéeni:

e piiklady z webu kolegyné Kuncové
https://www.karlin.mff.cuni.cz/“kuncova/historie30.php

e priklady ze sbirky od Iljy Cerného
https://matematika.cuni.cz/dl/ikalkulus/KAP17.pdf

VYSLEDKY

1. a)[l,1] je bodem ostrého lokalnitho minima, ve stacionarnim bodé [0,0] neni lokalni extrém  b) |

[_1 1 1][1 1

. P (1o s 1
— sou ostra lokdlni minima, |[——, ——] a [——, —
V2e’ \/26] J ’ [\/267 V2e V2e’ V2e

L L] a
V2e’ V2e
] jsou ostra lokalni maxima, ve stacionarnich bodech

]

2. a)ano b)ne c¢)ano d)ne

3. a)max 1 v bodech [£1,0], [0,%1], min 0 v bodé [0,0] b) max v bodé [F,0], min v bodé [0, F] ¢) max v bodé
]



I[II. EXTREMY FUNKCI VICE PROMENNYCH, DRUHA CAST

1. Naleznéte maxima a minima funkce f na mnoziné M (s Lagrangeovymi multiplikatory).

a) f(z,y) = 2* —zy+y° —y, M = {[z,y]: 2° +¢y* =1}
b) f(z,y) = x — 2y, M = {[z,y]: 1322 — 102y + 13y? = 72} (omezenost M neni zfejma, je tieba ji dokazat)

2. Naleznéte maxima a minima funkce f na mnoziné M (jakoukoliv metodou).

a) f(x, y)—:v +2\fﬂ:y v M = {[z,y]: 2° +y <1} b) (ﬂf y) =22% —xy+2y* —x, M = {[z,y]: 2> +y* < 1}
c) f(z,y) = — 3z 46y, M ={[z,y]: —3(x+1)<y<i(x+1) <1}

Dalsi priklady k procviceni:

e piiklady z webu kolegyné Kuncové
https://www.karlin.mff.cuni.cz/“kuncova/historie27.php

e piiklady ze sbirky od Iljy Cerného (viechny piiklady, kde funkce jsou definované na podmnozinach R?)
https://matematika.cuni.cz/dl/ikalkulus/KAP17.pdf

VYSLEDKY

1. a‘)maXMf_f(% 73):1+¥7m1an:f(%7§):1_¥ b)maXMf:f(ﬁv_\/Tfo):%\/ma
minyy f = f(_ﬁ’J%) = —%\/ﬁ

2. a)maxy f= (%, 3) = f(—L, 1) =2 miny f = f3, L) = f(-3,L) = -2 Db)maxy f=f(-%, 1) =
2433 miny f = f(&, &) =—2 o) maxy f=f(=4 1) =2 miny f= f(1,-1) = =6



IV. STEJINOMERNA KONVERGENCE POSLOUPNOSTI A RAD FUNKCI

1. Vysetfete bodovou a stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkei (f,)>; na mnozinach [0,1] a [1,00), kde
2

a) fa(z) = 225 b) fulz) = 1555 ¢ fulz) = 575

2. Dokazte, Ze funkce f dana piedpisem f(z) := > °C =" exp(¥) je spojita v bodé 0 a spoctéte f/(0).

n=1 n

n
3. Uvazujme funkei f(z) :=> 7, (% arctg(x — 3)) . Urcete pro ktera z je f(x) € R a dokazte, Ze f je spojita funkce
v bodé 3.

n=1 n

4. Dokazte, ze funkce f(z) :=> °° CD" Jog (3 + cos(%)) je spojitad na R.

n
5. Uvazujme funkei f(z) == > 0", (COS(2$3_17T)) . Urcete pro ktera = je f(x) € R a dokazte, Ze f je spojita funkce
3

na intervalu (3, %), mé na tomto intervalu vlastni derivaci a najdéte maximum funkce f na intervalu [1, %]

6. Uvazujme funkei f(z) := > °° (=D" log(3 + 2232). Ukaite, Ze tato funkce mé vlastni derivaci na intervalu (1,00)

n=1 /n n3

a ze sup,~q | f'(x)] < oo.

7. Necht je dana posloupnost funkci (f,,)5; predpisem

1 |jz+5—|z—%
fn(x)zﬁ.’ ”f‘ | ”f’, z€R,neN.
n® o+ |+ - s

Rozhodnéte, zda fada funkei > "7 | f, stejnomérné konverguje na R

(Hint: rozepiste si predpis funkce bez absolutnich hodnot pro x < —1/n?, x € [-1/n?,1/n?] a pro x > 1/n?).
Dokazte, ze funkce f(z) = > .07, fo(x) je spojitd v bodé 3. Dokazte, ze funkce f(z) = > .07, fn(x) je klesajici na
intervalu (2, 00).

Dalsi priklady k procviéeni:

e piiklady 13.05-13.10 a 13.61 - 13.70 ze sbirky Ilja éerny: Inteligentni kalkulus. Online zde: http://matematika.
cuni.cz/ikalkulus.html

IV. STEJNOMERNA KONVERCGENCE POSLOUPNOSTI A RAD FUNKCI - VYSLEDKY

1. a) posloupnost bodové konverguje k funkci f(z) = 0 pro x € [0,00), posloupnost je stejnomérné konvergentni
na [0,1] ale neni stejnomérné konvergentni na [1,00)  b) posloupnost bodové konverguje k funkci f(z) = 1 pro
x € (0,00) a f(0) = 0, posloupnost je stejnomérné konvergentni na [1,00) ale neni stejnomérné konvergentni na [0, 1]
¢) posloupnost bodové konverguje k funkci f(x) =1 pro x € [0, 00), posloupnost je stejnomérné konvergentni na [0, 1]
ale neni stejnomérné konvergentni na [1, c0)

2. f1(0) = >, (_nQ)n 3. defini¢ni obor je interval (2,4) 5. defini¢ni obor je Jycp(5 + 2,1 + 3(k2+1)), maximum je
f(1) =1 7. ano, fada stejnomérné konverguje na R




V. MOCNINNE RADY

1. Seététe rady v8ude na intervalu konvergence:
2n—+1
a) D oty n’z™  b) 22021(—1)712““

2. Sectéte rady:
+1 —1)" -1 n—1
a) Yool n(gn ) b) ZZO:O én+)10 ) >y (4n2)—1

Dalsi priklady k procviceni:

e piiklady ke cvi¢eni z Matematické analyzy 2 (2023/24)
https://www.karlin.mff.cuni.cz/ cuth/doc/MFF/MA/MA4_cviceni_2324.pdf
(Cviceni 6.3, Cviceni 7.3, Cviceni 9.1 a Cviceni 9.2)

e piiklady z webu kolegyné Kuncové
https://www.karlin.mff.cuni.cz/ “kuncova/historie27.php

V. MOCNINNE RADY - VYSLEDKY

a) x(l_ﬂ)i,?, ze(—1,1) b)arctger —x, x € [-1,1]
%(1 —log2) «¢)§— %



TEORIE MIRY

Doporuceny zdroj informaci a piikladi (i FeSenych) k teorii miry je predevsim

[1] Sbirka piikladii (i feSenych) z teorie miry: Lukes - Piiklady k teorii Lebesgueova integralu.
Online zde: http://matematika.cuni.cz/lukes-pli.html

Dalsi zdroje ptikladt (¢asto obsahuji vybér piikladi ze sbirky vyse):

[2] Materialy ke cvienim z teorie miry a integralu (2013/14) na MFF.

K nalezeni zde: http://www.karlin.mff.cuni.cz/"cuth/examples.html

[3] Materialy ke cvienim z Kalkulu 2 od Kristyny Kuncové.

K nalezeni zde: https://www.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/historie27.php
[4] Materialy ke cvienim z Teorie miry od Kristyny Kuncové.

K nalezeni zde: https://www.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/historie26.php

Nize specifikuji vidy néjaky vybér piikladi ze zdroja vysSe, ktery povazuji za vhodny pro dalsi doméci pocitani.
V. FUBINIOVA VETA

1. Pomoci Fubiniovy véty spoététe miru A\?(M) mnoZiny M, ktera je omezena k¥ivkami: 20—y =0, 22—
y—7=0, z—4y+7=0, z—4y+14=0

2. Spoététe miru \3(M) mnoziny M: a) M je omezena plochami z = e
b) M je omezend plochami z = 622 — 22y, y =3z — 22 ay =21

2
—z . . . . .
,z2=0arovinamiy=0,y=z,x=1

3. Spoététe miru A\?(M) mnoZiny M
a) M ={[r,y) eR?*: 1<2x<5 y<3, zy>1} b)M={r,yecR?: 2>2 0<y<1/z?}

3 2 e . 2 2 2
¢) M je omezena krlvkamlzfz:—y;;)b , z=%5" (0<b<a)

4. Spo¢tste [, f(x,y) d)\?

2

DM=(01]% 0,1 fy) = 2
b) M je ohrani¢ené kiivkami y = O y=1—z,y=1+uz; f(z,y) =22 +4?

c) M je ohrani¢enéa krwkaml y =22, 9y =ua; flx,y) =22 +y

d) M = {[z,y] € R?: 22+ <R2} (R > 0); flz,y) = y*VR? — 22

e) M je ohranicena kiivkami y =0, z = 1, y = x; flz,y) = V4?2 —y?  (t&78)

Dalsi piiklady k procvi€eni: [1, ulohy 5.26, 5.28-5.30, 5.32-5.38, 5.42, 5.43|; dalsi vhodny zdroj piiklada je [4,
priklady 2., 3., 6., 7., 8., 9., 10. z odkazu “9. Fubinka + 23D integral”|

V. FUBINIOVA VETA - VYSLEDKY
1.72. a)3(1-1) bp)id
3. a)12—logh b)1/2 ¢)2/3(a—b)Vab

4. a)w/12 b)1/3 ¢)33/140 d) R®32/45 ) 1/3(w/3 ++/3/2)



VI. VETA O SUBSTITUCI

1. Spoététe miru A\%(M) mnoZiny M (v tilohadch uvazujte viechny parametry kladné):
a) M ={[r,y] e R?: (z -1+ y* < R? (z—1)2+y? <2Ry, = > 1}
2

2

b) M = {[z,y] € R?: (i—z—k%) < 2%+ 9%}

2. Spoctéte [, f(x,y,z)dA? (v dlohach uvazujte viechny parametry kladné):

a) M ={[z,y,2] eR3: 22 +92+22 <z }; flzyy,2) = /22 +y? + 22 (Hint: sférické souradnice)
b) M = {[z,y, 2] € R : 5—; + z—z + 'z—; <1}; flz,y,2) = i—; + %—j + z—; (Hint: zobecnéné sférické souradnice)
) M ={[x,y,2] €R3: 2?2 +¢y? <3z, 2? + 92 +22 <4} flz,y,2) =2 (Hint: valcové soufadnice)

3. Spoététe miru A\*(M) mnoZiny M (v tlohach uvazujte viechny parametry kladné):
a) M = {[z,y,2] € R3: c(2? +y?) + a2z < da’c, z >0}

4. Ze zkouskovéh pisemek:

a) Necht je dana mnozina
M:={(z,y) eR*: \/Z + (y+1)2<1,0< 22 <120}
e Proc¢ je mnozina M méritelna?

e Proc¢ je funkce f(z,y) = (z —2) - cos (2 % + (y + 1)2>, (x,y) € M mé&fitelna?

e Spoctéte integral fo(x,y) dA? (hint: pouZijte posunuté zobecnéné polarni soufadnice tak, aby bylo r
2
T+ (y+1)2).
b) Necht je dana mnozina
M = {(z,y,2) € R®: ((z —2)* + % —1—22)4 <(z—-2)%+ % — 2%, 2> 0}
e Pro¢ je mnozina M méfitelnd?
e Pro¢ je funkee f(z,y,2) = ((z — 2)* + % — z2)73/8, (x,y,2) € M mé&Fitelna?

e Spoctéte integral [, f(x,y,z)dN\* (hint: pouzijte posunuté zobecnéné sférické soufadnice tak, aby bylo r =

V@—22+ £ +22).

VI. VETA O SUBSTITUCI - VYSLEDKY

1. - 5

2 a) % b)iaber c¢) Ln

3 a) 770“2—2

4. a)gsﬁ(sin2—|—2cos2)+%”(1—251n2—cos2) b)47r3—\/5

Dalsi priklady k procvi€eni: |3, piiklady z odkazi “8. 2D integral” a “9. 3D integral”|; dalsi vhodny zdroj priklada
je [4, priklady z odkazii “10. polarni souradnice”, “11. Sférické a cylindrické souradnice” a “12. Sférické a cylindrické
souradnice 2]



VII. INTEGRACE POSLOUPNOSTI A RAD FUNKCI

1. Urcete, pro ktera p E R Lebesgueovy integraly existuji a zda jsou konvergentni:

a) 01 1052(1/%) dz fo (tan z)P dz
2. Spoctéte nasledujici limity (peélivé odivodnéte prohozeni integralu a limity):
[e%e) —nx 1 1 . 1
a) lim ¢ 5dr b) lim % dz ¢) lim _IRT g d) lim e dz
n—soo Jy 1+ n—oo Jo 1+ nz n—oo Jo 1+4+n?-\/x n—oo i exp(n? 332)

3. V nasledujicich prikladech rozvinte integrovanou funkci v fadu, ovérte moZznost zamény rady a inte-
gralu a Vyjédf"ete integral jako ¢iselnou radu.

a) 01 w dz fo ew+1 dzr ¢ 01 ﬁxq dz (p,g>0) d) fooo e Tcosy/rdr e) fol log xlog(1 — =) dx

f) fo e8z+1 dz

VIL. INTEGRACE POSLOUPNOSTI A RAD FUNKCI - VYSLEDKY
a) konverguje pokud p € [—1, 1], jinak neexistuje b) existuje vzdy, konverguje pokud p € (—1,1)
a)0 b)0 ¢)0 d)o
oo (=D oo (=1
a) ano (n+1)2 b) ano (n+1)2
c) napovéda: % = P13 (—29)", vysledek: > >° p+732

03[\7!—'

d) napovéda: pouzijte Tayloriv rozvoj funkce cosinus, pak e™* cos /z = Y o~ ((—1)"e™ " ;n), , vysledek: > 02 (-1 )" (2’3)!
e) napovéda: pouzijeme rozvoj Tayloriuv logaritmu, pak logzlog(l—z)=—> ", logx vysledek: >~ | m =
1 1 1
Dot (a Tl (n+1)2) =1-300 (n+1)2 =2-7%
log 2

Dalsi priklady k procviceni: [3| a [4], pfiklady na "Radu a integral" a "Limitu a integral"



VIII. INTEGRALY ZAVISLE NA PARAMETRU

1. Urcete defini¢ni obor funkce F(a) = fil Va? + a?dz (= mnozinu viech a € R, Ze F(a) € R) a dokazte, Ze tato
funkce je spojita na svém definiénim oboru.

2. Uvazujme funkci F' zadanou pfedpisem

Dokazte, 7ze F(a) € R pro a € R\ {0}.

Dokazte, ze funkce F' je spojitd na svém defini¢nim oboru.

Vyjadiete F'(a) pro a € R\ {0}.

Spoctéte limg_y o0 F'(a).

3. Uvazujme funkci F' zadanou predpisem
oo
1
F(a):= / B CO°AT dz, a € R.
0

e Dokaite, ze F(a) € R pro a € R.

e Vyjadrete F’(a) pro a € R pomoci integralu a pfislusny integral spoctéte. Dostanete tak hodnotu F'(a) pro
a €R.

e Naleznéte primitivni funkei k F’(a) a urcete hodnotu integralu F(a) pro a € R.

6. Uvazujme funkci F' zadanou pfedpisem

Fla) == /OOO eXp(gc“ff V) o0 +1)ds,  a e (0,00).

e Dokazte, ze F(a) € R pro a € (0,00).
e Vyjadiete F'(a) pro a € (0,00) pomoci integralu a vySetfete monotonii funkce F' na (0, 00).
e Vyjadiete F”'(a) pro a € (0,00) pomoci integralu, vySetfete konvexitu/konkavitu funkce F' na (0, 00).
Pozn: Mizete bez dikazu pouZivat, Ze pro kaZdy polynom P a kaZdé C > 0 je integrdl fooo P(x)exp(—Cx)dzx konver-

gentni

7. Uvazujme funkci F' zadanou pfedpisem

e Dokaite, ze F(a) € R pro a € R.



e Vyjadrete F'(a) pro a € (0,00) pomoci integralu.

sin az

o Ukazte, ze pro kazdé x € (0,00) a a € R plati 539 = sin(ax)e™ Y 02 e .

e Ovéite moZnost zamény fady a integralu a vyjadiete pro kazdé a € R integral F'(a) jako ¢iselnou radu.

VIII. INTEGRALY ZAVISLE NA PARAMETRU - VYSLEDKY

00 sm( )

1. defini¢ni obor je R F'(a) = T

3. F'(a) = gtz Fla) = (log( 64 + ) log 64).
4. F'(a) = — [;°(2z + )exp( a(z 4+ 1)) dz, F Klesa na (0,00), F"(a) = [;°(2z + 1)(x + 1) exp(—a(z + 1)) dz, F je
konvexni na (0, 00).

5. F'la) = [g* S5 da, F(0) = 0, Fa) = Xl gragieaye Do a 0.

dz, lim, o F'(a) = %

Dalsi piiklady k procviéeni: nejvice doporucuji shlédnout piiklady ze sbirky [1] (pfiklady z Kapitoly 6: Integraly
zévislé na parametru); je mozné se podivat i na pifklady od Kristyny Kuncové [3]| a [4] (pfiklady na "Integral zavisly
na parametru")



