
1. cvičeńı

U následuj́ıćıch diferenciálńıch rovnic nebo soustav diferenciálńıch rovnic nalezněte
obecné řešeńı popř́ıpadě řešeńı vyhovuj́ıćı počátečńı podmı́nce:

1. y′ =
(

3 2
1 2

)
y; 2. y′ =

 1 −2 −1
−1 1 1
1 0 −1

 y

3. y′ =
(

8 5
−13 −8

)
y; 4. y′ =

 1 −1 1
−1 2 2
−2 1 3

 y

Výsledky a návody:

1. C1

(
1
−1

)
ex + C2

(
2
1

)
e4x .

2. C1

1
0
1

+ C2

 3
−2
1

 e2x + C3

 0
1
−2

 e−x.

3. C1

(
5 cosx

−8 cosx− sinx

)
+ C2

(
5 sinx

cosx− 8 sinx

)
; K vlastńımu č́ıslu λ1 = i

odpov́ıdá vlastńı vektor
(

5
i− 8

)
a k λ2 = −i vektor

(
5

−i− 8

)
.

4. C1

 sinx+ 3 cosx
2 sinx+ cosx
− sinx+ 2 cosx

 ex + C2

3 sinx− cosx
sinx− 2 cosx
2 sinx+ cosx

 ex + C3

0
1
1

 e4x.

T1. Rozhodněte o otevřenosti a uzavřenosti následuj́ıćıch množin (0, 1), [0, 1),
{1}, [1,∞) v (R, | · |) a [0, 1) v R s diskrétńı metrikou.

T2. Existuje A ⊂ R, A 6= ∅ a A 6= R taková, že A je zároveň otevřená i uzavřená?

2. cvičeńı

Nalezněte řešeńı následuj́ıćıch soustav diferenciálńıch rovnic popř́ıpadě řešeńı vy-
hovuj́ıćı počátečńı podmı́nce:

1. y′ =
(

3 −1
1 1

)
y a necht’ y1(0) = 3 a y2(0) = 1; 2. y′ =

−2 −2 9
0 2 −2
−2 −1 6

 y;

3. y′ =

 4 3 −5
−2 −2 2
3 2 −4

 y a necht’ y(0) =

1
1
1

 ;

4. y′ =


−1 −1 0 0
0 −1 1 0
0 0 −1 0
0 −1 −1 −1

 y.

Výsledky a návody:

1.
(

1
1

)
e2x + 2

((1
1

)
x+

(
1
0

))
e2x.

2. C1

 1
−2
0

 e2x + C2

x+ 2
−2x

1

 e2x + C3

x2

2 + 2x− 1
−x2 + 1

x

 e2x.

1



2

3.

 2
−1
1

+

x− 1
2
x

 e−x; obecné řešeńı C1

 2
−1
1

+C2

1
0
1

 e−x+C3

x− 1
2
x

 e−x.

4. C1


1
0
0
0

 e−x + C2


0
0
0
1

 e−x + C3


−x+ 1

1
0
−x

 e−x + C4


−x2

2 + x
x− 1

1
−x2

2

 e−x;

Vlastńı č́ısla λ1,2,3,4 = −1 a vlastńı vektory


1
0
0
0

 a


0
0
0
1

 .

Z jejich lineárńı kombinace


−1
0
0
−1

 existuje pokračuj́ıćı vektor


c
1
0
d

 pro c, d ∈ R.

Nalezneme c, d, aby šlo dále pokračovat. A to z


1
1
0
0

 pokračujeme


0
−1
1
0

 .

T1. Ukažte, že metriky ‖.‖1, ‖.‖2 a ‖.‖∞ jsou na Rn ekvivalentńı. Dokažte tedy,
že pro každé x ∈ R plat́ı

1
n
‖x‖1 ≤ ‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤ ‖x‖1.

T2. Dokažte, že množina G ⊂ R je otevřená v (R, |.|), právě tehdy, když je
spočetným sjednoceńım otevřených interval̊u.

3. cvičeńı

Vyšetřete uzavřenost a otevřenost následuj́ıćıch množin:

1. {2x2 + y2 < 1}, 2. {xy2 ≥ 1, x ≥ −1}.
Nalezněte řešeńı následuj́ıćıch soustav diferenciálńıch rovnic popř́ıpadě řešeńı vy-
hovuj́ıćı počátečńı podmı́nce:

3. y′ =
(

3 2
1 2

)
y+

(
4e5x

0

)
a y(0) =

(
1
0

)
; 4. y′ =

 2 −1 2
1 0 2
−1 1 −1

 y+

e2x

0
0

 ;

5. y′ =
(

2 1
1 2

)
y +

(
2ex

2 sinx

)
; 6. y′ =

(
0 1
−1 0

)
y +

(
4 sinx

0

)
;

7. y′ =
(
−1 2
−3 4

)
y +

(
0

e3x

e2x+1

)
.

Výsledky a návody:

1. Otevřená . 2. Uzavřená; Pr̊unik dvou uzavřených.

3. −
(

2
1

)
e4x +

(
3
1

)
e5x; Obecné řešeńı je C1

(
1
−1

)
ex + C2

(
2
1

)
e4x +

(
3
1

)
e5x.

4. C1

 1
1
−1

 e−x + C2

1
1
0

 ex + C3

0
2
1

 ex +

 4
3
1
3
− 1

3

 e2x.

5. C1

(
1
−1

)
ex + C2

(
1
1

)
e3x +

(
x− 1
−x

)
ex +

(
2
5 cosx+ 1

5 sinx
− 3

5 cosx− 4
5 sinx

)
;
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Řešeńı s pravou stranou
(

2ex

0

)
hledáme ve tvaru

(
a+ bx
c+ dx

)
ex

a řešeńı s pravou stranou
(

0
2 sinx

)
hledáme ve tvaru

(
a sinx+ b cosx
c sinx+ d cosx

)
.

Jedno partikulárńı řešeńı dostaneme součtem těchto dvou řešeńı.

6. C1

(
cosx
− sinx

)
+ C2

(
sinx
cosx

)
+
(
−2 cosx+ 2x sinx

2x cosx

)
;

Řešeńı s pravou stranou
(

4 sinx
0

)
hledáme ve tvaru

(
a+ bx
c+ dx

)
cosx+

(
e+ fx
g + hx

)
sinx.

To je docela otravné, a proto je možná lepš́ı použ́ıt variaci konstant.

Necht’ y0(x) = C1(x)
(

cosx
− sinx

)
+ C2(x)

(
sinx
cosx

)
. Po dosazeńı dostaneme

C ′1(x)
(

cosx
− sinx

)
+C ′2(x)

(
sinx
cosx

)
=
(

4 sinx
0

)
. Vynásob́ıme prvńı rovnici sinx a druhou cosx.

Po sečteńı těchto rovnic dostaneme C ′2(x) = 4 sin2 x a standartně dopočteme.

7. C1

(
1
1

)
ex + C2

(
2
3

)
e2x +

(
−ex log(e2x + 1) + 2e2x arctan ex

−ex log(e2x + 1) + 3e2x arctan ex

)
Partikulárńı řešeńı hledáme ve tvaru C1(x)

(
1
1

)
ex + C2(x)

(
2
3

)
e2x.

T1. Necht’ A,B ⊂ R a na R (a R2) máme euklidovskou metriku. Rozhodněte o
platnosti:

(i) A,B jsou otevřené =⇒ A×B je otevřená v R2.

(i) A,B jsou uzavřené =⇒ A×B je uzavřené v R2.

T2. Necht’ A,B ⊂ R a na R (a R2) máme euklidovskou metriku. Rozhodněte o
platnosti:

(i) A×B = A×B v R2.

(i) int(A×B) = intA× intB v R2.

V (i) může být užitečné si nejprve dokázat A = {x ∈ P : ∃xn ∈ A, že xn → x}.

4. cvičeńı

Rozhodněte, jestli jsou následuj́ıćı množiny kompaktńı:

1. {[x, y] ∈ R2 : x6 + y6 ≤ 1}, 2. {[x, y] ∈ R2 : x3 + y3 ≤ 1},
11. {[x, y] ∈ R2 : x4+y4−4xy = 0}, 12. {[x, y, z] ∈ R3 : x+y+z = 5, xy+yz+zx = 8}.
Rozhodněte, jestli existuje lim[x,y]→[0,0] f(x, y) pro:

3.
y√

x2 + y2
, 4.

x3

x2 + y2
, 5.

xy

x2 + y2
,

6.
x4 + y4

x2 + y2
, 9. (x2 + y2)x2y2

, 10.
arctan(x2) sin y

x2 + y2
.

Nalezněte maximum a minimum funkce f(x, y) = x2 − xy + y2 na množině

7. M1 = {x2 + y2 ≤ 1}, 8. M2 = {|x|+ |y| ≤ 1}.
Výsledky a návody:

1. Ano; Uzavřenost: g(x, y) = x6 + y6 je spojitá a M = g−1((−∞, 1]) je vzor

uzavřené množiny. Omezenost: [x, y] ∈M ⇒ |x| ≤ 1 a |y| ≤ 1⇒M ⊂ B(0, 2).
2. Ne; Je uzavřená, ale ∀n ∈ N [−n, n] ∈M ⇒M neńı omezená.

3. Nelze rozš́ı̌rit; Po ose x = 0 limita 0 a po y = 0 je ± 1.
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4. Lze rozš́ı̌rit 0;
∣∣∣ x3√

x2 + y2

∣∣∣ ≤ |x|.
5. Nelze rozš́ı̌rit; Po ose x = 0 limita 0 a po přimce y = x je

1
2
.

6. Lze rozš́ı̌rit 0;
x4 + y4√
x2 + y2

=
x4√
x2 + y2

+
y4√
x2 + y2

≤ x2 + y2.

9. Lze rozš́ı̌rit 1; = exp
(
x2y2 log(x2 + y2)

)
a

x2y2| log(x2 + y2)| ≤ (x2 + y2)| log(x2 + y2)| → 0, nebot’ t2 log t→ 0.

10. Lze rozš́ı̌rit 0;
∣∣∣arctan(x2) sin y

x2 + y2

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ x2y

x2 + y2

∣∣∣ ≤ 1
2
|x|.

7. Minimum 0 je v [0, 0] a maximum
3
2

je v [ 1√
2
,− 1√

2
] a [− 1√

2
, 1√

2
];

Z 0 =
∂f

∂x
= 2x− y a 0 =

∂f

∂y
= −x+ 2y dostaneme podezřelý bod [0, 0].

Hranici parametrizujeme [cos t, sin t], t ∈ [0, 2π]. Derivaćı F (t) = f(x, y) = 1−cos t sin t
dostaneme čtyři podezřelé body [± 1√

2
,± 1√

2
].

8. Minimum 0 je v [0, 0] a maximum 1 je v [±1, 0] a [0,±1];

Z 0 =
∂f

∂x
= 2x− y a 0 =

∂f

∂y
= −x+ 2y dostaneme podezřelý bod [0, 0].

Čtyři části hranice parametrizujeme [t, 1− t], [t,−1 + t], [−t, 1− t] a [−t,−1 + t].
Podezřelých bod̊u je osm: [±1, 0], [0,±1] a [± 1

2 ,±
1
2 ].

11. Ano; Uzavřená - standartně. Sporem dokázěme, že M ⊂ B(0, 10).

Necht’ [x, y] ∈M∩(R2\B(0, 10))⇒ |x| ≥ 5 nebo |y| ≥ 5 (jinak x2+y2 ≤ 52+52 < 102).

Necht’ BÚNO |x| ≥ |y| a |x| ≥ 5, pak x4+y4−4xy ≥ |x|4+0−4|x|2 > 0⇒ [x, y] /∈M spor.

12. Ano; Uzavřená - standartně. Od (x+y+z)2 = 25 odečtěte 2xy+2xz+2yz = 16.
T1. Necht’ K1,K2 jsou kompaktńı množiny v (P, ρ). Muśı být K1∩K2 a K1∪K2

kompaktńı?
T2*. Necht’ (P, ρ) je metrický prostor a B(x, r) ⊂ B(y,R). Rozhodněte, zda

muśı platit B(x, 2r) ⊂ B(y, 2R).

5. cvičeńı

U následuj́ıćıch funkćı nalezněte spojité rozš́ıřeńı na R2, spočtěte parciálńı derivace
a totálńı diferenciál všude, kde existuj́ı:

1. x2y3, 2.
x2y

x2 + y2
, 3.

x√
x2 + y2

, 4.
y3√
x2 + y2

, 5. e
−1

x2+y2+xy , 6. xy
sin(x− y)
x2 − y2

.

Pomoćı derivace složené funkce spočtěte

7.
∂z∗

∂ϕ
pro z = x2 + y2, x = r cosϕ, y = r sinϕ a z∗(r, ϕ) = z(x, y).

8. Dokažte, že log(x2 + y2) splňuje fxx + fyy = 0. Dokažte, že pokud f splňuje

fxx + fyy = 0, pak g(x, y) = f
( x

x2 + y2
,

y

x2 + y2

)
splňuje gxx + gyy = 0.(

Použ́ıváme zde standartńı značeńı hx =
∂h

∂x
, hy =

∂h

∂y
, hxx =

∂2h

∂x2
.
)

Výsledky a návody:

1. df(x, y)(h1, h2) = 2xy3h1 + x23y2h2.
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2. df(x, y)(h1, h2) =
2xy(x2 + y2)− x2y2x

(x2 + y2)2
h1+

x2(x2 + y2)− x2y2y
(x2 + y2)2

h2 pro [x, y] 6= [0, 0]

a v [0, 0] jsou
∂f(0, 0)
∂x

=
∂f(0, 0)
∂y

= 0, ale df(0, 0) neexistuje :

lim
x2y

(x2 + y2)
3
2

po osách 0 a po př́ımce x = y je 2−
3
2 .

3. Nelze spojitě dodefinovat do [0, 0]. Jinde má totálńı diferenciál.

4. Totálńı diferenciál má všude, i v [0, 0]. | y3

x2 + y2
| ≤ |y| → 0.

5. Totálńı diferenciál má všude, i v [0, 0].
1
2

(x2 + y2) ≤ x2 + y2 + xy a
e−

1
t

t
→ 0.

6. Do bod̊u [x, x] lze spojitě dodefinovat hodnotou
x

2
a do bod̊u [x,−x] nelze spojitě dodefinovat.

V těchto bodech nemá parciálńı derivace pro x 6= 0. V [0, 0] nemá totálńı diferenciál.

7.
∂z∗

∂ϕ
= zxxϕ + zyyϕ = 2xr(− sinϕ) + 2yr cosϕ = 0.

∂z∗

∂r
= zxxr + zyyr = 2x cosϕ+ 2y sinϕ = 2r.

8. O f(a, b) v́ıme faa + fbb = 0. Derivace složené funkce dá

gx = fa
∂

∂x

( x

x2 + y2

)
+ fb

∂

∂x

( y

x2 + y2

)
= fa

y2 − x2

(x2 + y2)2
+ fb

−2xy
(x2 + y2)2

.

Z derivace složené funkce v́ıme
∂

∂x
fa = faa

y2 − x2

(x2 + y2)2
+ fab

−2xy
(x2 + y2)2

.

tedy podle derivace součinu dostaneme

gxx =
(
faa

y2 − x2

(x2 + y2)2
+ fab

−2xy
(x2 + y2)2

) y2 − x2

(x2 + y2)2
+ fa

∂

∂x

( y2 − x2

(x2 + y2)2
)

+ ....

Podobně spočteme gyy a po úpravě vyjde gxx + gyy = COSI · (faa + fbb) = 0.
T1. Setrojte funkci f : R2 → R, která je parciálně spojitá, ale neńı spojitá.

Řekneme, že f je parciálně spojitá, pokud pro každé x0 ∈ R je funkce g(y) =
f(x0, y) spojitá na R (jakožto funkce jedné proměnné) a pro každé y0 ∈ R je
funkce h(x) = f(x, y0) spojitá na R.

T2. Sestrojte funkci f : R2 → R, která má v bodě [0, 0] derivaci ve všech směrech
Dvf(0, 0), ale neńı v bodě [0, 0] spojitá.

T3. Sestrojte spojitou funkci f : R2 → R, která má v bodě [0, 0] derivaci ve
všech směrech Dvf(0, 0), ale neexistuje totálńı diferenciál Df([0, 0]).

6. cvičeńı

Ṕısemka na 60minut hodinu.
Předt́ım něco z těchto přiklad̊u:
Nalezněte maximum M a minimum m funkce f na množině S:

3. f(x, y) = x− 2y − 3, S = {0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ x+ y ≤ 1},

4. f(x, y) = x2−xy+y2, S = {x2+y2 ≤ 1}, 6. f(x, y) = (x2+y2)e−(x2+y2), S = R2,

7. f(x, y) =
1
x

+
1
y
, S =

{ 1
x2

+
3
y2

= 1
}
,

8. f(x, y, z) = (x+ y + z)e−(x+2y+3z), S = {x > 0, y > 0, z > 0}.
Výsledky a návody:

3. M = f([1, 0]) = −2, m = f([0, 1]) = −5; Uvnitř neńı extrém.
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Kraj má 3 části: a) x = 0 f = −2y−3, b) y = 0 f = x−3, c) x = 1−y f = 1−3y−3.
4. M = f([ 1√

2
,− 1√

2
]) = f([− 1√

2
, 1√

2
]) = 3/2, m = f([0, 0]) = 0;

Uvnitř je podezřelý bod [0, 0]. Kraj parametrizujeme x = cosϕ, y = sinϕ,ϕ ∈ [0, 2π].
f = 1− sinϕ cosψ. Podezřelých je 5 bod̊u [1, 0], [± 1√

2
,± 1√

2
].

6. M =
1
e

pro všechny body, kde x2 + y2 = 1, m = f([0, 0]) = 0;

Zřejmě f(x, y) = g(x2+y2), kde g(t) = te−t. Vyšetř́ıme tedy pr̊uběh funkce g na [0,∞).
Zjist́ıme, že Mg = g(1) a mg = g(0).

7. M = f([ 2√
3
, 2
√

3]), m = f([− 2√
3
,−2
√

3]);

Vyšetřujeme pomocnou úlohu f(x̃, ỹ) = x̃+ ỹ, na § = {x̃2 + 3ỹ2 ≤ 1}

a zpět se vrát́ıme substitućı x̃ =
1
x

a ỹ =
1
y
.

Okraj §, tedy elipsu parametrizujeme x = cosϕ, y =
1√
3

sinϕ.

8. sup =
1
e

= f([1, 0, 0]), inf = 0 = f([0, 0, 0]);

Je potřeba se omezit na nějaký kompakt, abychom mohli použ́ıt větu.
Uvnitř nejsou podezřelé body. Ani na hraničńıch ’čtvrtrovinách’.

Na hraničńıch př́ımkách jsou podezřelé body [0, 0, 0], [1, 0, 0], [0, 1
2 , 0] a [0, 0, 1

3 ].

7. cvičeńı

Vyšetřete lokálńı extrémy funkce:

1. x2+y2−2y, 2. xy+
50
x

+
20
y

na M = {x > 0, y > 0}, 3. x3+y2+z2+6xy+2z,

4. (1 + ey) cosx− yey, 5. x4 + x3 + 2y2 + z2 − yz − 5y + 3z.
Výsledky a návody:

1. Lokálńı minimum v [0, 1]; Snadná rozcvička :-).

2. Lokálńı minimum v [5, 2]; Z y − 50
x2 = 0 = x− 20

y2 dostaneme 2x = 5y.

Matice D2 =
( 100

x3 1
1 40

y3

)
je v [5, 2] pozitivně definitńı.

3. Lokálńı minimum v [6,−18,−1] a v [0, 0,−1] neńı nic ;

Matice D2 =

 6x 6 0
6 2 0
0 0 2

 je v [6,−18,−1] pozitivně definitńı.

V [0, 0,−1] vyšetřime př́ımku [x, 0,−1]. Zde f = x3 − 1 nemá ani max ani min.
4. Lokálńı maximum v [2kπ, 0] a v [(2k + 1)π,−2] neńı nic ;

Matice D2 =
(

(1 + ey)(− cosx) −ey sinx
−ey sinx ey cosx− ey(2 + y)

)
je v [2kπ, 0] negativně definitńı a v [(2k + 1)π,−2] indefinitńı.

5. Lokálńı minimum v [− 3
4 , 1,−1] a v [0, 1,−1] neńı nic ;

Na př́ımce [x, 1,−1] je f = x4+x3+f([0, 1,−1]) a tato funkce tam nemá ani max ani min.
T1. Dokažte, že f(x, y) = (x−y2)(2x−y2) má v [0, 0] lokálńı minimum vzhledem

ke všem př́ımkám, ale nemá tam minimum.
T2. Sestrojte funkce f, g ∈ C2(R2) tak, že D2f(0, 0) i D2g(0, 0) jsou pozitivně

semidefinitńı, f má v [0, 0] lokálńı maximum, ale g nemá v [0, 0] lokálńı maximum.
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8. cvičeńı

Za pomoci věty o implicitńıch funkćıch spočtěte:

1. yx a yxx, pokud x3 + y3 = 2xy v bodě [1, 1].

2. xv, yv a zv, pokud u = x2 + y2, v = x2 − 2xy2 a z = log(y2 − x2)
v bodě u = 5, v = −7, x(5,−7) = 1 a y(5,−7) = 2.

3. Dokažte, že existuj́ı funkce z(x, y) a t(x, y) splňuj́ıćı na okoĺı
x = 1, y = −1, z = 2, t = 0 vztahy x2 + y2 − 1

2z
2 − t3 = 0 a x+ y + z − t− 2 = 0.

Spočtěte druhé derivace z(x, y), t(x, y) a dále
∂w

∂x
, kde w = z2et.

4. zxy v bodě u = 2, v = 1 jestliže x = u+ v2, y = u2 − v3 a z = 2uv.
Výsledky a návody:

1. y′(1) = −1 a y′′(1) = −16; Derivováńım rovnice dostaneme 3x2+3y2y′ = 2y+2xy′.

Odtud po dosazeńı x = 1 a y = 1 dostaneme y′ = −1.
Opětovným zderivováńım 6x+ 6yy′y′ + 3y2y′′ = 2y′ + 2y′ + 2xy′′.

2. xv = −1
2
, yv =

1
4

a zv =
2
3

; Derivaćı rovnic
∂

∂v
dostaneme

0 = 2xxv+2yyv a 0 = 2xxv−2xvy
2−2x2yyv−1. Dosad́ıme x = 1, y = 2 a vyřeš́ıme.

Podle řet́ızkového pravidla zv = zxxv + zyyv =
−2x

y2 − x2

−1
2

+
2y

y2 − x2

1
4

=
2
3
.

3. zx = 1, zy = −1, tx = 2, ty = 0, txx = zxx =
1
2

= zyy = tyy, txy = zxy =
1
2

a wx = 12;

Derivaćı rovnic dostaneme 2x− zzx − 3t2tx = 0 a 1 + zx − tx = 0.

Tedy zx =
2x− 3t2

z + 3t2
a derivováńım zxx =

(2− 6ttx)(z + 3t2)− (2x− 3t2)(zx + 6ttx)
(z + 3t2)2

.

Dále wx = 2zzxe
t + z2txe

t = 4 + 8 = 12.

4. zxy =
26
121

; Z prvńıch dvou rovnic můžeme imlicitně určit pro u(x, y), v(x, y)

vx =
4
11
, ux =

3
11
, vy =

−1
11
, uy =

2
11

atd. Z posledńı rovnice dostaneme

zx = 2uxv + 2uvx, a tedy zxy = 2uxyv + 2uxvy + 2uyvx + 2uvxy.

T1. Je podmı́nka ∂F
∂y (x̃, ỹ) 6= 0 ve větě o implicitńı funkce nutná? Dokážete

sestrojit funkci, která splňuje všechny předpoklady (kromě tohoto) a ∂F
∂y (x̃, ỹ) = 0

a přesto plat́ı závěr?
T2. Sestrojte funkce f : R2 → R, tak, že f má parciálńı derivace ve všech

bodech, g má spojité parciálńı derivace, ale f(g(x)) nemá parciálńı derivaci v [0, 0].

9. cvičeńı

Nalezněte maximum M a minimum m funkce f na množině S:

1. f(x, y, z) = x2 + 2y2 + 3z2, S = {x2 + y2 + z2 ≤ 100},
2. f(x, y, z) = xyz, S = {x2 + y2 + z2 = 1, x+ y + z = 0},

3. f(x, y, z) = 10z + x− y, S = {x2 + y2 + z2 ≤ 1, x+ y ≥ 0},

4. Pomoćı vázaných extrémů dokažte n
√
x1 · · ·xn ≤

x1 + . . .+ xn

n
.

Výsledky a návody:

1. M = f([0, 0,±10]) = 300, m = f([0, 0, 0]) = 0; 2x−2λx = 0⇔ (x = 0) nebo (λ = 1)

Podobně pro 4y − 2λy = 0 a 6z − 2λz = 0 a rozdiskutujeme všechny možnosti.
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2. M = f([ 1√
6
, 1√

6
, −2√

6
]) = f([ 1√

6
, −2√

6
, 1√

6
]) = f([−2√

6
, 1√

6
, 1√

6
]),

m = f([−1√
6
, −1√

6
, 2√

6
]) = f([−1√

6
, 2√

6
, −1√

6
]) = f([ 2√

6
, −1√

6
, −1√

6
]);

L = xyz + λ1(x2 + y2 + z2) + λ2(x+ y + z). Odečteme od sebe rovnice
yz + 2λ1x+ λ2 = 0 = xz + 2λ1y + λ2 = xy + 2λ1z + λ2

a rozdiskutujeme na př́ıpady (x = y) nebo (y = z) nebo (x = z).
Po dosazeńı do x2 + y2 + z2 = 1 a x+ y + z = 0 snadno dopočteme.

3. M = f([ 1√
102

, −1√
102

, 10√
102

]) =
√

102, m = f([ −1√
102

, 1√
102

, −10√
102

]) = −
√

102;

a) Uvnitř koule neńı extrém. b) Na rovině x+ y = 0 také ne.
c) Vyšetř́ıme extrémy na celé sféře x2 + y2 + z2 = 1.

Z 1 + 2λx = 0 = −1 + 2λy = 10 + 2λz snadno urč́ıme x = −y a z = 10x.
Tedy lehce dostaneme podezřelé body [ 1√

102
, −1√

102
, 10√

102
] a [ −1√

102
, 1√

102
, −10√

102
].

Oba tyto body lež́ı v polorovině x+ y ≥ 0, a tedy jsou pro nás podezřelé.
d) Kružnici K = {x+ y = 0, x2 + y2 + z2 = 1} nemuśıme vyšetřovat,
nebot’ max na ńı ≤ max na sféře a to už známe. Analogicky pro min.

4. Na množině S = {xi ≥ 0, x1+. . .+xn = 1} hledejte extrém funkce f = x1 · · ·xn.

Na kraji je f = 0, a tedy tam neni max. Z rovnic snadno dostaneme x1 = . . . = xn.

T1. Necht’ f ∈ C([0, 1]) a mějme zobrazeńı I : C([0, 1]) → R definované jako
I(f) =

∫ 1

0
f(x) dx. Dokažte, že toto zobrazeńı je spojité.

T2*. Ukažte, že B(0, 1) v C([0, 1]) je uzavřená, omezená, ale neńı kompaktńı.

10. cvičeńı

Nalezněte maximum M a minimum m (popř́ıpadě supremum s a infimum i) funkce
f na množině S:

1. f(x, y) = −x4 − y4, S = {x2 + 2y2 > 1},
2. f(x, y, z) = xy2z3, S = {x+ 2y + 3z = 6, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0},
3. f(x, y, z) = z6 + x3 + y2 − 6x− 2y, S = {[x, y, z] ∈ R3 : x > z2},

4. f(x, y) = y, S = {(x2 + y2)2 = 4xy},

5. Pomoćı vázaných extrémů dokažte
n∑

i=1

xiyi ≤
( n∑

i=1

xp
i

) 1
p
( n∑

i=1

yq
i

) 1
q

,

kde
1
p

+
1
q

= 1 a xi ≥ 0, yi ≥ 0.

Výsledky a návody:

1. s = f([± 1√
5
,±
√

2√
5
]) = − 1

5 , i = −∞;

Z −4x3+2λx = 0 = −4y3+4λy lehce dostaneme x = 0 nebo y = 0 nebo y2 = 2x2.

2. M = f([1, 1, 1]) = 1, m = 0 na S ∩ {x = 0 nebo y = 0 nebo z = 0};
Vynásob́ıme ∂L

∂x ·x, ∂L
∂y ·y, ∂L

∂z · z a dostaneme xy2z3 = −λx = −λy = −λz.

3. s =∞, m = f([
√

2, 1, 0]) = −1− 4
√

2; Zřejmě s =∞.
f([1, 0, 0]) = −5 a pro [x, y, z] ∈ S ∩ (R3 \ (−3, 3)3) je

f([x, y, z]) = z6 + x(x2 − 6) + (y − 1)2 − 1 ≥ −1. Tedy zde neńı infimum.
Omezme se na kompakt S = {[x, y, z] ∈ R3 : x ≥ z2} ∩ [−3, 3]3.

Uvnitř je jediný podezřelý bod [
√

2, 1, 0].
Na části hranice {x > z2} ∩ ∂[−3, 3]3 máme f ≥ −1 a neńı tam extrém.

Na [−3, 3]3 ∩ {x = z2} použijeme Lagrange. Bud’ z = 0 a máme bod [0, 1, 0],
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nebo do − 3z4 = λ = 3x2 − 6 dosad́ıme x = z2 a dostaneme body [1, 1,±1].

4. M = f([( 3
16 )

1
4 , 4( 3

16 )
3
4 ]) = 4( 3

16 )
3
4 , m = f([−( 3

16 )
1
4 ,−4( 3

16 )
3
4 ]) = −4( 3

16 )
3
4 ;

Z ∂L
∂x = 0 plyne x2 + y2 = y

x . Dosad́ıme do (x2 + y2)2 = 4xy a dostaneme y = 4x3.

Po dosazeńı y = 4x3 do x2 + y2 = y
x snadno dopočteme x.

T1*. Definujme si metrický prostor Riemannovsky integrovatelných funkćıR([0, 1])
a na něm metriku ρ(f, g) =

∫ 1

0
|f(x)−g(x)| dx. Ukažte, že tento prostor neńı úplný.

T2*. Nalezněte Fn uzavřené (ve vhodném metrickém prostoru (P, ρ)), Fn+1 ⊂
Fn pro n ∈ N tak, že

⋂∞
n=1 Fn = ∅ pro a) diamFn = ∞ b) diam(Fn) ≤ 1 c)

diam(Fn) ≤ 1 na prostoru spojitých funkćı C([0, 1]).

11. cvičeńı

Ṕısemka na 60 minut.
Nejprve na tabuli předvést jeden př́ıklad s neomezenou S.

12. cvičeńı

Nalezněte maximum M a minimum m funkce f na množině S:

1. f(x, y) = x+ y, S = {x3 + y3 − 2xy = 0, x ≥ 0, y ≥ 0},
2. f(x, y) = x4 + y4 + 16z4, S = {[x, y, z] ∈ R3 : xyz > 1},
3. f(x, y, z) = xyz, S = {x+ y + z = 5, xy + yz + zx = 8},

4. f(x, y) = xy, S = {(x2 + y2)2 = Kxy}, K > 0.
Výsledky a návody:

1. M = f([1, 1]) = 2, m = f([0, 0]) = 0;

Odečteńım 1+λ(3x2−2y) = 0 od 1+λ(3y2−2x) = 0 dostaneme (x−y)(3x+3y+2) = 0.
Z x = y a x3 + y3 = 2xy dostaneme podezřelý bod [1, 1].

Vyšetřeńım kraj̊u S ∩ {x = 0} a S ∩ {y = 0} nalezneme minimum v [0, 0].

2. M =∞, m = f([ 3
√

2, 3
√

2,
3√2
2 ]) = f([− 3

√
2,− 3
√

2,
3√2
2 ]) = 6;

Supremum je jasné. Omeźıme se na S̃ = {x2 + y2 + z2 ≤ 100, xyz = 1}.
Vynásob́ıme prvńı rovnici x druhou y a třet́ı z.

Po odečteńı dostaneme x4 = y4 = (2z)4 což má 4 řešeńı pro xyz = 1 .

3. M = f([ 43 ,
4
3 ,

7
3 ]) = f([ 43 ,

7
3 ,

4
3 ]) = f([ 73 ,

4
3 ,

4
3 ]) =

112
27

,

m = f([2, 2, 1]) = f([2, 1, 2]) = f([1, 2, 2]) = 4;
Omezenost množiny: viz cvičeńı 2, př́ıklad č́ıslo 5.

Po odečteńı rovnic pro derivace lehce zjist́ıme, že (x = y) nebo (y = z) nebo (x = z).
Po dosazeńı do x+ y + z = 5 a xy + yz + zx = 8 dopočteme.

4. M = f([
√

K
2 ,
√

K
2 ]) = K

4 , m = f([0, 0]) = 0;
Omezenost je standartńı a (netriviálńı) a nezapomene ověřit i maximálńı hodnost.

Prvńı vazbovou rovnici vynásob́ım x a druhou y a odečtu.
Snadno dostaneme bud’ x = y nebo x = 0 nebo y = 0 .

T1. Dokažte, že konečné sjednoceńı ř́ıdkých množin je ř́ıdká množina
T2. Necht’A ⊂ C([0, 1]) je množina všech 1-lipschitzovských funkćı. Rozhodněte,

jestli je A uzavřená a ř́ıdká.
T3*. Ukažte, že existuj́ı A,B ⊂ [0, 1] tak, že A je prvńı kategorie a B má

Lebesgueovu mı́ru 0.


