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KAPITOLA 1
Opakovani stredosSkolské latky, logika, axiomy realnych c¢isel

1. Opakovani stfedoskolské latky, logika, matematicka indukce
1.1. V oboru realnych &isel fesSte nerovnost
log%(ﬂc2 —3x+3)>0.
1.2. Nakreslete graf funkce f(z) = ||||z|— 1| — 1] — 1].
1.3. Uréete defini¢ni obor a obor hodnot funkee f(z) =z — V22 — 1.
1.4. Rozhodnéte o spravnosti nasledujicich vyroki a napiste jejich negace.

VeeNIyeN: z>z=y<z2)
VaeRIe>0JaeRVzeR: (x € (a,a+e) & |z —a| <1);
JaeRVe>0VacRIeR: (z€(a,a+¢e)& |z—al<1).

1.5. Hadanky z ostrova poctivci a padoucht (podle R. Smullyana): (i) Jdete kolem t¥i obyvatel
ostrova a zeptate se: Kolik je mezi vami poctivei? A odpovi nezietelné, tak se zeptate B: Co fikal
A? B odpovi: A fikal, Ze je mezi nami jediny poctivec. Nato fekne C: Nevéite B, ten 1ze! Co jsou
BacC?

(ii) A Fekne: Bud jsem j& padouch a nebo B je poctivec. Co jsou A a B?

(iii) A fekne: J4 jsem padouch, ale B je poctivec. Co jsou A a B?

(iv) A fekne: B a C maji stejnou povahu. Nato se zeptate C: Maji A a B stejnou povahu? Co
odpovi C?

1.6. (i) Dokazte, ze (V2 +/3) € Q.
(ii) Pro ktera n € N plati: v/n € Q7
(iii) Dokazte pomoci vhodného protipiikladu, Ze neplati vyrok

VneN: n?’4+n+41 je prvodislo.
(iv) Nyni dokaZte, Ze neplati ani vyrok
VneN, n<4l: n?4+n+41 je prvodislo.

1.7. Dokazte, Ze nésledujici vztahy plati pro vSechna n € N:
n+1 n n
k+1 k k+1
" /n
— on.
> (1) =2
>ok(p) =t
k=0
1.8. Dokazte zobecnénou Bernoulliovu nerovnost:
YneNVr>-2: (14z)">1+nz.

(Navod: pouzijte matematickou indukei s krokem n — n + 2.)

1



2 1. OPAKOVANI STREDOSKOLSKE LATKY, LOGIKA, AXIOMY REALNYCH CISEL

1.9. Spoctéte

2 1
Zz:k(kJrl)'

k=1
1.10. Necht ayq,...,a, jsou kladn4 realna ¢isla. Ozna¢me postupné A,, G,, H, aritmeticky,
geometricky a harmonicky prumeér ¢isel aq, ..., a,, tedy
a+--+a
An = ! nv
n
G, = Yaias...ay,
n
Hy =~ 1

DokaZzte nerovnost
H, <G, < Aj.
Druhé z téchto nerovnosti se Casto oznacuje jako tzv. AG nerovnost.
(Navod: pouzijte matematickou indukci s krokem n — 2n a potom znovu se zpétnym krokem
n — n — 1 k dikazu druhé nerovnosti. Prvni nerovnost pak dokazte pouzitim druhé nerovnosti na
pievracené hodnoty &isel ay, ..., ay-.)

1.11. DokaZte nerovnost,

1.12. DokaZte nerovnost,

1 n—1 1 n
Vn € N: (l—i— ) S(l—i—) .
n—1 n

(Navod: pouzijte AG nerovnost pro ¢isla ay = a2 =+ = ap—1 = 2+, a, = 1.)

Vysledky

CviCeni 1.4:  VSechny vyroky jsou pravdivé.

Cviceni 1.5: (i) B je padouch a C je poctivec;
(ii) oba jsou poctivci;

(iii) oba jsou padousi;

(iv) ano.

Cviceni 1.6:
(i) n = k2, k € N;
(iii) n = 41;
(iv) n = 40.

Cviceni 1.9: 1.

2. Axiomy realnych é&isel
Axiomy télesa.

2.1. Dokazte néasledujici tvrzeni:
(i) Jestlize pro né&jaké z,y,z € R plati z +y = = + z, pak y = z.
(ii) Necht € R, x # 0. Pak opa¢ny prvek (—z) a inverzni prvek % jsou jednoznacéné defino-
vany.
(iii) Plati:
VeeR: z-0=0.
(iv) Plati:
Ve,y e R: (—z)(—y) = xy.



VYSLEDKY

2.2. Necht a,b € R. DokaZte nésledujici vztahy:

(2.1) —0 =0;
(2.2) —(—a) =
(2.3) —a=(-1)q
(2.4) (—a)-b=—(a-b)=a-(-b).
Axiomy usporadani.
2.3. Necht z,y € R. DokaZte nasledujici vztahy:
(2.5) 0<1;
(2.6) O<x:>0<é;
(2.7) x<y:>$<mT+y<y, kde 2=1+1;
(2.8) O<x<y:>0<l<l;
y
(2.9) r#0=>0<z- 2
(2.10) r<0<y=2z-y<0
(2.11) 0<z<l=z-z<uz

Axiom o supremu.

2.4. Zjistéte, zda nasledujici mnoZiny maji supremum a infimum. Pokud ano, urcete je.

1
A:{—; neN};
n
_1)n
B:{n—i_()’ neN};
n
C:{n(_l)n; neN};
D={q€<@; q<\/§};
E = {sinxzcosz; = € R}.

Vysledky

Cviceni 2.4:

supA=0, infA=-1;

3
sup B = > inf B =0;
sup C neexistuje, infC =0;
supD = /3, inf D neexistuje;
1

1
sup F = > inf £ = —5






KAPITOLA 2

Posloupnosti

3. Vlastni limita posloupnosti
Limita posloupnosti — zaklady.

3.1. Ktery z nasledujicich vyroku plati?

(3.1) lim a, =A = lim an11 = A4;
n—roo n—roo
(3.2) nhﬁrr;o apny1 =4 = nhﬁn;o a, = A;
(3.3) lim a,=A = lim ag, = A;
n— oo n— oo
(3.4) lim as, = A = lim a, = A;
n— oo n—oo
(3.5) an <b, = lim a, < lim by,;
n—oo n—oo
(3.6) an, <b, = lim a, < lim b,.

n—oo n—oo
3.2. Naleznéte piiklad posloupnosti a, takové, 7e |a,| konverguje, ale a,, diverguje.

3.3. Mgjme danu posloupnost {a, }. Zkonstruujeme z ni novou posloupnost {b, } pomoci jedné
z nésledujicich tprav:

vyhodime z {a,,} kone¢né mnoho ¢lent;

pridame do {a, } konetné mnoho ¢lent;

vyhodime z {a,} nekone¢n& mnoho ¢lent;

ptidame do {a,} nekonetn& mnoho ¢leni;

vyhodime z {a,,} kazdy sudy ¢len;

pfidame do {a,} €islo 0 mezi kazdé dva ¢leny;

zpiehazime kone¢né mnozstvi ¢lent.

Rozhodnéte, ktera z téchto operaci bude mit vliv na konvergenci {b,} v zavislosti na konver-
genci {ay,}.

3.4. Pomoci definice limity posloupnosti urcete, ktera z nasledujicich posloupnosti mé a ktera
nemaé limitu. V pfipadech, kdy limita existuje, ji urcete.

(3.7) (—1) (1 i 1> ’ 6n? ™

10 n 1—5n2’ n+2n2—4n4;
(3.8) g, Vn+3—+/n, Vn+2—vn-—1;
n
2m nb n!

3.5. Spoditejte nasledujici limity:
4 _ 4 1 4)100 _ 3)100
(3.10) im Y2 ntl fim 4 (n+3)7
n—00 W — \3/5 n— 00 (?’L + 2)100 — nl00

(3.11) lim (1-25)(1—a)...(1- %),

n—oo

lim (3 4+ 2+ 3+ + 2Ly,

n—oo

1 2 —1)n—1 s .
(3.12) 1im———+§—~--+()7", lim V2V2V2... V2

n—o00 M n n n n—00



6 2. POSLOUPNOSTI

- 1 n3/n
3.13 li o li 1) .
(3:13) LD R T

3.6. Udejte priklad posloupnosti racionédlnich ¢isel, kterda konverguje k iraciondlnimu ¢islu.
Udejte piiklad posloupnosti iracionélnich ¢&isel, kterd konverguje k racionalnimu ¢islu.

3.7. Jestlize se realné ¢islo b opakuje nekoneéné mnohokréat jako ¢len konvergentni posloupnosti
{an}, pak lim,_, o a, = b. DokaZzte!

Vysledky

Cviceni 3.1: V8echny vyroky jsou platné kromé (3.4) a (3.6).
Cvileni 3.2: (—1)™.

Cviceni 3.4:
(3.7) neexistuje, —g, 0.
Vsechny ostatni limity jsou rovny O.

Cviteni 3.6: (14 1), =,

4. Véty o limitach
4.1. Vyberte konvergentni podposloupnost divergentni posloupnosti
an = (=1)"(3 = 72)-

4.2. Necht a,, konverguje k 0 a necht b,, je omezena. Potom lim a,b, = 0. Dokazte!
n—oo

N

4.3. Vysetiete konvergenci posloupnosti v/n!

4.4. Rozhodnéte, ktera z nésledujicich posloupnosti je (i) omezena, (ii) monotonni, (iii) kon-
vergentni. Pokud existuje limita, urcete ji.

1
(4.1) n——, nt=", vn+1—+/n, n? 4+ (=1)", 3i/n, Sinzl.
n n
4.5. Dokazte nasledujici Stolzovu vétu: Necht {a,}, {b,} jsou dvé posloupnosti, {b,} je ros-
touci a neomezené a plati:
. ap+1 — Qp
lim —————— = A.
300 bt — by

Potom také
an

lim — = A.
n—oo n
4.6. Vypocitejte pro pevné p € N
1P 9P 4 ... p 1P 4 9P 4 ... P
(4.2) lim o gy, (RS
n—oo np+1 n—oo npb p—l—l

(Navod: pouzijte Stolzovu vétu.)



5. MONOTONNI POSLOUPNOSTI, NEROVNOSTI S LOGARITMY, CISLO e 7

Rekurentné zadané posloupnosti.

4.7. Spoditejte limitu nésledujici rekurentné zadané posloupnosti:

ag =%k, k>0, apy1=+VEk+a,.

4.8. Necht z,y jsou kladné reélné cisla. Definujeme

ag =19y, Gp= = +an—1].
2 \an—1

Dokazte, Ze a,, je klesajici a konverguje k \/x, a to bez ohledu na volbu y. PouZijte a4 k pfibliZznému
vypoctu \/5

4.9. Spoditejte limitu nasledujici rekurentné zadané posloupnosti:

1
a1 =0, ax=1, ap=35(an_2+an_1).

4.10. Spocitejte limitu nasledujici rekurentné zadané posloupnosti:
ap=a, ay=>b, a,=+\/Gn_2 Gn_1, a,b>0.

Vysledky
CviCeni 4.1:  (

—7)-

Cviceni 4.3:  diverguje k +ooc.

N[

iceni .1 _ 1
Cviceni 4.6: PSR, 1 TR

Cviceni 4.7: L4+, /k+ 1.
Cviteni 4.9: 2.

5. Monoténni posloupnosti, nerovnosti s logaritmy, &islo e
5.1. Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti realnych ¢isel, spliujici
Opt1 > Gp — by, n €N,
lim b, = 0.
n—oo
Dokazte, ze potom {a,} mé limitu.
5.2. Dokazte, ze posloupnost (1 + )™ je rostouci a ze posloupnost (1 4+ +)"** je klesajici.
Odtud vyvodte, Ze obé& tyto posloupnosti maji spole¢nou limitu. Tuto limitu oznac¢ime symbolem e.
Pro kazdé n € N tedy plati

(5.1) <1+;>n<e< <1+TIL>HJrl

5.3. Necht {a,} je posloupnost kladnych realnych &isel splaujici

lim a,, = oo.
n— o0

1\
lim (1 + > =e
n— o0 QA

1\
lim (1 — ) =e L
n—00 an

Dokaizte, ze potom



8 2. POSLOUPNOSTI

5.4. Naleznéte nasledujici limity:

. 92 n . 1 3n ' 1 n
(5.2) lim (1+—] , lim (1+ — , lim (1——) ;
n—o00 n n—o00 n n—o00 n
5.3 lim (14 2 ! li 14t o
(5.3) am (175 e T
1 " 99 5\"
4 lim (1—- ——— li ki B
(54) ninio( 100+2n) ’ &%(100 +n)

5.5. DokaZte nerovnost

1 n
2§<1—|—> <e.
n

(Navod: pouzijte Bernoulliovu nerovnost a piiklad 5.2.)

5.6. Dokazte nerovnost
1<10g<1—|—1><1 ke N.
k+1 k k’
(Navod: pouZijte nerovnost log(1l 4+ z) < =z, ktera plati pro v8echna x > —1 (a pro v8echna
z # 0 je ostrd), a vztah 1+ + = (1 — k%‘_l)’l.)

5.7. DokaZzte nerovnost

Lol e iyt oL
p— p— . e e p— On — — ..
2 "3 n S8 273 n_1’

(Navod: postitejte nerovnosti v pfikladu 5.6 pro k=1,...,n —1.)

neN, n>2

5.8. Dokazte, Ze konverguje posloupnost
1 1 1
ap=14+_-+-+4+ -+ — —logn.
2 3 n

(Navod: dokazte, ze posloupnost je monoténni a omezena.)

5.9. Spoctéte limitu

i 1 + 1 + ! + + L
im e — )

n—oo \ n+ 1 n-+2 n+3 2n
5.10. DokaZte nerovnosti

n+1\" n\m"
! ! — >2
n<( 5 ) , n<e(2> , n >

(Navod: pouzijte matematickou indukei, Bernoulliovu nerovnost a definici ¢isla e.)

5.11. DokaZzte nerovnost
n n+1
(5.5) (ﬁ) <nl<e? (E) , n>2.
e e
(Navod: pouzijte matematickou indukci a elementérni nerovnosti (5.1).)

5.12. Dokazte nésledujici vétu: Necht {a,} je posloupnost s kladnymi ¢leny, spliwjici pod-
minku

. Ap+1
lim = A.
n—o0o  Qy,

Potom také

lim /a, = A.
n— oo
5.13. Dokazte, 7e
. vn! 1
lim — = —.
n—oo N e

(Navod: pouzijte vétu z piikladu 5.12. Elementarni dikaz plyne z odhada (5.5) a vty o dvou
policajtech.)
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5.14. Dokazte, ze véta z prikladu 5.12 neplati obracené.

(Navod: a, = 2D

Piiklady pro koumaky.

5.15. Spoctéte limitu
lim n ({/z—1), z>0.

n— oo

5.16. Necht
b1 =V2, bpi1=+2+b,, neN

Spoctéte limitu

lim 2"\/2 — b,

Ndvod: Polozte b,, = 2 cos 3,, pro vhodné f3,.

5.17. Budte ay, b, posloupnosti, lim a, = A, lim b, = B. PoloZme
n—oo n—oo

1 n
t, = E ; akbn—k,-

Dokazte, ze posloupnost t,, konverguje a najdéte jeji limitu. Co by se stalo, kdybychom vynechali
faktor 17
n

Priklad pro extrémni koumaky.

5.18. Necht posloupnost {a, } spliuje podminku

0 < amin < am + ap, VYm,n € N.
Potom existuje
a
lim —=.
n—oo N
Dokazte!
Vysledky

Cviceni 5.4:
(5.2) €2, €3, L.
(53) 1, oo.

(5.4) 0.

1
Ve’
CviCeni 5.9: log2.

CviCeni 5.15:  logx.

Cviceni 5.16: 7.
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5.19.

5.20.

5.21.

5.22.

9.23.

5.24.

2. POSLOUPNOSTI

Priklady pisemkové obtiZnosti

Spoctéte limitu posloupnosti

1 1
lim n®(2cos( =) -2+ —=].
n—oo n2 n4

Spoctéte limitu posloupnosti pro a,b € R,a > 0,b > 0,
lim (\3/2n+ a— \?’/Zn—i—b) -/ (n+1)(3n + 2).

n— 00

Pro kterd a € R je posloupnost {a,} (i) omezen4, (ii) konvergentni:
2 @ 1
= (gt ) anesin (1) - 1y
a (og(e +1)) -arcsin <n4+7> (—1)
Spoctéte limitu posloupnosti pro o € R

lim n ((1 + g)n - 60‘) .
n—o00 n

Spoctéte limitu posloupnosti

1 vVn2+1
lim <1+log <1+>) .
n— o0 n

Spoctéte limitu posloupnosti

lim vn?+1- (g — arctgn) .

n—oo



KAPITOLA 3
Rady

6. Konvergence fad — avod

6.1. Zjistéte, zda nasledujici fady konverguji a pokud ano, urcete jejich soucet.

S 1 — n?+3n+4 1 1 1
6.1 S — _qptsntd 11
o ;”(n“) n;( U T 13735 5.7 "
(62) 1-1404+1-14+0+1-140+..;
(6.3) REETE SN SN S S S
. 2 2 3 3 4 4 7
(6.4) i ” —1 jestlize n je délitelné tFemi;
. Qg , e a, = ) ) i .
n—1 " " % jestlize n neni délitelné tfemi.
6.2. Mé&jme dénu fadu > | a,. Provedeme jednu z nasledujicich uprav:

vyhodime kone¢né mnoho ¢lend;

priddme koneéné mnoho ¢lenti;

vyhodime nekone¢né mnoho ¢lent;

pridame nekone¢né mnoho ¢lent.

Rozhodnéte, kterd z téchto operaci muze mit vliv na konvergenci.

Vysledky

Cviceni 6.1:
1) konverguje k souctu 1, diverguje, konverguje k souctu %

(6.

(6.2) diverguje.

(6.3) konverguje k souc¢tu 0.
(6.4) diverguje.

7. Rady s nezapornymi ¢leny
Srovnavaci kritérium.

7.1. Pomoci srovnavaciho kritéria zjistéte, zda nésledujici fady konverguji ¢i diverguji.

> n24+3n+4 n? 1
7.1 _— B :
(7.1) Z (2n? 4+ 5)2 nz::ln3+1 ;\/24—71\/371—1

(7.2) 5 Ve vl

In
a € R, je konvergentni pravé tehdy, kdyz o > 1.
== odhadnout shora konvergentni geometrickou

7.2. Dokazte nasledujici vétu: Rada 300, -1,
(Navod: dokazte, ze pro a > 1 lze fadu > | -
fadou Y07, (2%1) ,azepro a < 1lzefadu > 00

el na odhadnout zdola divergentni harmonickou
fadou.)

11



12 3. RADY

Cauchyovo, d’Alembertovo a Raabeovo kritérium.

7.3. Zjistéte, zda nésledujici fady konverguji ¢ diverguji. PouZijte bud srovnéavaci nebo Cau-
chyovo nebo d’Alembertovo nebo Raabeovo kritérium.

>, on > (nh)? > nl
") Y Yo D
(.4) S Y (VE- ) (Vi ). (Va- RA):
0 n2 [ee} 1 e’} n7l+%
) L ST G
= n? (V24 (=1)" " /14 cosn )"
(7.6) Z:l ( 3n ! ’ Z (2+cosn) ’

7.4. Urcete, pro které hodnoty a > 0 konverguji nasledujici fady.

(v :1 (S)T;)a'
(7.8) nf:l “;”
(7.9) S (log(n -+ 1) — log )"
(7.10) i Zﬁ;
=

(Navod: pro (7.9) pouzijte nerovnosti v piikladu 5.6 a pro (7.10) pouZijte Raabeovo kritérium.)
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Vysledky

Cviceni 7.1:

(7.1)  konverguje, diverguje, diverguje.
(7.2)  konverguje.

Cviceni 7.3:

(7.3) konverguje (Cauchy & Cviceni 3.4), konverguje (d’Alembert), konverguje (Cauchy
& Cviceni 5.13).

(7.

4) konverguje (Cauchy, Cviceni 4.3 & (3.9)), konverguje (d’Alembert).

(7.5) konverguje (Cauchy), diverguje (neni splnéna nutni podminka konvergence), di-
(
6)

verguje (neni splnéna nutna podminka konvergence).

1

(7.

fadu lze shora odhadnout konvergentni fadou > 7,

konverguje (Cauchy), konverguje (funkce 37 #+L je rostouci na intervalu [—1,1], a tedy

(2)277, logn
3 .

Cviceni 7.4:
(7.7) konverguje pravé kdyZz a € (4,00) (d’Alembert a Raabe),
(7.8) konverguje pravé kdyz a € (0,e) (d’Alembert a prvni nerovnost ve Cviceni 5.11),

w =1 a véta z Cvi-

(7.9) konverguje pravé kdyz a € (0,3) (zékladni limita lim,_,o
Ceni 7.2)

7.10) konverguje pravé kdyz a € (2,00) (Raabe).
2

8. Rady s realnymi ¢leny
Dirichletovo, Abelovo a Leibnizovo kritérium.

8.1. Vysetiete konvergenci fad

(8.1) Z(_l)" ({‘/g_ 1) , Z W;

n=1 n=1 4n+(—1)”n
. sin(7n/3) >

(8.2) —_—, (cosn?) (Vnb +n—n?).
EHEP. S

Ruzna kritéria pro konvergenci fad.

8.2. Urcete, pro kterd z € R konverguji néasledujici fady

oo . o0 27?, N o0 27]’ . oo 3 .
(8.3) :1n3z , nz:lgz , ;ﬁz , ;g—nz ;

oo n+1 n o0 on oo (_1)n+1z2n+1
(54 g 2w Xt

8.3. Pfresvédcte se, ze pro vySetieni konvergence rfady

> 1-3-5...2n—1)12
>an kdea, = [F3 0]
n=1

2-4-6...2n

nelze pouzit Cauchyovo, d’Alembertovo ani Raabeovo kritérium. Dokazte, ze tato Ffada diverguje.
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Vysledky

Cviceni 8.1:

(8.1) konverguje neabsolutné (Leibniz), konverguje absolutné (fadu lze shora odhadnout

konvergentni fadou Y00, (3)").

(8.2) konverguje neabsolutné (Dirichlet), konverguje absolutné (fadu lze shora odhadnout
konvergentni fadou > ; (vVn® +n —n?)).



KAPITOLA 4
Limity funkci

9. Limity funkci
9.1. Spoctéte nasledujici limity:

. L
(9.1) L G B S T —Z_ lim — 2%
e U z—0 tg(5) =0 a2
tgx — si 1 — cos®
(9.2) i 8%~ S0T im — 5T
0 3 x—0 zsin(2z)

9.2. Spoctéte nasledujici limity:

r_1 2w _ 1 1 -1
(9.3) lim & "> a>0, lim S lim 8%~ 2
z—0 T z—0 3x rT—e T —e

9.3. Najdéte a,b € R tak, aby

lim (\/acQ—:C—l—l—aac—b) =

T——00

9.4. Spoctéte nasledujici limity:

Vsinx
. e — COS T .
0.4 A Jz&( “v“ﬁ—ﬁ)v

1 n_ (] m 3., _
(9.5) lig (L2 2( )" neN,  lm EET38T
e x o=% cos(z+ F)
9.5. Spoctéte nasledujici limity:
1
1+ 237\ =2
) li tg(23?) ; T _—1).
(9.6) Ll—g (tgz) ilil’%) LT 257 xlgrolo log (1 + 2)log(3" — 1)
9.6. Spoctéte nasledujici limity:
1 1 : sin(2x) _ jarcsinzx T _ 9¢in(T
07)  lim 8L FsinT) lim & © i & 250G 7).

et B ey Y g L et tgr oo tge
9.7. Spoététe limity nasledujicich posloupnosti:
9.8 lim
©8) ”—m( Vnt +2n3 — \/n4+1)
(9.9 lim n(¥2-1), hm sin(2ry/n2 + 1).

n— oo

9.8. Spoctéte:

arcsin(,/T)

S\ . : cotg(mx).
(9.10) Lim, Tog(1 + vz)’ il_)ml(l + sin(7x)) ;
2
(9.11) <

lim - .
=0 /1 + xsinx — \/cos x

15
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Vysledky
Cviteni 9.1: a, 2, %, 3 32
Cviceni 9.2: loga, %7 =
Cviteni 9.3: a=1, b=3.
Cviteni 9.4: 1, 3, 2(m-—n), -12.

Cvitenf 9.5: 1, 3 4log3.
Cviceni 9.6: 2, 1, 1—+/3.
CviCeni 9.7: e, log2, 0.
Cvitenf 9.8: 1, I, 2.

10. Derivace funkce, I’Hospitalovo pravidlo

10.1. Spoctéte:

(10.1) xlggox (Z — arctg J:il) .

10.2. Spoctéte nasledujici limity:

(10.2) lim (cos(v/z))*, 1= veosz lim x

a0+ z1—1>r(1)1+ 1 —cos(yz)’ e—+0 /1 — g—22
10.3. Definujme funkeci
1

f(x){i—ezl pro  x # 0;
1
3

pro x =0.

Urcete, zda méa funkce f derivaci v bodé 0 a pokud ano, spoctéte ji.

10.4. Spoctéte nasledujici limity:

Jtgr —1 nx
(10.3) lim _g+, lim (2 — )&%,
z—Z 28in“x — 1 z—1
: ﬁ T _ T
(10.4) T G K S T ) e
x—0 x z—0 2
10.5. Najdéte asymptotu funkce
ler:L’
) =
/(@) (14 x)=

pro r — +oo.

10.6. Spoctéte limity nésledujicich funkei:

1
sing \ T—cos e’ —e T -2z N
(10.5) lim ;o lim ————,  lim S
=0\ T =0 T —sinx z—o0 \ 2arctgx
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10.7. Spoctéte derivace (i jednostranné, pokud oboustranné neexistuje) nasledujicich funkei:

(10.6)

Cviceni 10.1:
Cviceni 10.2:
Cviceni 10.3:
Cviceni 10.4:
(10.3) 3,
(10.4) es,
Cviceni 10.5:

Cviceni 10.6:

arctg(tg? x rox # I + km,

5 pro x = 3 + km,

f(z) = max{min{cosz, (1/2)}, (=1/2)};
flo)=V1—e

f(x) = arccos T2

x2 (sin% + cos %) pro x # 0,
fz) =
0 pro z = 0;

f(z) = 2 pro z > 0;
f(z) = max{xz + 4 arctg(sinz), x}.

Vysledky

Bl

11. Prabéh funkce

11.1. VySetifete priubéhy nasledujicich funkeci

11.2. Vysetfete prubéhy funkci (v prvnich dvou piikladech nemusite vySetfovat konvexitu)

2z
f(z) = arcsin oL
fl@) =%
f(zx) =log, ¢;
f@) =logltg 7|
F(2) = (sina)?;
flx)=z—va2 -1

COsST

Fla)= 20 ) = (cosa)et o,

f(z) = (log|a])® — 3logla],  f(z) = (z — 1)exp (

kelZ,
keZ;

1+

)
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11.3. VySetifete pribéh funkei:

arccos

3 2 3/.92 2

sin® x + cos” z, vz2(1 — 2?), —_—
V1—2z?

4
arcsin < arctg v/ 1 — :v2> .
T

2 ¢ T
— arctg ———,
T ng—l



KAPITOLA 5
Taylortv polynom

12. Taylorav polynom
12.1. Napiste Taylorav polynom funkce f(z) = 2=’ stupné 3 v bodé 0.
12.2. Napiste Taylorav polynom funkce f(z) = /x stupné 3 v bodé 1.
12.3. Spoctéte piiblizné v/250.
12.4. Reste piiblizné rovnici e*(3 — x) — 3 = 0. Porovnejte s pfesnym TFeSenim z = 2.822. ..

12.5. Pomoci Taylorova polynomu spoctéte nasledujici limity.

M

_zZ
COST —e 2

(12.1) lim ——————;

z—0 xt
. a®*4+a -2
(12.2) lim o ;
. ePsinw —x(r+1)
(12.3) ili% = ;
. sin(sinz) —zv/1 — a2
(12.4) ilgj(l) o ;
1
L _ ot
(12.5) lim &;
z—0 xT
(12.6) lim (S/xﬁ—l—mf’ — f/a:ﬁ —x5) ;
T—r00
1
(12.7) lim <x — 2% log (1 + )) ;
T—00 x
. 1—(cosz)sne
(12:8) L
. 22
. suzlm —e %
(12.9) lim —=— .
12.6. Urcete, pro které a € R jsou néasledujici veli¢iny srovnatelné s z pro z — xg. Poté
spoctéte limg 4, féf).
(12.10) f(z) = tg(sinz) —sin(tgx), z0 = 0+;
(12.11) flx)=0Q+2)" =1, xzo=0+;
(12.12) f@)= (Ve+14+Ve—-1-2Vz), z9=o0.
12.7. Necht
f(x) =1+ kx + o(z).
Potom §
lim (f(x))7 = ¢*.
Dokazte!

19






KAPITOLA 6

Primitivni funkce

13. Snadné upravy

13.1. Spoctéte nasledujici primitivni funkce:

(13.1) /(x +5)3 du, /sin(2x +7)da, / (xj;) da;

(13.2)

/ dz / dz / x? .
V2 =5z’ V2 =322 1+ a2
(13.3) /tg2 xdx, / v/1 —sin(2z) dz, / arctg:p

x x
13.4 —d —d _
(13.4) /\/1—332 © /1+$4 “ /1—1—0051’

13.2. Pomoci jednoduchych substituci spo¢téte nasledujici primitivni funkce:

. dz dz dv
(13.5) /sm(logm) — /(954'1)\/3? P

sinx 20 +1 r+1
13.6 ——dzx, ———dx, ——— dx;
( ) Vcos 2z /x2+x+1 /x2+2x+9

(15 [7= o= |z

14. Integrace trigonometrickych funkci

14.1. Pomoci trigonometrickych vzorct urcete nasledujici primitivni funkce:

(14.1) /Sin2 x dx, / sin® z dz, / sin? = du;
dx sin x cos dx
14.2 L _sinzeose e
( ) / sin? x cos2 x / sin® +x cost / sin z cos3 z

(14.3) / dx / dz / dzx '
’ costx sin® z cos® x sin® x cosz’

(14.4)

/ sinz_ / dz
———dz, - .
\/m 1+sinx 2sinz —cosz + 5

21
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15.1.

(15.1)

(15.2)

15.2.

(15.3)

16.1.

(16.1)

(16.2)

17.1.

(17.1)

(17.2)

18.1.

(18.1)

(18.2)

19.1.

(19.1)

(19.2)

20.1.

(20.1)

(20.2)

6. PRIMITIVNI FUNKCE

15. Metoda integrovani per partes

Pomoci metody integrovani per partes spo¢téte nasledujici primitivni funkce:

/ e’ sinx dx, / arcsin z dz, / log x dz;

arcsin x dzx
/ 1:2 dx, /m, /arctg(\/f) dx

Pomoci metody integrovani per partes odvod'te formule pro nasledujici primitivni funkce:
/ e sin bx dzx, / arcsin x dz, / sin(log z) dx.

16. Substituce

Pomoci vhodné substituce spo¢téte nasledujici primitivni funkce:

log? 3
/ og xdx, / x dz, cos x ;
x 8 — 2 /2 + cos(2x)
2 2 1 /1 2
/ T, /I—Hdaz, /\/Og(ngL ) g

1+z 1+ 24 14 22

17. Lepeni

Procvicte si lepeni primitivnich funkci na néasledujicich piikladech:

/|x\dx, /e_‘””| dx, /max{x,xQ}dx;

d
/7?2; /|2x+1|dx; /(\1+x|f\lfx|) dx.
1+sin“z

18. Integrace racionalnich funkci

Pomoci rozkladu na parcialni zlomky spoctéte nasledujici primitivni funkce:

3 +1 T xt
Tt g L R
3 — bx2 + 6x 22—z -2 zt + 522 +4

/ LN /di /Ld;ﬂ
-1 14 26’ 3 —3rx+2

19. Integrace iracionalnich funkci

Spoctéte nésledujici primitivni funkce:

er dzx
——dx, vVx2 - 2xdz, /7;
/m / 1+Vz+3

/ l—xldx / dx / x? da
Vitoz 1+ve+ V1 Vitota?

20. Eulerovy substituce

Pomoci Eulerovych substituci spoctéte nésledujici primitivni funkce:

dx dx )
/x+\/m’ /1+m’
z— Vo2 +3z+2 z?
gc—\/am7 /ZW




KAPITOLA 7

Funkce vice proménnych

21. Zakladni pojmy
21.1. Nadrtnéte grafy nasledujicich funkei:

f(w7y)=3(1—§—%), 0<2<20<y<d4—2:
flay) = Vo—a22—y?

f(z,y) = Va? +y%

flz,y) =2+ 47

21.2. Nadrtnéte graf funkce (jedné proménneé)
F(t) = f(cost,sint),

R RN L Ok
f@y) {0 (y <w).

kde

21.3. Urcete a nacrtnéte defini¢ni obory néasledujicich funkci:

fay) =e+ V-1 f@y) = VI g% fay) = ——

Vaz+y2 -1
o) =arecos ()5 o) =log—z — i flay) = VEmaT

21.4. Urcete a nacrtnéte vrstevnice nasledujicich funkei:

fley) =a+y; flry)=2"+9%  flz,y) =2 -y

1
fa) =@+’ fen="1 f@y)=5gms

Fla,y) = Vag;  f(e,y) = e f(z,y) = 2" (x> 0),

21.5. Spoctéte f(1, %), jestlize f(z,y) = wfﬁ’lz

21.6. Urdete f(t), jestlize f (%) = # (x > 0).

21.7. Necht z = \/y + f(v/x — 1) a z = 2 pro y = 1. Urcete funkce f a z.
21.8. Necht z =2 +y + f(z —y) a z = 22 pro y = 0. Urcete funkce f a 2.
21.9. Urete f(z,y), jestlize f(z +y,{) = % — 2.

Vysledky

CviCeni 21.1: trojuhelnik, sféra, kuzel, paraboloid.

Cviceni 21.2:
F(t) = 1 [-37+2km, T + 2knl;
|0 (Z + 27, B+ 2km).

23
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Cvideni 21.3: (—o00,00) x [1,00); kruh {22 + y? < 1}; doplnék tého# kruhu v R?; plocha
ohrani¢end dvéma tupymi thly vymezenymi piimkami y = 0 a y = 2z bez pocatku; polorovina
{x 4+ y < 0}; sjednoceni mezikruzi {2kr < 2% +y? < (2k + 1)7}.

CviCeni 21.4: rovnobézné piimky, soustfedné kruznice, hyperboly se spole¢nou asymptotou
y = +x, rovnobézné piimky, svazek paprski vychézejicich z pocatku bez pocateéniho bodu; sou-
stfedné podobné elipsy, hyperboly lezici v kvadrantech I a III s asymptotami blizicimi se k sou-
fadnym osam; kivky y =

Toga

Cviceni 21.5:  f(1,%) = f(x,y).

Cvigeni 21.6:  f(t) = V1 + 2.

Cvieni 21.7:  f(t) =2t +t?, z(z,y) =z — 1+ /3.
Cvicenf 21.8:  f(t) =12 — 12, z(w,y) = 2y + (z — y)*.
Cviceni 21.9:  f(z,y) = xQ%.

22. Limita a spojitost
22.1. Necht

flz,y) = i;‘z

Dokaizte, ze

lim (lim f(m,y)) =1, lim (lim f(a:,y)) = -1,

z—0 \ y—0 y—0 \z—0
a tedy
lim z,
[r,y]H[O-,O]f( v)
neexistuje.
22.2. Necht
22y?

flz,y) = 2Pt (=)

Dokaite, Ze sice

lim (lim (x,y)) = lir% (lirr%J f(x,y)) =0,
y—0 \z—

z—0 \ y—0
ale pfesto
lim T
[w,y]—>[0,0]f( ')
neexistuje.
22.3. Necht

F(z,y) = (@ + y)sin (;) sin <;) .

Dokaizte, ze sice ani jedna z limit
t (1 600) By (1 50)

neexistuje, ale pfesto

im  f(z,y)

|
[z,y]—[0,0]

existuje. Cemu se tato limita rovna?
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22.4. Spoctéte

lim <lim (x,y)) a lim (hm f(x,y)),

z—a \ y—b y—b \z—a
kde
m2—|—y2
= ——— :b: N
Y
f(xay):1+xya a:OO,b:0+7
f(x,y)zsin(zxﬂf_y>, a=>b=oc;

1 Ty
= — t = b = N

f(xvy)zlogx(x+y)7 a,:l,b:O.
22.5. Spoctéte nasledujici limity:
r+y

lim =
[yl =looc0]  @% — a2y +y?
hm = sm(ajy);
[,y]—[0,a] x
lim = (z®+¢? ‘”292;
[z,y]—[0,a] ( )
12
1\ 7
lim = (1 + ) ;
[2,y]—[o0,a] T
_log (z +e¥)

lim = .
[,y]—[1,0] Va? 4 y?
22.6. Dokazte, ze funkce

2 2 2 .
o = {F @i 20
0 (2% +y? = 0),
je spojita jako funkce proménné x i proménné y, ale neni spojita jako funkce dvou proménnych.

22.7. Dokaite, ze funkce

U (22 4 y? £ 0);
— )t
f(z,y) {0 v (22 447 = 0),

je spojita v bodeg [0, 0] po viech pfimkach x =tcosa, y =tsina, t € (0,00), a € [0, 27], ale pFesto
neni v bodé [0, 0] spojita.

22.8. Zjistéte, zda je funkce

f(z,y) = arcsin <x>
Y

spojita na svém defini¢nim oboru.

22.9. Zjistéte, zda lze funkci

2,2 .23

L
f(z,y) = T2ige
dodefinovat v bodé [0,0] tak, aby byla spojita na R2.

22.10. Zjistéte, zda lze funkci
3_ .3

fla,y) = xx:z

dodefinovat na piimce y = x tak, aby byla spojita na R2.
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22.11. Zjistéte, zda lze funkci

sin(z) sin®
Flay) = 1-— c(os)(ac2 —151;;)2)

dodefinovat v bodé [0,0] tak, aby byla spojita na R2.
22.12. Najdéte podminky na konstanty a, b, ¢, aby existovala limita

lim = —
[z,y]—[0,a] ax? + bry + cy?

Vysledky

CviCeni 22.3: 0
CviCeni 22.4: 0,1; %, 1, 0,1; 0,1; 1,00.
CviCeni 22.5: 0; a; 1; e; log2.
CviCeni 22.8: ano
CviCeni 22.9: ano, f(0,0) = 1.
Cviteni 22.10:  ano, f(z,x) = 3z2.
23. Derivace a totalni diferencial

23.1. Dokazte, Ze pro funkci dvou proménnych f(z,y) a pro libovolné pevné a € R plati
of d
(x,a) = 7]0(1'704)

oz dz
23.2. Spoctéte
of s B : x
%(x, 1), jestlize f(z,y)=x+ (y—1)arcsin (\/;> .

23.3. Spoctéte

9 0
%(0,0), 8—£(0,0), jestlize  f(x,y) = ¥zy.

Ma funkce f(z,y) v bodé [0, 0] totalni diferencial?

23.4. Ma funkce
fla,y) =V + 43

v bodé [0, 0] totalni diferencial?

23.5. M4 funkce )
flay) = T
v bodé [0, 0] totalni diferencial?

23.6. Spoctéte
of of *f f f

oz’ 9y’ 0x2’ dzdy’ Oy

pro funkce
z x
fla,y) = +y* —da?y?; fay)=zy+25 fl@y) =g
cos 22 y
fy) === fle.y)=a" flz.y)=log (z+9%): flay) =arctg
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23.7. Necht
22
flz,y) = o Tty £
’ 0, 2?4y =0.
Dokazte, ze
0% f
0zdy

82
0.0 # 3, 8faz (0,0).

23.8. Necht

Dokazte, ze neexistuje
0*f
——(0,0).

23.9. Spoctéte prvni a druhy diferencial nasledujicich funcki:

fla,y) = 2™y, f(m,y>=§, Fx,y) = log(V/2% + ¢
z

flay)=e?, flay) =eyt+yztze, floy) =55

23.10. Odhadnéte chybu nasledujicich veli¢in v zavislosti na chybé jednotlivych promnénnych:

r+y
1 m(1 n log(1 log(1 t .
(1+x)™(1+2)", log(1+z)log(l+y), arcg<1+xy)

23.11. Objem valce s podstavou o poloméru r a vyce h je dan vzorcem V = wr2h. Je-li vyska
v =5 cm zméfena s presnosti na 0.005 cm a polomér podstavy r = 3 cm je zméfen s piesnosti na
0.01 cm, urcete, s jakou nejvétsi moznou chybou je uréen objem vélce V.

23.12. Plocha trojuhelnika ABC' je dana vzorcem

B besin a
2

Vime-li, Ze veli¢iny b, ¢, « byly namé&feny s presnosti na 1% a thel « byl zméfen na /4, dokazte,
ze vysledna plocha je urcena s maximalni chybou mensi nez 2.8%.

Vysledky

CviCeni 23.2: 1.

CviCeni 23.3: 0, 0, ne.

CviCeni 23.4:  ne.

Cviceni 23.5:  ano.

CviCeni 23.10: 1+ mz + ny, zy,  + y.

CviCenif 23.11: 0, 3457.
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24. Retizkové pravidlo
24.1. Spoctéte

oT oT
ot a0
kde
T(z,y) =2 —ay+y°
a

xr=rcosf, y=rsind.

24.2. Spoctéts

an
dt’
kde
H(t)=sin3z —y
a

2 £
r =2t — 3, y:575t+1.

24.3. Polomér podstavy r rota¢niho kuZzele roste o 2 cm za sekundu a vyska h roste o 3 cm
za sekundu. Spoc¢tété miru ristu objemu V' v okamziku, kdy » =5 cm a h = 15 cm.

24.4. Lokalni atmosféricka teplota T' zavisi na prostorovych soufadnicich x,y, z daného bodu
a na Case t podle vzorce
Ty
142
Teplomér je pfipevnén k meteorologickému balénu, ktery se pohybuje atmosférou po kifivce dané
parametrickymi rovnicemi

T(z,y,2,t) =

(1+1).

z=t y=2t z=1t—1t°.

Urcete miru zmény teploty v case t = 1.

Vysledky

Cviceni 24.1:

T .
887 = 3r? (cos3 0 + sin® 9) — 2rcosfsinf,
8T 2 . . 2 s 2 2
20 = 3r? (sinf — cos 0) cos fsin 6 + r* (sin” 6 — cos” §) .

CviCeni 24.2:
dH
;Ef:(U¢+5)am(%¢2+5t—10)

Cviceni 24.3:

iK::125wcnP

dt

™1

CviCeni 24.4:  teplota roste o 14 stupii za hodinu.
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25. Implicitni funkce
Vypocitejte derivaci y'(x) implicitni funkce y = y(x) definované nasledujicimi predpisy:
2%+ 2xy — y2 = az, log (m) = arctg (%) ;
y—esiny=z (0<e<1);

¥ =y* (x#vy), y = 2z arctg (E) .
xr
Vypocitejte parcialni derivaci g—; implicitni funkce z = z(z,y) definované pfedpisem

Tz
22+ a:y3 = —.

Vypoditejte parcialni derivaci g—z implicitni funkce = = x(y, 2) definované pfedpisem

xS =y — 2.
Vypoditejte parcialni derivaci % implicitni funkce y = y(x, z) definované predpisem
e¥* — x?zlogy = 7.
Vypoditejte parcidlni derivaci % implicitni funkce z = z(z,y) definované predpisem

F(2? — 2%9y% +22) =0,

kde F' je diferencovatelna funkce dvou proménnych.

Cviceni 25.1:

Vysledky
r+y x+y 1 y?(1 —logx) y
y—z x—vy 1l—ccosy 22(l—logy) =z

Cviceni 25.2:

3xy* + 2z
xy — 2z2y%°

Cviceni 25.3:

1— 32y
y o

Cviceni 25.4:

22ylogy — y2ev?

yzeV? — x2z

Cviceni 25.5:

2x%—5 (2% — 2%, y% + 22) + zg—i (2% = 22, y% + 22)

2298 (22 — 22 92 4+ 22) — 225 (22 — 22,92 + 32)
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26. Uplné metrické prostory

26.1. Zopakujte si dilezité definice z teorie metrickych prostorii: metrika, metricky prostor,
koule, oteviend mnozina, uzaviend mnozina, vnitiek, uzavér, konvergentni posloupnost, limita
posloupnosti, kompaktni mnozina, omezend mnozina, spojité zobrazeni.

26.2. Primérem neprazdné mnoziny A v metrickém prostoru (P, o) nazveme &islo
diam A = sup {o(z,y); z,y € A}.
Urcete prumér nasledujicich mnozin: [0, 1], (0,2), {3} U[—1,0), jednotkova koule v R", jednotkova
krychle v R™, (0, 00), interval (1,5) s diskrétni metrikou.

26.3. Charakterizujte vSechny neprazdné podmnoZiny metrického prostoru (P, p), které maji
nulovy pramér.

26.4. Dokazte
diam A = diam A.

26.5. Necht (P, o) je metricky prostor a necht {x,} C P je posloupnost. Rekneme, 7e {zn} je
cauchyovskd, jestlize spliuje Bolzanovu—Cauchyovu podminku, tedy

Ve >03dng Vm,n>ng: o(zn, zm) <e.

V prostoru redlnych ¢isel s eukleidovskou metrikou plati, Zze posloupnost je konvergentni praveé
kdyz je cauchyovska. Dokazte na piikladu, Ze v obecném metrickém prostoru toto tvrzeni neplati.

26.6. Metricky prostor (P, o) se nazyva dplng, jestlize kazdéa cauchyovské posloupnost {z,,} C
P je konvergentni.

Dokazte, ze

(i) prostor (a,b) neni uplny;

(ii) prostor [a,b] je tplny;

(iii) prostor C([0,1]) s metrikou

o(f,9) = sup [f(z) — g(z)|
z€[0,1]

je uplny.

26.7. Charakterizujte vSechny cauchyovské posloupnosti v diskrétnim prostoru. Je diskrétni
prostor uplny?

26.8. Dokazte nasledujici Cantorovu vétu: Metricky prostor (P, ¢) je uplny pravé tehdy, kdyz
ma nésledujici vlastnost: pro libovolnou posloupnost uzavienych mnozin

PDA DAD-- DA, D...
spliwujici
diam A4,, — 0

je mnozina [,y An jednobodova.

Ndvod: K dukazu nutnosti vezmeéte pro kazdé n libovolny bod z,, € A, a dokaZte, Ze posloup-
nost {x,} je cauchyovska a tedy konvergentni a Ze jeji limita je zaroven jedinym bodem v praniku
mnozin A,,.

31
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K dukazu postacitelnosti definujte pro danou cauchyovskou posloupnost {z,,} mnoziny

An = {$n7$n+1,l‘n+2, . }
a dokazte, ze maji jednobodovy prunik, ktery je zaroven limitou posloupnosti {z,, }.

26.9. Ukazte na piikladu, Ze odstranime-li z Cantorovy véty predpoklad diam A,, — 0, pak se
muze stat, ze prunik mnozin A,, bude prazdny. Shoduje se tento fakt s vasi intuitivni predstavou?

26.10. Necht P =R a

|~

je-liz#£0,y =0;

jeli x =0,y # 0;
jellix =y

mpt deliz#0y#0z#y.

s~

Q(l‘,y) =

Sy

Urcete, zda

(i) (P, o) je metricky prostor;

(ii) (P, o) je uplny;

(iii) (P, o) je kompaktni.

Urcete diam P. Najdéte vSechny oteviené mnoziny a vSechny kompaktni mnoziny prostoru
(P, 0)-

27. Banachova véta o kontrakci
27.1. Zobrazeni T : P — P se nazyva kontrakci, jestlize existuje v € [0, 1) tak, 7e
o(Tz,Ty) < vo(z,y) pro kazdé x,y € P.

Dokazte nasledujici tvrzeni: Necht T je kontrakce na P a x; € P je libovolny bod. Definujeme
posloupnost {z,,} pFedpisem
Tp41 =Tz,, neN.
Potom {x,} je cauchyovska.
27.2. Dokazte, ze dtisledkem tvrzeni z piikladu 27.1 je nasledujici Banachova véta o kontrakci:

Necht (P, o) je uplny metricky prostor a necht T': P — P je kontrakce. Potom T mé na P
pravé jeden pevny bod, to jest existuje pravé jedno x € P takové, ze Tx = =x.

27.3. Necht P =N a g(m,n) = | £ — L|. Urcete, zda

(i) (P, o) je metricky prostor;

(ii) (P, o) je uplny;

(iii) (P, o) je kompaktni.

Urcete diam P. Najdéte vSechny oteviené mnoziny a vSechny kompaktni mnoziny prostoru
(P, 0). Jsou jednobodové mnoziny oteviené?

27.4. Necht P=Na go(m,n) = ‘% — %’ Definujeme zobrazeni
T:n—n+1.

Zobrazeni T ziejmé nemd pevny bod. Lze odtud usoudit, Zze T neni kontrakce na P? JestliZe ne,
dokazte to néjak jinak.

27.5. Necht P =N\ {1} a o(m,n) = | — 1|. Definujeme zobrazeni
T:n—n?
Zobrazeni T ziejmé nemd pevny bod. Dokazte, Ze piesto je T kontrakce na P. Jak je to moZzné?
27.6. Necht (P, o) je metricky prostor a necht T : P — P spliiuje
o(Tz, Ty) < o(x,y) pro kazdé x,y € P, = # y.

Uvédomte si, Ze T' nemusi byt kontrakce na P! Zobrazeni majici tuto vlastnost nazyviame neez-
panzivni. Najdéte priklad metrického prostoru a neexpanzivniho zobrazeni, které neni kontrakeci.
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27.7. Plati nésledujici modifikace Banachovy véty (povimnéte si, ¢im je vyvaZzeno zeslabeni
pfedpokladu na zobrazeni T'):

Necht (P, p) je kompaktni metricky prostor a necht T': P — P je neexpanzivni. Potom T mé
na P pravé jeden pevny bod. DokaZte!

Ndvod: Studujte vlastnosti funkce f: P — R definované predpisem

f(2) = o(z, Tx).
28. Souvislé prostory

28.1. V prostoru C([0,1]) se supremovou metrikou definujeme pro dvé dané funkce g,h €
C(]0,1]) dseckus:
f:00,1]=C(0,1]),  fla)=g+alh—yg).
Dokazte, ze: (i) usecka je oblouk;
(ii) f je stejnomérné spojita na [0, 1];
(iii) C(]0,1]) je obloukové souvisly prostor.
Vsimnéte se, ze staci dokazat jen jedno z tvrzeni (i)—(iii). Které?

28.2. Zkoumejte, jaké vlastnosti musime vyzadovat od metrického prostoru, aby v ném bylo
mozno n&jakym rozumnym zpusobem zadefinovat tsecku a aby platila analogie tvrzeni z predché-
zejiciho piikladu. Pro jakou tfidu metrickych prostort takto automaticky zajistime obloukovou
souvislost?

28.3. Ukazte na piikladu, ze uzavér obloukové souvislé mnoziny nemusi byt obloukové souvisla
mnozina.

Navod: Graf funkce f(z) = sin (1), = € (0,1).

28.4. Ukazte piiklad mnozin A, B takovych, ze A C B C A, A je obloukové souvisl4 mnozina,
B neni obloukové souvisld mnozina.

Navod: V R? vezméte vSechny tsecky délky 1 vychézejici z pocatku a majici smérnice %,
n € N. To je mnozina A. Mnozinu B vytvoite tak, ze k A pFidate jesté tsecku {[z,y] € R?; 2 €

[1,1],y = 0}. Je A obloukové souvisla? Co je A? Plati A C B C A? Je B obloukové souvisla?






KAPITOLA 9
Obycejné diferencialni rovnice

20. Zakladni rovnice, separace proménnych
20.1. Uhodnéte néjaka reSeni nasledujicich diferencidlnich rovnic. Najdete viechna feSeni?
/

Yy =0; ¢ =5 o =-3xr y=sn2r); y=-4y.

20.2. Uhodnéte partikulérni ¥eSeni diferencidlnich rovnic, kterd spliiuji pfislusnou okrajovou
podminku:

y' =3z, y(2) =4 ¥ =4y, y(0)=T7.
20.3. Zkuste najit nékteré obecné feseni diferencidlni rovnice
Y + Ny =0.
Nyni najdéte partikularni feSeni, které spliiuje okrajové podminky
y(0) =4, y'(0)=3.

20.4. Najdéte vSechna maximalni feSeni diferencidlnich rovnic

. log? , > 0,
y/:1+y2; y’lenx(y2+2y+1); y/:{y s (y), v

0 y=0.
Nacrtnéte integralni kiivky feSeni v8ech uvedenych rovnic!
20.5. Jestlize se potkaji dvé feSeni rovnice
y' = f2,y),
kde f je spojita funkce dvou proménnych, pak na sebe tato dvé feSeni navazuji hladce. Dokazte!
Rovnici
y'z =ylogy

fesi napiiklad funkce y = 1 a y = €®, x € R. Tato dvé feSeni se potkavaji v bodé [0,1], ale
nenavazuji na sebe hladce. Pro¢ to neni ve sporu se shora uvedenym tvrzenim?

20.6. Najdéte maximalni partikularni feSeni diferencialni rovnice
y sinz = ylogy,

prochézejici bodem [7, ] a nacrtnéte jeho graf. Jaky je maximalni interval, na ktery Ize toto FeSeni
rozsitit?

20.7. Najdéte vSechna maximalni feSeni diferencidlnich rovnic

Y =10""Y; o —ay =b(1+2%), y(l)=1

Nacrtnéte integralni kiivky feSeni!

20.8. Primitivni populac¢ni model popisuje vyvoj ur¢ité populace tak, ze rast poctu jedincu

P v Case t je pfimo umérny P, takZe podle tohoto modelu je vyvoj populace fizen diferencialni
rovnici

dP
— = kP,
dt ’
kde k > 0 je konstanta imérnosti, zavisla na typu populace, kterou studujeme. Dokazte, ze pak
P(t) = AeM,

35
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kde A je ngjaka kladna konstanta dand pocatecnim stavem populace. Promyslete si sestaveni a
vyfeSeni obecné rovnice a pak spocitejte nasledujici priklad.

Bakterialni kultura roste v ¢ase ¢t tmé&rné poctu jednotlivych bakterii P = P(t). Na zacatku je
500 bakterii, po jednom dni mame 800 bakterii. Bude jich po dalsich 12 hodinéich vice nez 10007
Vedla by linearni aproximace ke stejnému zavéru?

20.9. Podstatné lepsi populac¢ni model nez ten, ktery byl popsan v predchéazejicim piikladu,
bere v potaz tzv. mazimdlni kapacitu Zivotniho prostredi. Ta je dana ¢islem N, coz je nejvySssi
mozny pocet ¢lent dané populace, ktery se jesté v daném Zzivotnim prostiedi uzivi. Ovéite si, ze
podle tohoto modelu je vyvoj populace fizen diferencidlni rovnici

dP
— =kP(N - P).
o ( )

Dokazte, ze vyvoj stavu populace je pak dan funkci
_ kNeMt
14 keNt?
kde k je konstanta imérnosti. Vyfeste si obecnou rovnici a nacrtnéte jeji integralni kiivky. Porov-
nejte s prikladem 20.8! Pak spocitejte nasledujici piiklad.

Na ostrov, ktery skyté pastvu pro nejvyse 120 kralika, dorazilo 30 kralika. Po prvnim roce
jich zde Zije jiz 80. Bude jich za dalsi rok vice nez 1007

P(t)

20.10. Kralik roste podle tzv. allometrického zadkona
d
dv v
kde , v oznacuji $itku a vysku kralika a k je konstanta tmeérnosti. Na zacatku ma kralik $itku 5
cm a vysku 5 cm. Po n&jaké dobé ma kréalik 10 em vysky a 5v/2 cm iiky. Kralik ma k dispozici
noru o §ifce 12 cm a vySce 24 cm. Urcete, zda mu bude diiv tzka nebo nizka.

20.11. Brouk Pytlik nem4 rad teplotu nizsi nez 60 mravencich stupiit. V 8 hodin rdno mravenci
zatopi v peci, na niz Pytlik lezi, na 110 stupnd, a odejdou do prace. Ve 13 hodin je teplota v
mistnosti 80 stupiii. Mistnost vychlada rychlosti tmérnou rozdilu okamzité teploty v mistnosti a
venkovni teploty, ktera je stabilné rovna 20 stupiim. Vydrzi Pytlik do 18 hodin, kdy se mravenci
vrati z prace a zatopi?

20.12. Pri padu s paddkem je smérem dolu ptisobici gravitaéni sila rovna G = mg, kde m
je hmotnost paragutisty a g je konstantni gravita¢ni zrychleni. Smérem vzhiru pusobici sila F
zplsobena odporem padéaku je tmérna kvadratu okamzité rychlosti, tedy F = kv?, kde k je
materialova konstanta vyjadiujici kvalitu padédku. Vyvoj okamzité rychlosti smérem dola v = v(¢)
v Case t je tedy fizen diferencidlni rovnici

dv
mg — kv? = m—.
g dt
Dokazte, ze bez ohledu na pocatetni rychlost v(0) se bude rychlost po dost dlouhé dobé (za
piedpokladu, Ze paraSutista skice z dostatecné vysky) blizit konstantni rychlosti v = /%2,

20.13. Popiste kiivku v roving, ktera prochazi bodem [2,3] s nésledujici vlastnosti: tsecka
libovolné jeji tecny, vymezend priseCiky této teCny se sourfadnymi osami, se pili v bodé dotyku.

21. Homogenni rovnice

21.1. Ma-li diferencialni rovnice tvar y' = f(£), lze ji pfevést substituci z = £ na tvar

!
Z(z)x + 2(z) = f(2),
COZ je rovnice se separovanymi promeénnymi.
Reste diferencidlni rovnice

;v try oy
zy = F—=,

xy/zy—&-msinz(g), y ==—-1, acy':ylogg, z,y > 0.
T T T Y
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21.2. Reste diferencialni rovnice
zy = ze¥” 4y, (2® + %)y = 2ay.
21.3. Reste diferencialni rovnice

y/:y

x
;—27 y/:x—y’ yz;—i—;.

22. Exaktni rovnice

Ma-li diferencialni rovnice tvar

(22.1) hz,y)y + f(z,y) =0
a existuje-li funkce dvou proménnych u(x,y) takova, Ze
ou Ju
929.2 au _ ou _
(22.2) oy (@y). 5= f(z.y),

pak se takova rovnice nazyva exaktni.

Dosud jsme chapali u jako funkci dvou proménnych. Protoze ale y = y(z), muZeme chapat
u = u(z,y(x)) jako funkci jedné proménné (x). Pak ji derivujeme neparcialng,tj. %. Povsimnéme
si, Ze exaktni rovnici (22.1) lze prepsat ve tvaru % = 0 a ze vSechna feSeni této rovnice jsou
implicitné popsana pomoci kiivek tvaru u(z,y) = C, C € R.

Jak rozpoznat, zda je dané rovnice exaktni? Jsou-li funkce h a f spojité, pak k tomu, aby

rovnice (22.1) byla exaktni, musi platit
oh  Of
or oy’
Tento vztah lze povazovat za test exaktnosti rovnice. Navic jej lze snadno ovérit.
Jestlize je rovnice exaktni, jak najit funkci u? Muzeme se napiiklad pokusit tuto funkci uhod-
nout. Pokud to nejde, muZzeme funkci u ziskat integraci vztahu (22.2).

22.1. Reste diferencilni rovnice

(22.3) y' (log(sinz) — 3y?) + ycotgz + 4o =0, y + % =
(22.4) Y (32%y* +€¥) +2zy° +2=0;
(22.5) y (m2 sin(xy) — 2y) + cos(xy) — xysin(zy) = 0.

Jestlize rovnice neni exaktni, muzeme ji nékdy pievést na exaktni tvar pomoci integra¢niho
faktoru. Rovnici (22.1) vynéasobime zatim neznamou funkei ¢. Aby byla tato nova rovnice exaktni,
musi splnit test, tj. musi platit

I(he) _ O(fe)

Ox oy ’
tedy
oh  dp 0o Of
(22.6) o thge =50 05,

co7 je ale parcialni diferencidlni rovnice pro ¢. To je tloha té78f nez pivodni rovnice. Z tohoto
divodu vétsinou hledame funkci ¢ zavislou jen na jedné ze dvou proménnych. Pokud napt. ¢ =
o(x), pak je g—“; =0 a (22.6) ziska tvar

o1 (31” _ 3’1)
¢ h\dy 0Ox)’
a to je jiz snadno feSitelna rovnice pro ¢ se separovanymi proménnymi.
22.2. Uvazujte diferencidlni rovnici
y (3zy = 2°) +y* — 62y = 0.
Presvédcte se, Ze rovnice neni exaktni. Hledejte integracni faktor ve tvaru ¢ = ¢(y) a rovnici
vyTeste.
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23. Linearni rovnice 1. fadu

23.1. Diferencialni rovnice tvaru

y' +plx)y = q(z),

kde p, g jsou funkce jedné proménné, se nazyva linearni rovnici 1. fadu.
Reste nasledujici diferencialni rovnice pomoci integra¢niho faktoru.

Yy +tay=a; y —dy=z

1
zy' +y =2’ (@) = 3;
Yy +3y==z y0)=1;

y/_1_2y

=dx+e”, y(l)=0;
vy +y—e"=0, yla)=
23.2. Rovnice tvaru
a(z)y'(z) + b(x)y(x)* =b(x), a#0,1,

se nazyvad Bernoulliova. Substituci y = z7-« pievedeme Bernoulliovu rovnici na linedrni. Tu
vyfe§ime a dopocitame y ze substituce.
Reste nasledujici Bernoulliovy diferencialni rovnice:

vy +y=ylogx; y + 2wy =2

24. Linearni rovnice vyssiho fadu

24.1. U nasledujicich diferencialnich rovnic naleznéte fundamentalni systém feseni a uhodnéte
alespoii jedno partikularni feseni.

y”—5y’+4y=e3w;
y/”—y”—i—y’—y:sinx;
y”—yzex(CCZ—l—l).

Ndvod: Partikulérni feSeni hledejte po fadé ve tvaru y = ae®, y = asin(z) + beos(z) a
y = ae®x? + be®z + ce®, dosad'te do rovnice a dopoéitejte realné koeficienty a, b, c.

24.2. U nésledujicich diferencidlnich rovnic naleznéte realny fundamentélni systém feSeni a
uhodnéte partikularni feseni.

y" + 4y = cos(nzx); " —y=2®—1.

Ndvod: Partikularni feSeni hledejte ve tvaru y = asin(nx) + bcos(nz), respektive ve tvaru
y = ax® + bx? + cx + d, dosadte do rovnice a dopocitejte redlné koeficienty a, b, ¢, d.

24.3. Zrekonstruujte nehomogenni linearni diferencidlni rovnici s konstantnimi koeficienty,
jestlize vite, Ze jeji fundamentalni systém feSeni je

[€7, ze”]; [x,xz] .

24.4. Metodou snizovéani Ffadu vyfeste rovnici

Ndvod: Polozte z = v/'.
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24.5. Naleznéte redlny fundamentalni systém teseni nésledujicich linedrnich homogennich di-
ferencialnich rovnic:

y Wty = 3y" 5y — 2 =0;
y@ +2y" 4" = 0;

y' +4y' +13y = 0;

y' +y —2y=0.

"

25. Systémy linearnich rovnic 1. fadu
25.1. Nechf z,y, 2 jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Reste systém diferencialnich
rovnic
=22 —y—2z
y =2x—y—2z
2 =2z—x+y.
25.2. Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Reste systém diferencialnich
rovnic
¥ =3x -2y —=z
y =3z —4y — 3z
2 =2 — 4y.
25.3. Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Reste systém diferencislnich
rovnic
¥ =22+22z—y
y =x+2z
d=y—z— 2z
25.4. Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Reste systém diferencislnich
rovnic
¥=x-2y—2
y=y—x+2
=z —y.
25.5. Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce promeénné ¢ € R. Reste systém diferencislnich
rovnic
' =4z + 5y — 2z
Y =-2r—-2y+=z
7 =

—x—y+z.

25.6. Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce promeénné ¢ € R. Reste systém diferencislnich
rovnic
¥=x—-y+z
y=x+y-—=z
2 =2z—y.
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25.7. Necht x,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné t € R. Reste systém diferencialnich
rovnic
¥ =2r+y
Yy =2y +4z
z

!
=T —Z.
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Lebesguetv integral v R”

35. Konvergence Lebesgueova integralu

35.1. Vysetiete, pro které hodnoty pfisluSnych parametra konverguji nasledujici Lebesgueovy
integraly:

(35.1) / *(logx)re ™ dr, k€ Z;

0

1

35.2 7 (1 — )T " dx;
(3.2) [ oia-arta

0
(35.3) / aPe VT da;

0
(35.4) /OO log z|* .

o 1+axk 7
(35.5) / (tgx)®

oo
(35.6) /O s da
(35.7) /Ool—cosaac _

. ; ;

(35.8) / log sin ax dz;

0
(35.9) / o o
35.10 ;
( ) / Vit :v

p
(35.11) / ””'
12 dx;
(33.12) | e
p

(35.13) / sin.z

e bmxz
35.14 ——dx
( ) 0o V1+a3

35.2. Vysetfete, pro které hodnoty pfislusnych parametra konverguji nasledujici Lebesgueovy
integraly:

(35.15) / (m — 2arctg ) du;
0

1
arccos
35.16 — _dx
(85.16) / log?(1/x)

41
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Vysledky
Cviceni 35.1:

(35.1) s>0, k>-1;
(35.2) p,q > 0;
(35.3):  p>—1;
(35.4) : a>-1, k>1;
(35.5):  ae(—1,1);
(35.6) : O0<p+1<yg;
(35.7) aceR 1<p<3;
(35.8) 0<a<l;
(35.9) a€R;
(35.10):  ac (4,%);
(35.11) p > f%;
(35.12) : konverguje;
(35.13) nekonverguje pro zadné realné p;
(35.14) nekonverguje.

Cviceni 35.2:
(35.15) : a< —1;

3
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36. Zaména fady a integralu

36.1. V nasledujicich piikladech rozvinte integrovanou funkci v fadu, ovéfte moznost zamény
fady a integralu a vyjadiete integral jako ¢iselnou fadu.

1
log(1
(36.1) /wdgm
0
"og(1 —
(36.2) /de;
0 X
<z
(36.3) /O 2 dr
<z
36.4 .
(36.4) | S
oo mp—l
(36.5) /o 1120
(36.6) / e " cos vz dx;
0
L p
36.7 T Ingda:;
(
0 1—=x
1,7
zP log
36.8 dx;
(36.9) | S
1,p]
36.9 T O8% ix
(36.9) 3
1
(36.10) / log z log(1 — z) dx;
0
1
(36.11) / logx log(1 + ) dx.
0
Vysledky
Cviceni 36.1: )
™
36.1) : —
(36.1) 2
2
m
36.2) : -
(36.2) a
2
7T
36.3) : —
(363): T
2
7T
A4): —;
B6.4): T
(36.5) : i( )k( ! ! ) 0<p<g;
pt+kq p—(k+1)
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[e%e) 2
(36.8) : Z(—1)’“(p+;+1), p>—1;

k=0

- 1
36.9) : > (D
(36.9) k:O( T +p+1
2
™
36.10): 2— —;
(36.10) i
7r2
(36.11): 15 —2log?2

37. Zaména limity a integralu

37.1. 'V nasledujicich ptikladech vySetiete, zda lze zaménit limitu a integral, a pokud ano,
spoc¢téte limitu.

1

nPx
1 li ———duz;
(37.1) o o 1+ n2a? T
. R .
37.3 i [T g
(87:3) Ay Tz e
(o)
1
(37.4) lim log(x +n) e " cosxdx;
n—oo 0 n
o0 n
(37.5) lim e du.
n—00 0

38. Integral zavisly na parametru

38.1. Vysetfete defini¢ni obor funkce F' a jeji spojitost, najdéte limity v krajnich bodech (nebo
se o to asponi pokuste), vyjadiete derivaci funkce podle véty o derivovani integrali zavislych na



parametru.

(38.1)
(38.2)
(38.3)
(38.4)
(38.5)
(38.6)
(38.7)
(38.8)
(38.9)
(38.10)

(38.11)

38. INTEGRAL ZAVISLY NA PARAMETRU

oo Ia
F(a) = / — dz;
o 1+a2

<z
F(a) = dx;
@= [ e
F(a) :/ e~ cosx dx;
0

o .
F(a):/ sin ax da:
0

1+ 22
> sinz
F(a) = ——dx;
@= [ s
1
1 a
Flo) = [ 5
o logx
*
F(a) = d
(a) /0 ear _ Z;
Fla) = /7r log(1 + asinx) d
0 X
Fla) = /1 arcsin ax d:
0 :,L'
F(a) :/ tgax du.
0

45
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38.2. Rozhodnéte, pro které hodnoty parametra konverguji nasledujici Lebesgueovy integrély
a spoctéte jejich hodnoty pomoci véty o derivovani integralu zavislych na parametru.

1
(38.12) J(a) = / log(1 +acosz) , -
0 cos T
(38.13) F(a,k):/ o~k SAT)
0 T
> log(a® + x?)
38.14 K(a,b) = — = dz;
(35.14) @p) = [ 2
(38.15) F(a) = / arctg(asinz) , .
sin
YA —ap)(1— a9
(38.16) / (A=) -29
0 logx
(38.17) / arctg(ax farctg(bm) d
(38.18) /
0
1
1-—
(38.19) /
0 logm
Vysledky
Cviceni 38.2:
(38.12) : J(a) = marcsina, a € [-1,1];

(38.13) : F(a, k) = arctg (%) , a€R, ke (0,00);

%ﬁ%OM+ML a,b e R,b#0;

(38.15) : F(a) = glog (a +vV1+ a2) , a€R;

(38.14) 1 K(a,b) =

1
(38.16) :  F(p,q) =log <(p+q+) , p>—1,¢>-1, p+qg>—1;

p+1)(g+1)
(38.17) : F(a,b):glog%7 a,b> 0 nebo a=>5becR;
2
(38.18) : F(a) = 6oz’

(38.19) : F(a) =log

a+1
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Krivkovy a ploSny integral v R"
39. Kfivkovy integral 1. druhu

39.1. Spoctéte délku oblouku

C ={[r,y,2] €ER® x =3t y=3t2 z=2t3}
mezi body [0,0,0] a [3,3,2].

39.2. Spoctéte délku kiivky

C = {[r, ] € R? r = asin® (g) , ¢ €[0,3n]}
kde a > 0.

39.3. Spoctéte délku prostorové kiivky C', zadané rovnicemi

a—x

a—+x

. T a
y =aarcsin —, z= —log
a 4

od bodu [0, 0, 0] do bodu [zg, Yo, 20], kde a > 0.

39.4. Urcete, ktera kiivka ma vétsi délku, zda kruznice o poloméru a nebo elipsa s poloosami
5, 2a, kde a > 0.

39.5. Spoctéte kiivkovy integrél

/ V2 +y2ds,
c

kde C je kruznice se stifedem v bodé [%, 0] o poloméru %
39.6. Spoctéte kiivkovy integral

2 2
/ eV Y ds,
c

kde C je konvexni uzaviend kiivka slozenéd ze tii obloukud, zadanych v polarnich soufadnicich
pomoci nésledujicich parametrizaci:

=0, rel0,a;

T
r=a, 506[0’1]7
o =7 reloal

kde a > 0.
39.7. Spoctéte kiivkovy integral
/ (x2 + 2+ 22) ds,
c
kde C' je oblouk Sroubovice, zadany parametricky

T =acost, y=asint, z=~0t, t €10, 2n].

47
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39.8. Spoctéte kiivkovy integrél

/ (xé +y%) ds,
c
kde C je obvod astroidy,
C ={[z,y] € R 25 +y% =a3,
kde a > 0.

v

nice T' = [zg, yo], kde

1 1
To = M/wa(x,y) ds, Yo = M/Cyf(w,y) ds,

pricemz M = [, f(z,y)ds je hmotnost dratu.

x=a(t—sint), y=a(l—cost), t € 10,7,
kde a > 0.

39.10. Dokazte, ze je-li kiivka zadéna v poldrnich soufadnicich v R? tak, ze r = r(p) (kde
jako obvykle x = rcost, y = rsint), pak plati vztah

(39.1) ds = \/r(©)?2 +71'(p)? dep.

39.11. S pomoci (39.1) spoctéte kiivkovy integral

I=/ ly| ds,
C

kde C je Bernoulliova lemniskita, zadané rovnici
2
($2 n yz) — g2 ($2 _ y2) ,
kde a > 0.
39.12. S pomoci (39.1) spoctéte délku kardioidy (srdcovky), zadané rovnici

2
2 2 _ €L
- +y —(1—|—72+y2> .

Vysledky
Cviceni 39.1:
5
Cviceni 39.2: 5
57'('&
Cviceni 39.3:
|Zol + |20
Cviceni 39.4:
elipsa
Cviceni 39.5:
2
Cviceni 39.6: "
e
2(e* -1
4da + \[(e )

Cviceni 39.7: s
2
Va2 + b2 (27ra2 + (?lﬂ)

Cviceni 39.8:

wl~N

4a
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Cviceni 39.9:

4a 4a
-3 5]
Cviceni 39.11:
202(2 — V/2)
Cviceni 39.11:
8

40. Kr¥ivkovy integral 2. druhu
40.1. Spoctéte kiivkovy integral

/(C) (332 — 2zy) dx + (y2 — 2zy) dy,

kde C je ¢ast oblouku paraboly y = 22 s po¢ateénim bodem [—1,1] a koncovym bodem [1,1].

40.2. Spoctéte kiivkovy integral

/ (z+y)dr — (z—y)dy
©) (2 +y?)

kde C' je kladné orientovana kruznice o poloméru a se stfedem v pocatku.

)

40.3. Spoctéte kiivkovy integral

/ (24— y,2) ds,
()

kde C' je cykloida, zadana parametricky
x =a(t—sint), y=a(l—cost), t € [0, 2],

jejiz orientace je dana touto paramaterizaci, a kde a > 0.

/ —y?dx + 2% dy
© ai+yi

kde C' je ¢ast oblouku asteroidy, zadané rovnici

40.4. Spoctéte kiivkovy integral

2 2 2
T3 + yS = (][37
kde a > 0, z bodu [0, a] do bodu [a, 0].
40.5. Spoctéte kiivkovy integral
/ yzdr + xzdy + xy dz,
(o))

kde C je jeden zavit Sroubovice, zadané parametricky

b

o(t) = (a cost,asint, t) , t €10, 2x],

2w

jejiz orientace je dana touto paramaterizaci, a kde a,b > 0.
40.6. Spoctéte kiivkovy integrél
/ ydx + zdy + xdz,
(©)

kde C' je prisecnice ploch, zadanych rovnicemi

z =xy, x2—|—y2:1,

jejiz orientace je dana kladnou orientaci primétu této kiivky do roviny xy.

49
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40.7. Vypoctéte praci silového pole ﬁ(m, y,2) = (z,y,xz — y) po obvodu k¥ivky
{[t?,2t,4¢%], t € [0,1]},
jejiz orientace je dana touto paramaterizaci.
40.8. Vypoctéte praci silového pole, které pusobi v kazdém bodé [x,y, 2], [z, y] # [0, 0] (mimo

osu z) silou nepfimo tmérnou druhé mocniné vzdélenosti od osy z a mifi kolmo k ose z. jakd prace
se vykoné pfi pohybu hmotného bodu po ¢tvrtkruznici

C = {[cost, 1,sint], t € [0, g]}?

40.9. Kapalina proudi rychlosti V(m, y) = (x,2y). Urcete mnozstvi kapaliny, kterd protece za
jednotku ¢asu elipsou, zadanou rovnici

2 2
R
4 9
Vysledky
Cviceni 40.1:
14
15
Cviceni 40.2:
-2
Cviceni 40.3:
—2ma
Cviceni 40.4:
3 ot
1 67Ta
Cviceni 40.5:
0
Cviceni 40.6:
-7
Cviceni 40.7:
5
2
Cviceni 40.8:
L (1 ) ﬂ) |
2
kde k je konstanta amérnosti.
Cviceni 40.9:
187

41. Greenova véta

41.1. Pomoci Greenovy véty vypocitejte kiivkovy integral
/ (—y® +logx) dx + (z° + %) dy,
©)
kde (C) je kladné orientovana hranice oblasti
Gz{[w,y] ER?, 1<a?+4y%<16, ogmgygx/:?x}.
41.2. Pomoci Greenovy véty vypocitejte kiivkovy integral

/ zy? dy — z%y dz,
(©)

kde (C) je kladné orientovana kruznice 2% + y? = a2, a > 0.
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41.3. Pomoci Greenovy véty vypocitejte kiivkovy integral
/ (z+y)dz — (x —y) dy,
(©)

kde (C) je kladné orientovana elipsa i—z + g—j =1,a,b>0.

41.4. Pomoci Greenovy véty vypocitejte kiivkovy integral
I= / e”((1 — cosy) dx — (y — siny) dy),
©)

kde (C) je kladné orientovana hranice oblasti

G={lz,y)eR’ O<z<m 0<y<sinz}.

Vysledky
Cviceni 41.1:
63
12
Cviceni 41.2:
L
2
Cviceni 41.3:
—27ab
Cviceni 41.4:
(" - 1)
— (e —
5

42. Plosny integral 1. druhu
42.1. Spoctéte obsah sféry
M = {[z,y,2] € R®, 2® +y* + 2% =7r?}, r>0.
42.2. Spoctéte obsah rovinné plochy
M ={[z,y,2] € R, z=ax +by, 2*+y*<1}, a,b>0.
42.3. Spoctéte obsah ¢asti povrchu rota¢niho hyperboloidu
M ={[z,y,2] e R3, z=umy, 2?+y?<1}.
42.4. Spoctéte obsah stény nadoby tvaru rota¢niho paraboloidu
M = {[z,y,2] €R3, 2= % (®+9?), 2*+y* <1}
42.5. Spoctéte obsah povrchu anuloidu, jehoz prifez mé polomér Ry, pficemz vzdélenost
stfedu prufezové kruznice od jeho osy je R, R1 > R».

42.6. Spoctéte plogny integral 1. druhu

//zdS,
M
kde M je helikoid, zadany parametrizaci
M = {[tcoss,tsins,s] € R® t€0,a],s € [0,27]}.

v

M = {[r,y,2] €R3 2? +y*> =22, 0<2z<2}.
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42.8. Podle Pascalova zakona je hydrostaticka sila pusobici v daném bodé povrchu télesa dana

vyrazem
F, = gg//hnidS, 1 =1,2,3,
M

kde n je hloubka v daném bodé, n; je i-ta slozka vnéjsi jednotkové normaly plochy M.
Dokazte, ze (v souladu s Archimédovym zakonem), hydrostaticka sila, ktera ptisobi na stény
nadoby tvaru rota¢niho paraboloidu

M ={[z,y,2] €eR3 2 +y* =2 0<z<1},

je rovna
70,0, - 29,
2
Vysledky
Cviceni 42.1:
4gr?
Cviceni 42.2:
V14 a? + b2
Cviceni 42.3: 5
Cviceni 42.4: 5
Cviceni 42.5:
47TR1 R2
Cviceni 42.6:
2 (a\/l +a? + log (a—i— 1 +a2))
Cviceni 42.8:
2
T = 10,0, M
50v/5 — 10

43. Plosny integral 2. druhu
43.1. Spoctéte integral

/ zdx dy,
(M)

kde (M) je kladné orientovana plocha sféry
M = {[r,y,2] €R3 2* +y*+ 22 =1}.
43.2. Spoctéte integral

/ (y—2)dydz + (z — ) dzdz + (x — y) dx dy,
(M)

kde (M) je kuzelova plocha
M ={[z,y,2] € R® &* +¢*2°, z€[0,h]}.
s vnéjsi orientaci.

43.3. Spoctéte integral
/ 2? dy dz + y* dz dx + 22 dx dy,
(M)

kde (M) je vné&jsi povrch sféry
M={z,y,2] €R?, (z—0a)’ + (y—b)*+(: =)= R*, a,b,c,R>0}.



VYSLEDKY 53

43.4. Spoctéte integral
/ rdydz +ydzdx + zdx dy,
(M)
kde (M) je vné&jsi povrch sféry
M = {[z,y,2] € R? 2° +y*+ 2> =a* a>0}.

/ dydz dzdxr drdy
+ + ;

43.5. Spoctéte integral

kde (M) je vnéjsi povrch elipsoidu
2

2
x
M:{[IL‘,y,Z] GRB, ?4’

z
2

2
LA
C

2 =1, a,b,c>0}.

43.6. Spoctéte integral
/ rzdydz + rydz dr + yz dx dy,
(M)

kde (M) je vnitiné orientovany povrch jehlanu ohranifeného rovinami x = 0, y = 0, 2z = 0 a
r+y+z=1.
43.7. Spoctéte tok vektorového pole f(az,y, z) = (z,y,2) ven z valce
P={[z,y,2] eR®, 2> +y? <da?, ze[-h,h]}, a,h>0.
43.8. Spoctéte tok vektorového pole ﬁ(m, Yy, 2) = (2,0, 22) nahoru parabolickou st¥echou
M ={[z,y,2] e R, 2?2 +y* =2, x,y<c[-1,1]}

43.9. Spoctéte tok vektorového pole F"(:c, y,2) = (yz, —xz,2? + y?) nahoru plochou zadanou
parametricky
O(r,t) = (e" cost,e"sint,r).

Vysledky
Cviceni 43.1: 4
-
3
Cviceni 43.2:
0
Cviceni 43.3:
SwaR3
3
Cviceni 43.4:
47 R3
3
Cviceni 43.5:
(bc ac ab)
dr | —+ —+ —
a b c
Cviceni 43.6: )
8
Cviceni 43.7:
6mha?
Cviceni 43.8:
4
3
Cviceni 43.9:
m(e* — 1)






