Derivace funkce — priklady z pisemnych praci

Neni-li feceno jinak, urcete derivaci a jednostranné derivace funkce ve vSech bodech defini¢niho
oboru, kde existuji.

cosz)/** g —m/2, 7
1.f(x)—{(1 P we w22\ (0)

2. f(x) = arcsin(1 — z*)

—1)2 1, 1
3. f(zx) = { (()x 1)z cos (’” + ”—1) v 70,1 Zjistéte navic, kde je f spojitd.

z=0,1
4. Zjistéte, zda existuje c tak, ze funkce
2% x> 2
f(m)_{ 27" Loz —2) x<2

ma v bodé 2 vlastni derivaci.

5. Spoctéte derivaci funkce

v bodeé 1.
6. f(x) = max{1,e* "}

sin z

7. f(z) = —— proz #0, f(0)=1.

8. f(z) = {é arctg x] -sin(mz), kde [- - -] zna&i celou &ést.
™

9. Napiste piiklad funkce f, ktera spliuje f)(2) = 400 a f/ (2) = —oo.

10. f(z) = |sin(2z)| - sinx

11. Napiste piiklad funkce f, kterd neni spojita v bodé 7 a pfitom plati, ze f' (7) = 2.
12. f(x) = (2* + 2)V/1 — cosx

13. Necht je funkce f spojitd v bodé 3. Musi existovat f7 (3) ? Pokud ne, uved'te pifklad. Pokud
ano, svou odpoveéd peélivé zdivodnéte.

14. f(z) = (max{z, 1)) kde |- -] znaéf celou 4st.
15. Napiste ptiklad funkce f, kterd je spojitd v bodé 1 a pFitom f’(1) neexistuje.

_J sgn(tgz) xze€R\{§ +km keclZ}
16.f(x){1 ve{d+kmkecl}

17. f(z) = max{z(z — 1)? + z,z}

18. Naleznéte vSechna a > 0, pro kterd m& funkce f vlastni derivaci ve vSech bodech intervalu
(0, 4+00). Derivaci spoctéte pro kazdé = € (0, +00).

6 2 e (01
"z € (1,400)

)= {

sgn(sinz) + sgn(sin 2z)
-1 1]

= arctg(tg? z) pro = # T+ kn f(5+kn)=T3, kel

24. f(z) = max {min {cosa:, %} , —%}
25. f(z) = V1—e "

1
26. f(z) = arccos 7




22(sind +cosl) z#0
27.f(x){0 =0
28. f(x) = 2=
29. Naleznéte A, B, C' € R tak, aby pro vSechna x € R platilo

2 ¢ cos T +11 2+sinz\’ Acosz+ Bsinz
— arc —_— —lo =
V3 & V3 1°%2 sing C + cos2x

30. f(z) = max{x + 4 arctg(sinz), z}
31. f(z) = max{z® — 1,2% + 2}

V dalsich piikladech vySetfete (i jednostrannou) spojitost a spoctéte (i jednostranné) derivace
vsude, kde existuji.

14+ 2)Y/%  m4-li viraz smysl
32.f(x)—{£ J7 il viraz smy

= ved® —1

= esin?z _ 1

38. f
39. f

40. f(x) = arccos(sin® x)

4z

33. f(z) = arcsin o
34. f(x) = max{z?, 2> + sgnx}
35. f(x) = (z+2)%\/|22 — 4]
36. f(x) = max{x +sinz,z + sin® z}
37. f(x) = arcsin(cos® )

(z)

(x)

(

Urcete derivaci a jednostranné derivace funkce ve vSech bodech defini¢niho oboru, kde existuji.
41. f(x) = sin(arccos?® x)
42. f(x) = max{sinz,tgx}
43. f(r) = max{2?, ¥z}
=2 2 e(0,2
M. flw) = { 2@ ze EQ,—goo)
45. f(x) = sgn(sinx) - (cos(2x) — 1)
46. f(x) = arcsin(e” )

1. 1) = axsin(min {1,

48. Urcete ¢ € R tak, aby funkce f méla v bodé 1 vlastni derivaci:

o) — (@) —1 z € (0,1]
fle) = { arctg (sin (c(z — 1))) =z € (1,+00)

49. f(z) = max{—z* min{z? ?}}

50. f(z) = {/1—

dx
z2 44

51. f(z) = Vesin®= — 1

V dalsich piikladech vySetfete (i jednostrannou) spojitost a spoctéte (i jednostranné) derivace

vsude, kde existuji.

52. f(z) = min{2® x - ||}

53. f(z) = (1+ V&) V™

54. f(z) = cosz - [sinx], kde [- - -] znaci celou Cast.

55. f(z) = (z — [z]) - @, kde [-- -] zna&i celou ¢ést.
()

/2 -z

56. f(x



57. f(z) = (e + |z])”

58. f(x) = min{z, ¥z, 2*}

59. f(z) =sinx + cosx + |sinx — cos z|
60. f(x) = (z + 1)*sgn(z? + 3z + 2)

61. Naleznéte vSechna «, 8,7 € R takova, ze funkce f nize ma v kazdém bodé R vlastni druhou
derivaci. ,
_Jax+pr+y x2<0
fla) = { sin(fx) x>0

V dalsich ptikladech vySetfete (i jednostrannou) spojitost a spoctéte (i jednostranné) derivace
vude, kde existuji.

62. f(z) =sin (g max{z, ac2}>
63. f(x)

4
64. f(z) = {; arctg:c} arctg x?, kde [ - -] znacf celou ¢ést.

sgn(z? 4 22) || cos(sin )

65. f(x) = min{z + sgnx + cosx; & + sgnx + cos® x}

66.f(9c)—{ " iig

=|cos2z|- (tgx — 1)

= (2 + Ja| + 1)l

71. f(x) = (2* — 1)y/1 + cos(mz)
= (max{1, 2z, xQ})I

73. f(z) =y /2%7 2 — %

74. f(z) = (z — 2) - max{z? = + 2}



Vysledky

1. f(z) = { E)COSJ’,‘)l/xz . ;_21 ) (W +tggc) zig—w/Z,w/Z) \ {0}

2. f'(x) = Wprowe( V2, V2)\ {0}, f/(0) = 0, fL(=V2) = +o0, [ (V2) = —c0.

3. Funkce je spojita na R. Derivaci ma

$(1—4w+3x2)008[_1 +l}+(1—2x+2x2)sin[_1 +l}
f(x) = - N 215"

T

déle f'(1) = 0 a v bodé 0 neexistuji ani jednostranné derivace.

4. ¢ =641og2(log2 — 1)

5.0

6. f'(z) = 0 pro x € (m,27) + 2km, k € Z, f'(x) = ™% cosz pro x € (0,7) + 2k, k € Z a déle
fi(2km) =1, fL.(2km) =0, fL((2k+1)m) =0, fL((2k+1)7) = —1 pro k € Z.

7.77

8. Pro z € R\ {~1,0,1} je f'(z) = [2arctgz| - wcos(rz). Déle je f'(—1) = 2w, fi(-1) =,
fL0) = fi(1) = —m, f1(0) = fL(1) =

9. Napiiklad f(z) =1prox #2a f(2) =

10. Prox € R\ {k%5; k € Z} je f'(x) = sgn(sin 2x) - 2 cos 22 - sin x + | sin 2z| - cos . Déle f'(km) = 0,
(5 +km) = (=), (5 +kr)= (1) pro k € Z.

11. Napiiklad f(z) =0 na (—o0,7) a f(z) = 2z na (7, +00).

12. f'(z) = (22 +1)y/1 — cosz + (22 +x)2\/% pro x € R\ {2km; k € Z}. Déle f'(0) = 0 a pro
k€ Z\ {0} je fi(2km) = (4k>n2 + 2km) X2, f! (2km) = —(4k>n + 2km) L2

13. NE. Napi. f(z) = 0 pro z racionélni, f(z) = x — 3 pro x iracionélni.

14. f'(z) = 0 prox € (=00, 1), f/(x) = [z]2*=! pro = € (1,+00)\N. Déle pro k € N je f/ (k) = kF,
fL(1)=0a f' (k) =+oco pro k > 1.

15. Napt. f(z) = |z —1].

16. f'(x) = 0 pro x € (=5 + km, km) U (km, 5 + k), k € Z. Déle f'(kr) = +oo, f' (5 + km) =0,
Ji(5 +km) = —o0 pro k € Z.

17. f'(z) = (x — 1)+ 22(x — 1) + 1 pro = € (0, +00), f'(x) =1 pro x € (—o0,0].

18. Proa=1. f'(z) =77

19. 77

20. f/ (x) =1mna (1,+00), f'(z) = 1+32* na (0,1), f/(z) = 1 na (—o0,0). Dale f'(0) =1, f, (1) =1
a fL(1) =

21. f/ x):OproxGR\{2 + km; k € Z}, déle 77 (400 a —o0) 77

(
22. f'(z) =2(z—1)(2®> = 1)+ (x —1)?- 22 pro z € (—o0, —1) U (1, +00), f'(z) = 2(x — 1)(1 — 2?) —
(r —1)?-2x pro x € (—1,1). Dale f/(1) = 0, f" (-1 )=-8a fi(-1)=8.
23. f/(x) = 2RECSE proxw # 5 + km, k € Z. Ddle f/(5 + kn) =0, k € Z.

cos? x+sin%
24. f'(z) =0 prox € (—%,%)+km, k € Z, f'(x) = —sinz pro « € (§,%F) + kn, k € Z. Déle
fi(m/3 + 2km) = —/3/2, f.(n/3 + 2km) = 0, £} (2n/3 + 2km) = 0, f.(27m/3 + 2km) = —/3/2,
fi(dn/3+2km) = /32, fL (47 /3+2kn) =0, £ (57/3+2km) =0, f' (57 /3+2kn) = V/3/2, viude
keZ.

25. f'(x) = e = proz € R\ {0}. Dile je f1(0) =1, [(0) = -
26. f'(x) = \/1771 — - (1;3592’:)2 pro z € R\ {0}. Déle f/(0) = v2, f_(0) = —v2.
(1+22)2

27. f/(z) =2z (sin L + cos L) + 22 (=% cos L + L sin L) pro x # 0. Ddle f/(0) = 0 (z definice)
28. f'(z) = ") (2% (logz + 1) logz + 2*~') pro z > 0.
2. A=2 B=-4,C="1T

30. f'(x) =1+ li(;?l’slzmm pro x € (2km,(2k+1)7), k € Z a f'(x) =1 pro x € ((2k + 1), (2k + 2)7),




k € Z. Déle je f1 (2km) =5, f.(2kx) = 1, f((2k + 1)7) = =3, f1.((2k + 1)7) = 1.

31. f'(z) = 32% pro # € (—o0,—1), f'(z) = 322 +1 pro # € (—1,4+00). Dale fi(=1) = 4,
fl(-1)=

32.-40. 7
1. D(f) = [-1,1], f'(z) = cos(arccos®x) - 2arccosx - ﬁ pro z € (—1,1), fL.(1) = -2,
(D) ro0

42. D(f) = R\ {n/2 4+ km; k € Z}. f'(x) = cosx pro x € ((n/2,7) U (37w/2,27)) + 2km, k € Z,
f(@) = =% proxz € ((0,7/2) U (m,3m/2)) + 2km, k € Z. Déle je f'(2km) =1, fi.((2k + 1)7) =1,
- ((2k+1)r) = —1 pro k € Z.
43.-51. 7
52. Dy =R, f spojitd na R, f'(z) = 322 na ( ,—1)U(0,1), f'(z) = —2z na (—1,0) a f'(z) = 2z

a (1, +00). Dile jo 1/(0) = 0, [/ (~1) = f-(1) = 3, f4(~1) = f4(1) =2

3, 3

53. Dy = (—1,400), f spojitd na Dy. f'(x) = (1 + YT) Ve (2- log(%ﬁ) + 3(14_1%)) pro x €
(—1,0) U (0, 4+00). Déle je f'(0) = 1.
54. Dy = R, f spojitd v R\ {km; k € Z}; v bodech {2km; k € Z} spojitd zprava, ale ne zleva; v
bodech {(2k + 1)m; k € Z} spojita zleva, ale ne zprava. Je f'(z) = 0 pro z € (2kw, (2k + 1)m),
ke Z; f'(x) = —cosx pro x € ((2k — 1)7,2kn), k € Z. Konecné je f\ (2km) = f ((2k+ 1)7) =0,
fL(2km) = f.((2k + 1)7) = 400 pro k € Z.
55. Dy =R, f spojitd v (R\Z)U{0}. V bodech Z\ {0} je spojita zprava, ale ne zleva. Pro x € R\Z
je f'(x) =2z — [z]. Prox € Z je f) (x) = x. Prox =0 je f'(0) =1, pro z € N je f’ (z) = —oo0,
pro z € Z_ (bez nuly) je f(z) = 4o0.
56. Dy = [0,+00), f spojitd na Dy, f'(z) = —
f1(0) = f'(4) = —o0.

57. Dy = R, f spojitd na R. f'(z) = (e + |z|)* - <log(e+|x|) e+||x|) pro z € R, ale f/(0) =1

je potieba vypocitat zvl4st, nebot |z| nemé(!) derivaci v nule, a tudiz nejsou splnény piedpoklady
véty o derivaci slozené funkce

58. Dy =R, f spojitd na R. f’(z) =1 pro z € (—o0,1), f'(x) = ﬁ proz € (=1,0)U(1,4+00) a
f'(x) = 22 pro x € (0,1). Déle je f.(-1) =1, fi(=1) = g, f.(0) = +o0, fL(0) =0, f.(1) =
i) =3

59. f'(z) = 2cosx pro x € (w/4,57/4) + 2k, f'(x) = —2sinz pro x € (5w /4,97/4) + 2k,
kde k € Z. Déle je fi(m/4 + 2kr) = V2, fL(n/A+ 2kn) = —V2, fL(5m/4 + 2k7) = —V/2,
fi(5m/4+ 2kn) = /2 pro kazdé k € Z.

60. Dy =R, f spojitd na R\{—2}, f'(z) = 2(z+1) proz € (—o0, —2)U(—1, +00), f'(z) = —2(z+1)
pro z € (=2,—1). Déle je f'(—-1) =0 a f'(-2) = —cc.

6l.a=v=0, 3 cR.

62. Dy =R, f spojitd na R. f'(z) = cos(§2?) - 7z pro € (—00,0) U (1, 400), f'(z) = cos(5z)- %
pro x € (0,1). Déle je f' (0) =0, f/.(0) =F, f'(1) = 0.

63.-66. 7

67. Dy =R, f spojitd na R. f'(z) =5 pro z € (1,4), f'(x) = 2z pro z € (—o0,1) U (4, 400). Déle
je fl(1)=fL(4) =5, fL(1) =2, fi.(4) =8

68. Dy =R, f spojitd v (R\Z) a v bodech {—3, 3}. V ostatnich bodech Z\ {—3, 3} je spojitd zprava
a nespojitd zleva. f'(z) = 2z[z](z? — 9)7%/3 pro x € R\ Z. Déle je f'(3) = f/(-3) = +o0. Pro
keZ\{-3,3}je fi(k) = 2k*(k* — 9)~%/* a f’ (k) = +oo, pokud navic |k| > 3, a f’ (k) = —o0,
pokud navic |k| < 3.

69. Dy = R\{Tr + km; k € Z}, f spojitd na Dy. f'(x) = —2sin(2z) - (tgz — 1) - sgn(cos2z) +
|cos2z| - —t— proxz € (-3,-F)U(—3F,%5)U(%,%) + km, kde k € Z. Déle je f'(5 + km) = 0,
fi(=% 4+ km)=—4, f (- +kﬂ):4prokEZ

70. Dy = R, f spojitd na R. f'(z) = 0 pro z € (—00,0) a f'(z) = (2z + 1)/*~(sgn(x — 1) log(2x +
1)+ 351 pro @ € (0,1) U (1, +00). Ddle je f2.(0) = 0, f1(0) =2, f(1) = —log3, f{(1) = log3.

m pro z € (0,4) U (4,+00). Déle je




_ el s ’ _ _ w(z%—1) sin(wz) .
71. Dy =R, f spojitd na R. f'(x) = 2z/1 + cos(mz) S irostre) proxz € R\ {2k+1; k € Z}.
Didle je f'(1) = f'(=1) = 0 a f/(2k + 1) = —=2v2k(k + L)m, f,(2k + 1) = 2v/2k(k + 1)7 pro
keZ\{-1,0}.
72. Dy = R, f spojitd na R. f'(z) = (2%)*(Inz? + 2) pro z € (—o0, —1) U (2,+00), f'(x) = 0 pro
ze(=1,4)a f/(z) = (2z)*(In2x+ 1) pro x € (3,2). Déle je f.(-1) =2, fi.(-1) =0, f.(3) =0,
=1, f.(2

FL3) = 1, £7(2) = 1604 + 1), [4(2) = 16(l0g 4 +2).
'52— xT
73. Dy = R, f spojitd na R. f'(z) = 2;2(%)1;2 pro z € (—o0,1) U (1,400). Ddle je f\ (1) =
2
B2 = B

74. Dy = R, f spojitd na R. f'(z) = 32% — 4z pro z € (—o0,—1) U (2,+0), f'(z) = 2z pro
€ (—1,2). Déle je f' (=1) =7, fi.(-1) = =2, f'(2) = 4.



