1. UvODN{ CVICEN] - OPAKOVANI STREDOSKOLSKE LATKY A
TRIGONOMETRICKYCH FUNKCI

Pi#iklad 1.1. Reste nasledujici nerovnice v R:

xr—2 x -+ 2 2x + 3
>1 1 2_3:+43)>0 > .
g2l gt —3e43) 20, >

Piiklad 1.2. Nakreslete graf funkce f(x) = ||||z] — 1| — 1| — 1.

Piiklad 1.3. Urcete defini¢ni obor a obor hodnot funkce f(z) = 42:/\'/%.

Piiklad 1.4. Vyjadfete cos b5z (resp. sinbz) pouze pomoci funkef cosz a sinz.
Priklad 1.5. Dokazte pro a, b € R: |a + b < |a| + |b], lla] —10]| < |a — b|.
Piiklad 1.6. Reste (ne)rovnice:
sin 2z = sin z,
2sinz +cosx =1,
log(z? + 1) = 2log(3 — z)
\/x2+233—32 \/x2+3w—4

Vr—2—-+vVz—-5=1
[lz —3]—-2]=1

log% (xQ — 337—1—2) >0
Piiklad 1.7. Vyfteste

\/x2+2x—32\/x2+3x—4

Vr—2—-+vVz-5=1
lz—3| -2/ =1

logy (¢ =3z +2) >0

Piiklad 1.8. Vyreste cviceni 1,2,3,4,5,6 Dr Kuncove https://www.karlin.mff.
cuni.cz/~kuncova/2425ZS_MA1/01.pdf.


https://www.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/2425ZS_MA1/01.pdf
https://www.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/2425ZS_MA1/01.pdf

2. DUKAZ INDUKCI

Priklad 2.1. Dokazte nésledujici formulky pro a # 0, 1:

“ 1)(2n+1 . -1
Zkzzn(”+ )(2n + ), SR = (142434 ) o1
k=1 k=1

6 a—1

Priklad 2.2. Dokazte matematickou indukef:

i). 2(21 — 1) =n?, pro viechna n € N.
i=1
i1). 1+ )" > (1 4+ nx), pro véechnan € Na z > —1.

Priklad 2.3.
(i) Pro vsechna n € N plati n < 2™. Dokazte!
(ii) Pro vSechna n € N, n # 3, plati n? < 2". Dokaite!

Piiklad 2.4. Dokazte, ze nasledujici vztahy plati pro vsechna n € N:

(ZE) - (Z> i (k;—il);

50+

k=0
Z k(:) =n2" L
k=0

Priklad 2.5. Dokazte binomickou vétu, tj. dokazte, ze pro kazdé n € N a pro

kazda a,b € R plati
n
(a+b)" =Y (Z) a™ kb,

k=0

(2n> N <2n) - (2n>

0 2 2n

Piiklad 2.7. Dokazte, ze pro n € N, n > 3, plati:
(n+1)" < n"t

Piiklad 2.6. Spoctete



3. DUKAZY, VYROKY A ZOBRAZENI

Priklad 3.1. Dokazte pro vSechna z,y € R plati : a) |z + y| < |z| + |y|, b)
2| = [yl < |z —yl.

Piiklad 3.2. Znegujte nésledujici vyroky a rozhodnéte, jestli plati vyrok, nebo
jeho negace:

1Yz, y € R 22 4+ 4% > 0.

2Vz € (0,00) IyeN[(y<z)A(y+1> ).
3VeeRIyeN[(y<z)A(y+1>ux).
4¥e>030>0Vz e R[(0< |z —1| <) = (Jx — 3] <¢g)].

Piiklad 3.3. Rozhodnéte o spravnosti nasledujicich vyroku a napiste jejich negace.
VreNIyeN: >z = y<2)
VaeRIe>0JaeRVzeR: (€ (a,a+¢) < |z —a| <1);
JaeRVe>0VaeRIreR: (z€(a,a+¢) <= |z —a| <1).

Piiklad 3.4. Necht M zna¢i mnozinu viech muzi a Z znaéf mnozinu vsech Zen.

Uvazujme nésledujici vyrokové funkce:

S(m, z) : “Muz m je manzelem Zeny z.”
Ly(m, 2z) : “Muz m miluje zenu z.”
Ly(m, z) : “Zena z miluje muze m.”

Pomoci kvantifikdatora, logickych spojek a forem Lq, Lo a S vyjadiete nasledujici
tvrzeni:

(1) Kazdy zenaty muz miluje svou manzelku.

(2) Kazdou zenu miluje néjaky muz.

(3) Existuji nevérné manzelky.

Priklad 3.5.
(i) Dokazte, ze (v2++/3) € Q.
(ii) Pro kterd n € N plati: /n € Q7

Priklad 3.6. Necht f je zobrazeni z X do Y a A, B C Y. Dokazte, ze
FTHAUB) = YA U fHB) a fTHANB) = fHA)\ fH(B).
Priklad 3.7. Méjme 3 mnoziny A, B a X. Dokazte
X\(ANB)=(X\A)U(X\B)aX\(AUuB)=(X\A)Nn(X\B).
Priklad 3.8. Necht f je zobrazeni z X do Y a A, B C X. Rozhodnéte, zda plati
fLAUB) = f(A) U f(B), f(ANB) = f(A)N f(B) a f(A\ B) = f(A)\ f(B).

Priklad 3.9. Pro libovolné n € N a = € R sec¢téte vyraz sinx +sin 2z + - - - +sin nx



4. SUPREMA A INFIMA

Priiklad 4.1. Zjistéte, zda nasledujici mnoziny maji supremum a infimum. Pokud
ano, urcete je.

I
=)

—
=

;nE N}7
b g ¢ N},
n(_l)"; nEN},

L.ne¢ N}.

g Q
I

Il
A A

F={p/(p+q); peN, ¢eN},
G = {sinz; z € (0,2m)},

H = {sinzcosz; x € R}
I={n>-m? neN, meN},
J={2""43"";, neN},
K={5V3" jec7 ke
L={qeQ; q<V3},

Teoreticky Priklad 4.2. Méjme zadané mnoziny A, B C R, pro které existuji
sa = supA, iq = infA, sg = supB a ip = inf B. Co muzete obecné fici o
supremu S a infimu /I mnozin
(1) AU B,
(2) AnB,
(3) A+ B={a+b, ac A,be B},
(4) A\B={ac A, a¢ B}?
Teoreticky Ptiklad 4.3. Necht M je neprazdnd mnozina a f: M - Rag: M —
R jsou funkce. Dokazte:
e Jsou-li f a g shora omezené, potom sup(f +g)(M) < sup f(M)+sup g(M).
e Jsou-li f a g zdola omezené, potom inf(f + g)(M) > inf f(M) + inf g(M).
Muze se nastat pripad kdy je

sup(f + g)(M) < sup f(M) + sup g(M),

resp.
inf(f + g)(M) > inf f(M) + inf g(M)?
Teoreticky Piiklad 4.4. Charakterizujte zobrazeni f : M — L, pro ktera plati
o VACM: fHf(A)) = 4,
eVBCL:f(f YB)) =B.



5. MOHUTNOST MNOZIN

Teoreticky Priklad 5.1. Porovnejte mohutnosti mnozin

]
Py_g := {mnozina viech posloupnosti v mnozine {0,1,...,9}},
Py; := {mnozina posloupnosti nul a jednicek},
(9) K := {mnozina kone¢nych podmnozin N}.

Teoreticky Ptiklad 5.2. Dokazte nasledujici tvrzeni:
(1) Podmnozina spocetné mnoziny je spocetna.
(2) Sjednoceni spoGetné mnoha spocetnych mnozin je spocetné.
(3) Obraz spocetné mnoziny je spocetnd mnozina.
(4) Kazda nekoneénd mnozina obsahuje nekone¢nou spocetnou podmnozinu.

Tézky Priklad 5.3. Sestrojte nespocetné mnoho podmnozin N takovych, ze kazdé
dvé maji jen kone¢ny prunik.



6. SKALA FUNKCI A LIMITA POSLOUPNOSTI DLE DEFINICE

Definice. Necht a,,, b, jsou realne posloupnosti. Definujeme relaci < nasledovne;
pokud plati,

pak piseme, ze a, < b,.
Priklad 6.1. Dokazte, ze pro0 < p < g < oo apro 0 < a < 3, ze
1< (Inn)" < (Inn)’ <n? < n? < ™ <" < nl < n”

a tim padem dokazte, ze

1 _ -
Tt S < e <n i <n?< (Inn) ' < (Inn) P <1

|
lim ¥/n = oo lim —2 —
n—00 n—oo NP
P
lim ~ =0 a>1 lim = =0 a>1
n—oo g™ n—oo q™
.a” .a”
lim — =0 b>a>1 Iim — =0 a>1
! 1
lim 2% =0 lim — =0
n—oo N n—oo NP
n |
lim VE=1 k>0 lim —2 =0 p>0
n—oo n—oo NP

nP

Navod pro 7.
Najdeme k € N k > p. Pouzijeme 2k krat vétu o limité soucinu a dostaneme

(Jim %" )

n— 00 (aﬁ)n

Tedy staci

lim @zopr0b>1.

n—oo H"
e N
0=y = T+ ab-1)
Piiklad 6.2. Pro jaké n je n > K jestlize K = 10,100, 1000, 100007

Obecneji, pro jaké n € Njen > K pro K € R?
Pomoci predchozimu vypoctu dokazte, ze

Policajti

— 0.

lim n = co.
n—oo

Névod: Jestlize K € R dané, chcete najit index N € N takovy, ze pro kazdé
n>N,n>K.

Ptiklad 6.3. Pro jaké n € N je n? > 10,400, 16007
Obecneji, pro jaké n € N je n? > K pro K € R?
Pomoci predchozimu vypoc¢tu dokazte, ze

2

lim n® = oo.
n— o0

Navod:

e Zaprvé K € R dané, chcete najit index N € N takovy, Ze pro kazdé n >
N,n?> K,
e zadruhé pomoci piedchozimu piikladu a vztahu n? > n.



Priklad 6.4. Pocitejte nasledujici limitu podle definice

I 13

Névod: Méli byste byt schopni tipnout ze limita bude 0. Dokazte, Zze posloupnost
je klesajici. Pro € > 0 dané algebraickymi uporavami najdete N € N takové, ze
vyraz je mensi nez e.
Piiklad 6.5. Pocitejte nédsledujici limitu podle definice
. 10n* +7n3

lim ——

n—00 10n8
Névod: Meéli byste byt schopni tipnout Ze limita bude 0. Postupujeme pomoci vety
o dvou policajtech. T{m pddem chceme vyraz zjednodusit tim, ze ho zvétsime (ale
ne pili§ moc), jen aby se s tim lépe pracovalo. Jeden navrh muze byt 7n® < 10n? a
pak vyraz prodélit 10n*. Toto vim Ze neméni konvergence posloupnosti, protoze v
jmenovateli je stejné podstatny exponent roven 8, coz je vétsi nez 4. Pak dokazte,
ze zbytek jde k nule. A to tim, ze piSete, Ze posloupnost je klesajici a pro e > 0
dané najdete N € N takové, ze novy vyraz % < €. Jind moznost je véta o souctu
limit, kde obé limity jsou 0. Tady ovSem chci, abyste pro € > 0 nasli N z definice
limity.

Dalsi cviceni,

. n®+nsin(n?)
N
lim i
n—oo 41
o3

(TL+ 1)200 +n10
n—»00 (n—1)199




7. LIMITA POSLOUPNOSTI REALNYCH CISEL

Priiklad 7.1. Pomoci vety o aritmetice limit vypoctéte:

. on?+n—3 . 2n® +3n—2 . 2n3 + 6n
lim ———, lim ————, im ——.
noo  nd —1 n—oo nd —3n3 4+ 1 nsoond —Tn+7

Piiklad 7.2. Spoctéte nésledujici limity:

142440 n 1P 4224 4n? I R
lm —mM——— lim , lim .
n—00 n+2 2 n—00 n3 n—»00 n4
Piiklad 7.3. Vypoctéte:

3n 5
lim /27 % 47, lim =
n—00 n—oo nb + nl
l4+a+...+a" . (n+4)190 — (n + 3)100
nl_{réo 14+b+...4+b7 pro |a|<1a‘b|<1’ nh—{go (n+2)100_n100
n+1
(427 (n+ 1]
lim Vn2+n3+n4+2”+3”+4", lim "
n—oo

n—roo

[(n +1)3 —n3 — 3n2}n_1.

an bn
Priklad 7.4. Vypoctéte: lim (H) proa>b>0.
n— oo ‘"/a2n + b2n



8. LIMITA POSLOUPNOSTI REALNYCH CISEL

Priklad 8.1. Spoctéte limity:

nT2— Yn+l
. _ : 3 3 ;
e - A R S
Vn2+7—Vn?+1 VNP +n—Vnd+1

lim , im .
n—oo  J/p?2 +6— ,3/,”2 n—00 \g’/n?) +2n — \3/713 +n

Piiklad 8.2. Spoctéte

lim (~1)"Va(VaF1—va),  lim (=1)"

n—oo n—o00 n3 + 20/

Piiklad 8.3. Spoctéte limitu

n3 »/n

iy (D = (n+3)10
o (n + 2)100 — 100

Priklad 8.4. Spoctéte limitu
lim (n? 4 sin(n + 1)) (\/n4—|—2— \/n4+1> .

n— oo

Piiklad 8.5. Spoctéte:

i 1 3 ) 2n —1

(0B (-5 (-5 (-3)
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9. REKURENTNE ZADANE POSLOUPNOSTI

Priklad 9.1. Spoctéte

5
lim Ap,, kde Ap41 = 6—— a a; = 10
n— oo an,

Ptiklad 9.2.

lim \/2+\/2+...+\/2+ﬁ
n—o0

Piiklad 9.3. Spoctéte

n—oo

1 1
lim a,, kde a,4+1 = §(an + —) aa >0,
(075

Piiklad 9.4. Spoctéte

lim /n(¥3 — V/2)

n—oo

Priklad 9.5. Spoctéte
lim sin(mv/n?+1)
n—oo

Teoreticky Ptiklad 9.6. Necht jsou posloupnosti z, a y, divergentni. Je mozné
tici, ze posloupnosti z,, + y, nebo x,y, jsou také divergentni?

Teoreticky Piiklad 9.7. Necht lim,, o (znyn) = 0. Je mozné Fici, ze plat{ bud
limy, o0 , = 0 nebo lim,_, y, = 07

An+an—1

Tezky Priklad 9.8. Necht a; < az jsou zadané a a,i1 = —“—5"=, n > 3, je
rekurentné zadand. Ukazte, ze existuje limita a spoctéte ji.



Priklad 10.1.

Priklad 10.2.

Priklad 10.3.

Priklad 10.4.

Priklad 10.5.

11

10. TEZSI PRIKLADY

Spoctéte
| |
lim (n+2) 4+ (n+ 1)!
n—oo (n+2)! — (n+1)!
Spoctéte
lim V/n® proa >0
n—oo
Spoctéte

Vnd+yn+1  (n*+n)%0 — (n+1)%%

li .
et N (n + 1)202 — 202
Spoctéte
lim W,
n— oo
Spoctéte

N I N
lim — =
n—oo \[ (=1)"3" + %/n

Teoreticky Piiklad 10.6. Sestrojte posloupnost {a, },en tak, aby mnozina hro-
madnych bodua byla H({an}nen) = {0, 1, 3}.
Teézky Priklad 10.7.

(1) Sestrojte posloupnost {a,}nen tak, aby mnozina hromadnych bodu byla
H({an}nen) = [0,1].

(2) Sestrojte posloupnost {a,}nen tak, aby mnozina hromadnych boda byla
H({an}nen) = [0,00].

(3) Miize byt mnozina hromadnych bodi rovna H({an tnen) = [0,1] \ {3}?
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11. LIMITY FUNKCI

Priiklad 11.1. Spoctéte

Priiklad 11.2. Spoctéte

Piiklad 11.3. Spoctéte

Piiklad 11.4. Spoctéte

lim 2
z—00 [1]

Piiklad 11.5. Spoctéte
o2}
Piiklad 11.6. Spoctéte
hm\/x+13—2\/x+1 i Vitz—V1-z
z—3 2 -9 ’ =0 YT+ —V1—x
lim 7m_1 (n € N), lim \/1—|—tgx—\/1—|—sinx.

z—0 x x—0 :E3
Piiklad 11.7. Spoététe

x4 z24+ . 4z —n
lim .
z—1 x—1

Teoreticky Piiklad 11.8. Necht a € R. Dokazte, ze
lim f(z) =A< $grg+ fz)=Aa gclirtrzli f(z) =A.

r—a

Teoreticky Priklad 11.9. Limes superior a limes inferior pro funkce je definovan
jako

lim inf = lim inf f(P lims = lim s P(a,9)).

iminf f(z) = lim inf f(P(a,d)) a imn sup f(z) = Jlim sup f(P(a,d))
Dokazte, ze

liminf(f(z) + g(x)) > liminf f(z) + lim_}nfg(m)
r—a xr a

Tr—a

limsup(f(z) + g(z)) < limsup f(x) + limsup g(z).

r—a Tz—a r—a
Teoreticky Pi#iklad 11.10. Dokazte, ze

Existuje lim f(x) < liminf f(x) = limsup f(x).
z—a z—a z—sa



Priklad 12.1.

Priklad 12.2.

Priklad 12.3.

Priklad 12.4.

Priklad 12.5.

Priklad 12.6.

Priklad 12.7.

Priklad 12.8.

Priklad 12.9.

12. LIMITY FUNKCI

Spoctéte
I 2100 — 922 4+ 1
im-——-:
z—1 290 — 2x 4+ 1
Spoctéte
sin bx — sin 3x
m —-.
z—0 sin x
Spoctéte
. 1—cosx
lim e
x—0 €T
Spoctéte
. l+sinx —cosx
lim ———M—.
z—0 1 —sinx — cosx
Spoctéte

lim( ! — L )
e—2\z(r —2)2 22 —-3x+2
Spoctéte

(I+mz)" — (1 +nx)™

lim 5 pro m,n € N.
x—0 xr
Spoctéte
In(1 + 27
lim M
T—00 T
Spoctéte
. ?
lim - .
=0 /1 + rsinz — y/cosx
Spoctéte

Vr—64+2

1m -
r——2 3+ 8

13

Teoreticky Priklad 12.10. Necht f,g : R — R jsou funkce. Rozhodnéte o plat-
nosti nasledujicich implikaci.

(1) f, g jsou omezené = f - g je omezena.
(2) f,g jsou shora omezené = f - g je shora omezend. f,g jsou rostouci = f-g
je rostouci .

Teoreticky Pfiklad 12.11. Dokazte, ze Riemannova funkce

D(x)

0 proxzeR\Q

je spojitd na R\ Q.

_{é pro xz € Q, xzqupropEZ, q € N nesoudélna

Teoreticky Piiklad 12.12. Dokazte si vétu, ze jedna déleno “kladna nula” je
0o. Necht lim,_,q g(x) = 0 a existuje § > 0 tak, ze g(x) > 0 na P(a,d). Pak
limg, ., ﬁ = 0.
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13. ZAPOCTOVA PISEMKA
Zapoctova pisemka muze vypadat nejak takto

Piiklad 13.1 (Za 6 bodu).
Spoctete limitu a overte z definice hodnotu limity

lim /logn

n—oo

Piiklad 13.2 (Za 6 bodu).
Spoctete nasledujici limitu

lim Vn3 —n2+1—vnd3+n+17

n—oo

Piiklad 13.3 (Za 10 bodu).
Spoctete nasledujici limitu

77,2 + 2n+1
lim —
n—oo 3"_1 + n!

. Podrobne oduvodnete vsechny limity.

Piiklad 13.4 (Za 10 bodu).

Spoctete nasledujici limitu

. log(n? — 104/n)
n—oc log (log(2™ + 100n))

Teoreticky Pfiklad 13.5 (Za 8 bodu).

Rozhodnete o platnosti nasledujicich tvrzeni (tedy je dokazte, nebo sestrojte
protipriklad):

i)

3 lim max{an,b,} = (3 lim a, A3 lim bn)
n—oo n—o0 n— 00

i)
( lim a, =A€RAJ lim b, =B € R) = 3 lim max{an,,b,} = max{A, B}.
n—roo n—roo

n—oo
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14. LIMITA FUNKCE

Priklad 14.1. Spoctéte nasledujici limity:

1 (tgx)
lim o (Vad+To—o),  lm ZEEE g (er 1) Ve
T—00 z—0 x z—0+
Priklad 14.2. Spoctéte nasledujici limity:
2
r+2\"
i li t tg 2z
Fats (2x—1> o Qi (g 2)®
1420\ _ i 3
Jrg, <1+x3) > Jlim log(1+2%)log (1 + x)
322 — x4 1\ 15
lim (2¢% — 1), lim (&) ,
z—0 z—oo\222 + 2+ 1
Piiklad 14.3. Spoctéte limity nasledujicich funkeci
log(1 + sin x) | esin2e _ carcsinw . € —2sin(f 4 x)

lim

li lim —mM8M8M
x%,/zx+ —JVz+1’ Pt tgx ’ 0 tgx

Piiklad 14.4. Spoctéte limity nasledujicich funkei a posloupnosti

arcsin \/z
im —————
z—0+ log(1 + /)

Priklad 14.5. Spoctéte:
2

x x
lim (1+sin 7z)o8 ™ lim z [ — — arctg —— | , lim .
x~>1( ) z—oo  \ 4 gx—l—l =0 /1 + xsinz — y/cosx

Priklad 14.6. Spoctéte limitu posloupnosti:

2
1
lim sin (271'\/ n2 + 1) , lim (n +

n—00 n—soo\n? — 1

) Vn3+3n2
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15. TROCHU TEZSI PRIKLADY - LIMITY FUNKCI

Priiklad 15.1. Spoctéte

oV +13 -2V +1
lim .

r—3 (L’2 —_ 9
Piiklad 15.2. Spoctéte
V1 -1
lim L, n € N.
x—0 x

Piiklad 15.3. Spoctéte

. V1+tanz — 1 +sinz
lim .

x—0 1‘3
Priiklad 15.4. Spoctéte
lim z(Va3 4 7z — ).
Tr—r0o0

Priiklad 15.5. Spoctéte
lim log(1 + 2°) log (1 + §).
T—r 00 T

Piiklad 15.6. Spoctéte

lim (tan z)®n2e,
T

Priklad 15.7. Spoctéte
er —2sin (£ +«x
z—0 tanx

Teoreticky Piiklad 15.8. Sestrojte spojitou funkci f : R — R, kterd neni
monoténni na zadném intervalu.




Priklad 16.1.

Priklad 16.2.

Priklad 16.3.

Priklad 16.4.

Priklad 16.5.

Priklad 16.6.

Priklad 16.7.

16. TROCHU TEZSI PRIKLADY - LIMITY FUNKCI

Spoctéte

lim
n—oo

Spoctéte

Spoctéte

Spoctéte

Spoctéte

Spoctéte

Spoctéte

1 n
1+ .
( \/n4+2n3—\/n4+1>

log(z? + e”)
im ———~.
z—0 log(a* + e27)

esin 2z _ earcsin T
lim
z—0 tanz

lim sin(27r\/ n? 4 1).

n—oo

. " cotg(mx)
:3:%11 (1 + sin(mz)) .

Tr—r00

im (% — arctan —2)
m x| - — arctan .
4 z+1

lim zlogx.
x—0+

17
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17. DERIVACE FUNKCE

Piiklad 17.1. Zderivujte funkce a urcete defini¢ni obor derivace

_ 2
xe .

Piiklad 17.2. Zderivujte funkce a urcete definiéni obor derivace
% — 1)
24+ 17

Priklad 17.3. Zderivujte funkce a urcete definié¢ni obor derivace

f(z) = 2? sin(\;%) proxz #0a f(0) =0.

Priklad 17.4. Zderivujte funkce a urcete definié¢ni obor derivace

log(

log(log sin x).
Priklad 17.5. Zderivujte funkce a urcete definiéni obor derivace
plog e
Priklad 17.6. Zderivujte funkce a urcete definiéni obor derivace
arccos(1 — z?)

Priklad 17.7. Zderivujte funkce a urcete defini¢ni obor derivace

"

Piiklad 17.8. Pro funkci f(x) = arcsinz — arccos(v/ 1 — 22) dokazte, ze f(0) =0
a spoctéte f(0) a f(0).
Priklad 17.9. Dokazte, ze

1 =
arctan x + arctan — = 5 sgnz pro x # 0.
T

Piiklad 17.10. Dokazte, ze

x
arctan x = arcsin ——.
V14 a?

Teoreticky P#iklad 17.11. Necht f : R — R. Rozhodnéte o platnosti nasledujicich
tvrzen{ (tedy sestrojte protipiiklad, nebo to dokazte ¢i odkazte na vétu z prednasky):
(i) 3f'(0) € R = f je v 0 spojité.

(i7) 3f(0) € R* = f je v 0 spojita.

(i73) f je v 0 spojitd = 3f'(0) € R*.

Teoreticky Pi#iklad 17.12. Sestrojte funkci f : R — R tak, ze f'(x) existuje

vlastn{ pro vSechna z € R, ale funkce f’ neni spojitd v 0.
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18. DERIVACE FUNKCE V PROBLEMOVYCH BODECH
Piiklad 18.1. Spoctéte (jednostranné) derivace ve vsech bodech, kde existuji
2 exp(—|z — 1)
Piiklad 18.2. Spoctéte (jednostranné) derivace ve vech bodech, kde existuji
max{min{cos T, (%) } (—%) },

Piiklad 18.3. Spoctéte (jednostranné) derivace ve viech bodech, kde existuji
sin x
sin (a: + %) ’
Piiklad 18.4. Spoctéte (jednostranné) derivace ve viech bodech, kde existuji
x2 (sin% + cos %) pro x # 0,
flz) =
0 pro x = 0.
Piiklad 18.5. Spoctéte (jednostranné) derivace ve viech bodech, kde existuji
(@) arctan (tan2 x) pro x # 5 + km, k € Z,
€Tr) =
5 proxr = 5 +km k € Z.
Piiklad 18.6. Spoctéte (jednostranné) derivace ve vsech bodech, kde existuji
1—e 2%,

Piiklad 18.7. Spoctéte (jednostranné) derivace ve vsech bodech, kde existuji

1
arccos <1_'_:L.2) .

Piiklad 18.8. Spoctéte (jednostranné) derivace ve vsech bodech, kde existuji
{x2 (sinl+cosl) proz#0,
0 pro x = 0.
Piiklad 18.9. Spoctéte (jednostranné) derivace ve vech bodech, kde existuji
max{z + 4 arctan(sinz), z }.
Piiklad 18.10. Spoctéte (jednostranné) derivace ve vSech bodech, kde existuji
arcsin(sin x).

Teoreticky Piiklad 18.11. Necht f je rostouci funkce na (—1,1), kterd m4
derivaci ve vech bodech (—1,1). Musf platit f'(0) > 07

Teoreticky Pfriklad 18.12. Necht f je rostouci a spojitd na (—1,1). Musi pak
existovat f'(0)?

Teoreticky Pfiklad 18.13. Necht f je rostouci a spojitd na (—1,1). Musi pak
existovat f’ (0)?
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19. TAYLORUV POLYNOM 1
Piiklad 19.1. Naleznéte Tayloruv polynom stupné 4 pro funkci f v bodé 0, kde
f(z) =tanz.
Priiklad 19.2. Naleznéte Tayloruv polynom stupné 3 pro funkci f v bodé 1, kde
f(x)==xlogz.
Priiklad 19.3. Naleznéte Tayloruv polynom stupné 5 pro funkci f v bodé 0, kde
f(z) = cos(sinx).

Priiklad 19.4. Spoctete
cosr — 1+ %xz

Piiklad 19.5. Spoctete
) e 1
Iim —.
z—0sinxy — x
Piiklad 19.6. Spoctete
lim n4(cos% — 6727%2).
n—oo
Priklad 19.7. Naleznéte k € N, aby
arctanx — tanx cR \ {0}

x—0 xk

Piiklad 19.8. Naleznéte k € N, aby
1
lim (— — cotg®z) € R\ {0}.

x—0 1
Teoreticky Priklad 19.9. Necht k,! € N. Dokazte, ze pro x — 0 plati

(i) e olal) = (™), (i) ofa*)o(a!) = ofat*)

(i7) o(z*) + o(z!) = o(z™™F) (iv) o(z* + o(a!)) = o(x*) pro k < L.



20. TAYLOROVA VETA A L’HOSPITALOVO PRAVIDLO
Necht a >0 a b> 0. Spoctéte ndasledujici limity:

Piiklad 20.1. Spoctéte
. logcosz
lim ————.
z—0 2
Piiklad 20.2. Spoctéte proa >0a b >0
. log®n
lim 5
n—oo n

Piiklad 20.3. Spoctétea >0ab>0

lim e
n—oo M
Piiklad 20.4. Spoctéte a >0ab >0
1
lim |log —[*—.
n—o00 n n

Priiklad 20.5. Spoctéte

1 — 1-—
lim arctan(1l + x) — arctan( x)
z—0 xT

Piiklad 20.6. Spoctéte
esinz — z(1 4 z)

}7% 3
Piiklad 20.7. Spoctéte
lim (i — L)
O sin?e )

Priklad 20.8. Spoctéte

. sarctanz\ 1z
lim ( ——=
x—0 x€X
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21. PRUBEH FUNKCE 1

Priiklad 21.1. Vysetiete prubéhy nésledujicich funkci

fla) =27

f(x) =log, ¢;
f(z) =log tg% ;
f(z) = (sin2)**;

Piiklad 21.2. VySetfete prubéhy funkei (v prvnich dvou prikladech nemusite

vySetfovat konvexitu)
cos

@)= cos 2z
f(z) = (cosw)es ™,
f(a) = (log |2])* — 3log x|,
Priiklad 21.3. VysSetiete prubéhy funkei:
sin® = + cos? x,
arccos

V1—a?

2 ¢ T
—arctg ———
™ 821

3

1.|x‘+a’rctan(|$—1|), ﬁ,
xrd —

3.(1 — e ™.

Piiklad 21.4. Dokazte (naptiklad vySetfenim vhodného prubéhu funkce), ze plati:

e* >14x pro vSechna z € R,
sinx < x pro vsechna z € [0, 00),
22
cosx >1— =) pro vSechna z € R,
77
sinz +tanx > x pro vSechna x € (0, 5)

Piiklad 21.5. Dokazte, ze pro vSechna z,y € R plati
|sinz —siny| < |z — y| a |arctanz — arctany| < |z — y|.

Teoreticky Priklad 21.6. Dokazte, ze funkce je konvexni na intervalu I, praveé
tehdy, kdyz

Vae,y € I, Va € (0,1): flax+ (1 —a)y) <af(x)+ (1—a)f(y).
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22. ZAPOCTOVA PISEMKA

Zapoctova pisemka muze vypadat nejak takto

Piiklad 22.1 (Za 10 bodu).
Spoctete derivaci (popr jednostranne derivaci) funkce
f(x) =log(1 +|2* — 3|)
Piiklad 22.2 (Za 15 bodu).
Spoctete nasledujici limitu
o eltgda)?
lim ————
z—0 arcsin(3x2)
Piiklad 22.3 (Za 10 bodu).
Spoctete nasledujici limitu

. n n
lim <7) .
n—00 n2+1
Teoreticky Priklad 22.4 (Za 10 bodu).
Rozhodnete o platnosti nasledujicich tvrzeni (tedy je dokazte, nebo sestrojte

protipriklad): Necht f: R — R je funkce
i)

i)

3K > 0V € [-1,1); —-K2? < f(z) < Kz? = 3f/(0)

3f/(0) = 3K > 0¥z € [-1,1]; - Kz? < f(z) < Ka?.
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23. PRUBEH FUNKCE 2

Vysetrit prubeh funkce znamena
(1) Naleznete definicni obor funkce f totiz Dy.
(2) Overte zda-li neni funkce f suda nebo licha (popr. zda-li nema podobnou
symmetrii) a zdali neni periodicka.
(3) Rici, kde je funkee f spojita a kde ma body nespojitosti.
(4) Naleznete limitou chovani funkce f na krajnich bodech intervalu spojitosti
au oo
5) Spoctete f’
6) Naleznete intervaly monotonie funkce f
7) Spoctete f”.
8) Najdete intervaly konvexity a konkdvity funkce f
9) Najdete lokdlni extrémy a inflexni body funkce f
0) Naleznete obor hodnot funkce H(f)
(11) Narcnete graf funkce f, ktery zobrazuje souhrn zjistenych informaci

Piiklad 23.1. Vyseite prubeh funkce

arctg (Iz + 1).
s —1
Piiklad 23.2. VySeite prubeh funkce
(x4 2)el/".
Priklad 23.3. Vyseite prubeh funkce
sinx — | cos x|.
Priklad 23.4. Vyseite prubeh funkce
(2? — 3z + 2)el 3173,

Teoreticky Priklad 23.5. Necht f : R — R je konvexni. Muze byt f nediferen-
covatelnd

(1) na nekone¢né mnoziné?

(2) ve vsech bodech Q7

(3) v nespocetné mnoha bodech?



Priklad 24.1.

Priklad 24.2.

Priklad 24.3.

Priklad 24.4.

Priklad 24.5.

Priklad 24.6.

Priklad 24.7.

Priklad 24.8.

24. 7 PISEMEK Z MINULYCH LET

Spoctéte
.+ 2)*—V1+422
lim 5
x—0 x
Spoctéte
lim log(2" + 5")<€/Vn3 +2— {/\/n3 + 1)
n—oo
Spoctéte
x r L
hm<(3+x) + 2+ )T
x—0 2
Spoctéte
o 2/1+2—-3Y1+24cosz
lim
z—0 1 —cosx
Spoctéte
) log n nlog(n+2)
i (187
n—oo\log(n + 1)
Spoctéte
y e + 210g:(6(:203 x)
xi}f(l;l+ \/5

Urcete pro které k € N je nésledujici limita vlastni a spoctéte ji
(,',LQ + 1)20 _ (77,+ 1)40
N— 00 (nk + 2)10 _ (TL + 1)30 '
Spoctéte prubéh funkce
e~ T pro x # f%,
8. flz) = { H
2

0 pro x = —

25
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