9. Rekurentné zadané posloupnosti

9.1

Spoctéme limitu posloupnosti zadané predpisem

5
a1 = 10, apy1 =6 — —, n>1.
n

Nejprve musime dokazat, ze posloupnost je dobfe definovana a %e ma limitu. Teprve potom
miizeme piejit k limité v rekurenci.

1. Dolni mez. Dokazeme indukci, Ze a,, > 5 pro kazdé n > 1. Pro prvni ¢len plati a; = 10 > 5.
Jestlize a, > 5, pak je a, kladné a
5 ap — D

an+1—5:1——: > 0.
Qn an

Tedy i ap+1 > 5. Indukee je dokoncena; (vsimnete si, ze zadny ¢len neni nulovy, takze déleni v
rekurenci je vZdy mozné).

2. Monoténnost. Rozdil sousednich ¢lent upravime na soudin:

5
py1 —Qp =6 — — —ay
Qn
—a%+6an—5
an
_ _(an—N(an =5) _
Qnp

Posledni nerovnost plati, protoze a, > 5. Posloupnost je tedy klesajici a zdola omezena ¢islem
5. Podle véty o limité monoténni posloupnosti existuje konecné limita L a plati L > 5.

3. Urceni kandidata limity. Posunuté posloupnost (a,+1) mé stejnou limitu jako (a,). Pro-
toze L > 5 > 0, muZeme pouzit pravidlo pro limitu podilu:

5
L=6—-—.
L
Po vynasobeni ¢islem L dostavame

L?-6L+5=0 < (L-1)(L—-5)=0.

Mozné kofeny jsou 1 a 5, ale podminka L > 5 vylucuje 1. Tedy je kandidat na limitu 5.

4. Doklazat limitu. Oznacme a, =5 + <. Pak je

5 2546

—6— = = <541
tnt1 5+¢ 5+¢ +5+€8_ +se
neboli, pro n > 2
25
5<a, <5+ =
Toto dokazuje, ze
lim a, = 5.
n—oo




9.2

Spoc¢téme limitu kone¢nych vnofenych odmocnin

a1:\/§, GQZ\/Q—I—\/Q, a3:\/2—|—\/2—|—\/§,

Clen a,, obsahuje n odmocnin. Pfiddnim jedné vnéjsi odmocniny ziskdme rekurenci

an+1 = V 2 + ap,.

1. Omezenost. Indukci dokdZeme 0 < a, < 2. Pron =1je 0 < v/2 < 2. Pokud 0 < a, < 2,
pak
2<24a, <4,

a diky rostouci odmocniné
0<vV2+a, <2

Tim je indukce dokonéena a vSechny odmocniny jsou definované.
2. Monoténnost. Obé ¢&isla a,41 a ay, jsou kladné, takZe je miZeme porovnat pomoci jejich
Ctverct:

By =2+ ay—
= (2—ap)(an +1) > 0.

Proto an+1 > an. Posloupnost je rostouci a shora omezena ¢islem 2, a mé tedy kone¢nou limitu
L. Z omezenosti a monoténnosti navic plyne V2<L<2.

3. Urceni kandidata limity. Spojitost odmocniny dovoluje prejit k limité v rekurenci:
L=+v2+L.
Po umocnéni dostaneme
I’ - L-2=0 < (L-2)(L+1)=0.
Kofen —1 nevyhovuje podmince L > v/2. Kofen 2 vyhovuje i ptivodni rovnici 2 = /2 + 2. Proto

je 2 kandidat na limitu.

4. Dokazat limitu. Pokud je a,, < 2 muzeme oznacit a, = 2 — &,, pak je
Unp1 =V2+2—e>/4-2/3c+2/9=1/(2—¢/3)2=2—¢/3
automaticke ale plati a1 = V2 +2 —¢ < V4 = 2. Proto je
2-2

2>a,>2— 3

a tudiz

lim a, = 2.

n—oo
9.3
Necht a; >0 a

1 1
Int1 = 5 an+a ) n > 1.

Spoc¢téme lim,, .o @, pro libovolnou kladnou pocateéni hodnotu.



1. Kladnost a dolni mez od druhého é&lenu. Pokud je a, > 0, jsou kladné také 1/a, a
jejich pramér. Z a; > 0 tedy indukei plyne a,, > 0 pro vSechna n; rekurence je dobfe definované.
Navic

Proto a, > 1 pro kazdé n > 2, i kdyz prvni ¢len miiZze byt mens{ nez 1.

2. Monoténnost od druhého ¢lenu. Pron > 2 plati

2
1—aj

2a,

Ap+1 — Gp = <0,

protoze a,, > 1. Posloupnost (a,)n>2 je tedy nerostouci a zdola omezena ¢islem 1. Ma kone¢nou

limitu L > 1. Vynechani prvniho ¢lenu limitu neméni, takze stejnou limitu mé celé posloupnost.
Pokud a1 = 1, jsou v8echny ¢leny rovny 1. Pokud a; # 1, pak as > 1 a vzorec pro an+1 — 1

indukei davéa a, > 1 pro n > 2; od druhého ¢lenu je potom posloupnost dokonce ryze klesajici.

3. Urceni kandidat limity. Protoze L > 1 > 0, pfejdeme v rekurenci k limité:

1 1
L=—-(L+—].
s (e+7)

Vynésobenim ¢islem 2L dostaneme
2L =1 +1 < L[*=1

Podminka L > 1 vybira kladny kofen. Pro kazdé a; > 0 tedy je kandidat na limitu prave 1.

4. Dokazat limitu. Ukazeme, ze je jen konecne mnoho clenu a,, takovych, ze a, > 2. Necht

an > 2, pak
1 1
ant1 = =(ap+—)<ap,—1+1/4=a, —3/4
2 an,

Necht 1 < a,, < 2. Oznacime-li a,, = 1 + ¢, pak mame
1 l1+e—¢ 1 et+e?—¢ 1
_ (1 7)<7<2 7><1 e,
I+l 2< A T I e S

Oznacme n; takove, ze a, € (1,2) pro vsechny n > nj a 1 := ap, — 1. Z vyssiho vypoctu mame
(pron >ny), ze
1 <ap<142mngnmm) 1

Neboli plati

lim a, = 1.
n—oo




94
Spoctéme
lim v/n ( V3 - {l@)
n—oo
Obé& odmocniny se blizi k jedné takze rozdil jde k nule ale je to pak nédsobeno rostoucim ¢initelem
\/n. PotFebujeme vhodny odhad rychlosti poklesu rozdilu.

Odhadneme
0<Vn(V3-32) <vn(V3-1).
Dale, existuje ng, takove, ze pro vsechny n > ng plati
0<V3-1<2/n,
protoze prictenim 1 a umocnenim n dostaneme
1=1"<3<e? = lim (1+2/n)"
n—oo
a ng zvolime pomoci vyssi limity pro e = 1.
Kombinaci predchozich odhadu mame
" 2y/n 2
0< 3—1)—=—=—0

Dostaneme tedy

lim (V3 - V2) =0.

9.5

Spoctéme

lim sin (7’[‘\/ n? + 1) )

n—oo
Argument sinu roste do nekonec¢na, ale lezi stale blize k nasobku nm, ve kterém je sinus nulovy.
Tuto vzdalenost vyjadiime piresné. Polozme

O =Vn2+1—n.

5 _ (n*+1)—n? 1

V2 il4n Vniildn

Racionalizaci ziskdme

Protoze vn? + 1 > n, mame
1
0<d, < — —0.
2n

Nyni pouzijeme sou¢tovy vzorec pro sinus a rovnosti sin(nr) = 0, cos(nm) = (—1)™:

sin (7r\/ n? + 1) = sin(nw + wdy,)
= sin(nm) cos(mdy,) + cos(nm) sin(7dy,)
= (—=1)"sin(7dy).

Ze spojitosti sinu v nule plyne sin(7d,) — 0. St¥idajici se znaménko na tomto vysledku nic

nemdéni, nebot
sin (77\/ n? + 1) ‘ = |sin(7d,)] — 0.

Tedy

lim sin (71\/ n? + 1) =0.

n—oo




9.6

Jsou-li obé& posloupnosti (x,) a (y,) divergentni, musi byt divergentni také jejich soucet nebo
soucin?

Soucdet. Vezméme
Tn = (_1)n’ Yn = _(_1)71‘

Prvni ¢leny jsou
(xn) =(=1,1,-1,1,...), (yn) = (1,-1,1,—1,...).

Obé posloupnosti jsou divergentni: jejich sudé a liché podposloupnosti maji riizné limity 1 a —1.
Presto
Tn +yn =0 pro kazdé n,

takZe soucet je konstantni posloupnost a konverguje k nule.
Soucin. Vezméme tentokrat
Tp =yn = (—=1)".
Obé posloupnosti opét diverguji, ale
Tnyn = (=1)*" =1 pro kazdé n.

Soucin tedy konverguje k jedné. Dokonce i v prvnim piikladu je soucin konstantni: z,y, = —1,
takze soucet i soucin tam konverguji soucasné.

7 divergence obou posloupnosti nelze odvodit

divergenci jejich sou¢tu ani souéinu.

Pravidla pro limitu souc¢tu a soucinu vyzaduji pfislusné predpoklady o existenci limit; nelze je
takto pouzit na divergentni posloupnosti.

9.7

Piedpokladejme, Ze x,y, — 0. Musi alespon jedna z posloupnosti (z,) a (y,) konvergovat k
nule?
Sestrojime protipiiklad. Polozme

1= (=) L+ (-1)"

Tn 2 ’ Yn = 9

Jejich prvni ¢leny jsou

(z,) = (1,0,1,0,...),  (ya) = (0,1,0,1,...).

Pro suda n plati z, = 0, y, = 1, a pro licha n naopak z,, = 1, y, = 0. V kazdém soucinu je tedy
jeden ¢initel nulovy:
Tnyn =0 pro kazdé n, lim (z,y,) = 0.
n—oo

Ani jedna posloupnost vSak nekonverguje k nule. Presnéji,
zor =0 — 0, Top+1 =1 —1,

yor, = 1 — 1, Yors1 = 0 — 0.



Kazda méa dvé podposloupnosti s riznymi limitami, takze nemé limitu vibec. Proto

lim (2,y,) = 0 neznamena, 7e
n—oo

lim x, =0 nebo lim y, = 0.
n—o0 n—oo

Pokud bychom navic védéli, ze obé posloupnosti maji kone¢né limity x, — x, y, — vy, pak
by pravidlo pro limitu sou¢inu dalo zy = 0, a tedy = 0 nebo y = 0. V zadani vSak tento
predpoklad chybi.

9.8
Necht a1 < ag a posloupnost je dana rekurenci
Ay, + Ap—
Gyl = %nl n>2.

Dokazeme, ze ma limitu, a vypoCteme ji bez pouziti charakteristické rovnice.

Poznamka k indexiim v zadani. V PDF je uvedeno n > 3. Se dvéma pocatecnimi cleny
ay, az je vsak tfeba rekurenci pouZit jiz pro n = 2, aby uréila také as = (ag + a1)/2. NiZe FeSime
tuto zamyslenou variantu. P¥i doslovném pfedpisu pro n > 3 by bylo nutné zadat jesté as; limita
by pak byla (a2 4+ 2a3)/3 a nebyla by uréena pouze z aq, as.

1. Rozdily sousednich ¢lend. Polozme d,, = an4+1 — apn pro n > 1. Z rekurence plyne

an + Gn—1

dn = # — Qp
1 1
= —i(an —ap-1) = —§dn,1, n > 2.
Protoze di = ag — a1 > 0, postupné ziskadvame
1 1
di=az —ay, dg= —§(a2 —ay), dz= Z(CLQ —ai),

Indukci tedy

dy = (a3 — a1) <_;>n_1.

Rozdily stfidaji znaménko, takZe celd posloupnost neni monoténni. Jejich absolutni hodnoty se
v8ak v kazdém kroku zmensi na polovinu.

2. Presny vzorec pro ¢leny. Pro n > 2 se pfi seCteni rozdilt zkrat{ mezilehlé ¢leny:
n—1
an — a1 = (ag —a1) + (a3 —ag) + -+ (an — an_1) :de.
k=1

Dosadime vzorec pro dj a pouZijeme koneény geometricky soucet:

n—1 1 k—1
an = aj + (ag —ay) Z <—2>

k=1
1—(-1/2)1
1-(-1/2)

—a ;(ag — ) (1 _ <—;>nl>

_ aq +2a2 + 2(a1 —ag) < 1)71—1'

3 3 2

=a —|—((12 —al)




3. Existence a hodnota limity. Protoze

1 n—1 1 n—1
—= == —0
posledni ¢len v pfesném vzorci konverguje k nule. Tim soucasné dokazujeme existenci limity i
jejl hodnotu:

. ay + 2as
lim a, = ——.

n—00 3

Oznacime-li tuto hodnotu L, dostaneme také presny odhad chyby

2(ag — " !
|an,L’:M - .
3 2

Vzdélenost od limity se tedy s kazdym dalsim ¢lenem zmensi na polovinu.



