8.1, i)

Spoctéme

(VA ¥ T~ Vi),

Obé odmocniny rostou do nekone¢na, takze pravidlo pro limitu rozdilu zde nelze piimo pouzit.
Rozdil nejprve upravime pomoci vztahu

lim
n—oo

(a —b)(a+b) =a® - V2.
Vynéasobime a vydélime vyrazem v/n + 1 + /n, ktery je kladny:

o (WATI-yRWAFI+ V)
ntl-yn= NCES TN
_ (n+1)—-n
 Vntl+n
1

T Vntl+vn

Protoze vn + 1 > y/n, dostavame

1
0 — < —.
<Vn+ \/ﬁ_Qﬁ

Prava strana konverguje k nule. Z véty o seviené posloupnosti tedy plyne

(Vn+1-+/n)=0.

lim
n—oo

8.1, ii)
Spoctéme

lim (\3/n+ - {”/ﬁ)

n—oo
Tentokrat pouzijeme rozklad rozdilu tietich mocnin:

a® —b% = (a—b)(a® + ab+ b?).
Dosadime a = v/n+1 a b = /n. Potom
(n+1)—n=(Yn+1—n)((n+1)%3+ (nn+1))"3 +n%3).

Vyraz v druhé zavorce je kladny, takze jim muzeme vydélit:

1
Vn+1—+n=

(n+1)%3 + (n(n + 1)15 4 n2/*

Kazdy ze tif séitanci ve jmenovateli je alespoii n2/3. Proto
. 1
0<Vn+1—+yn<-—=—0.
3n2/3
Opét pouzijeme v&tu o seviené posloupnosti a dostaneme

(Vn+1—+/n)=0.

lim
n—oo




8.1, iii)

Spoctéme

I vn+2—+vn+1
nL)IEO \3/71—}- —\3/7’7

Citatel i jmenovatel konverguji k nule. Potfebujeme tedy zjistit, jak rychle se oba rozdily zmenguji.
Provedeme pfesné algebraické tipravy.

Polozme
an=Vn+2, bp=vVn+1l, c,=Vn+3, dy=Vn

Ze vzorcu
at = bt =(a—=b)(a®+a®b+ab® + V%), S —d®=(c—d)(+cd+d?)

plyne
1 3

= Cpn — - .
ad + a2b, + apb? + b3’ " "2 4 cpdy + d2

Vsechny zdejsi jmenovatele jsou kladné. Pivodni podil je proto

an_bn

an —bp c%+cndn+d%
en—dn  3(ad +a2b, +apb? +b3)

Nyni vytkneme piislusné mocniny n. Dostavame

an — by _ n*/? 1+ 2284+ 1+3)841
Cn=dn 30V (L4 2P (L D2+ DV L+ DY+ Y2+ (L )

Prvni ¢initel konverguje k nule, zatimco zbytek k 3/4. Proto pomoci vety o aritmetice limit mame

I Vn+2—+vn+1 0
1m = U.
n—oo  /n+3— n

8.1, iv)
Spoctéme
VPP AT V0?41
nlﬁnc}o n2 16— n2
Polozme

an = Vn2+7, bn:m, en = V/n? +6, dn:‘o’n?,

Rozdily tfetich mocnin jsou tentokrat stejné:
ad — b3 =m?+7) —(n*+1) =6, & —d3 = (n?+6)—n?=6.
Pomoci rozkladu rozdilu tfetich mocnin tedy ziskame

6 6

an —bp = —5————, en—dp=—5——F——.
T a2 dagb, + b2 " 2 epdy, +d2

Po vydéleni se Sestky zkrati:
anp — by ci—i—cndn—i—d%
Cn—dn a2+ apb, +02°




Kazda odmocnina obsahuje ¢initel n2/3; jeji souiny ve vyrazu vyse proto obsahuji n

Citatel i jmenovatel touto mocninou a dostaneme

4/3_ Vydélime

(1+6/TL2)2/3+(1+6/TL2)1/3+1
(L1 7/n2)2B + (L4 7/ B+ 1/n2)3 + (1 + 1/n2)?3

Kazdy ze t¥i s¢itancii v Citateli i ve jmenovateli konverguji k jedné. Jmenovatel tedy konverguje
k nenulovému ¢&islu 3, a muZeme pouzit pravidlo pro limitu podilu:

Y ATVl 3
nooo UnZa6— Iz 3

8.1, v)
Spoctéme
iy VPP An = Vnf 41
im - , .
n—00 y/n3 +2n — V/n3 +n
Oznacme

an = V13 +n, by = V/n3 +1, cn = V/n3 + 2n.

Pro rozdily tietich mocnin plati
ad—b =n—1, & —ad=n.

Odtud
n—1 n
= Cp—p = —5——.
a2 + apby, + b2 T2 depan a2

Jmenovatel ptivodniho podilu je kladny pro kazdé n > 1, a proto

an — by

an — by, n—lc,%+cnan+a%

Crn — Gn, n a2+ apb, + b2

Prvni ¢initel je 1 — 1/n, takze konverguje k jedné. Ve druhém vydélime citatel i jmenovatel

vyrazem n?. Pfitom
1\1/3 b 1\1/3
L T Ny I
n n? n n3

Tedy
ch + enttn +ay_ (cn/n)” + (ca/n)(an/n) + (an/n)?
a +apby + 02 (an/n)% + (an/n)(bn/n) + (by/n)?

Soucin obou ¢initelt proto konverguje k jedné:

3
— - =1
3

Vn3+n— vnd+1
im
n—00 /n3 4+ 2n — v/n3 +n




8.2, 1)

Spoctéme

lim (—1)"vn(vVn+ 1 —/n).

n—o0

Nejprve upravime ¢ast bez stiidajiciho se znaménka. Stejné jako v prikladu 8.1, i) racionalizujeme
rozdil odmocnin:

VAT ) =
1
ey

Protoze 1/n — 0 a odmocnina je spojita v bodé 1, plati
1 1
—_— — .
V1i+1/n+1 2
Ozna¢me puvodni posloupnost x,,. Pro sudé indexy mame (—1)2]“ =1, a tudiz
1

TR T L2k + 1

Pro liché indexy je (—1)%**1 = —1, takze

o

1
5"

1

1
Topp1 = — — .
T T A2k D)+ 1 2

Kdyby cela posloupnost méla limitu, kazda jeji podposloupnost by konvergovala k téze hodnoté.
Zde maji suda a licha podposloupnost riizné limity. Proto

Limita neexistuje.

8.2, ii)
Spoctéme
3n
im (1)
nh—>r{>lo( 1) n3 + 2/n’

Nejprve zduvodnime pomocnou limitu

Un — 1.

Uvedeme diikaz pomoci binomické véty. Plati {/n > 1. Zvolme libovolné ¢ > 0. Pro n > 2

dostavame
"\ n n(n —1)
("= <J> - <2)E2 ==

J=0

Pro viechna dostatecné velkd n je (n — 1)e2/2 > 1. Potom (1 + )" > n a po odmocnéni
1< Yn<1l+e.

To je pravé tvrzeni {/n — 1. Déle

2{‘/5:%—&.



V podilu ze zadani nyni vydélime ¢itatel i jmenovatel vyrazem n>:

I n3{’/ﬁ_ Un

- .3 2n - 2n :
n3+ X/n 14+ \/?)ﬁ
n

Citatel konverguje k jedné. Protoze X/n — 1 a 1/n3 — 0, plati

2/n 1

7 — 0, by, —
n

=1
1+0
Pro puvodni posloupnost z, = (—1)"b,, tedy mame
Top = ba, — 1, Togy1 = —bogp1 — —1.

Opét jsme nasli dvé podposloupnosti s riznymi limitami. Proto

’ Limita neexistuje.

8.3

Spoctéme
i (n + 4)100 _ (n + 3)100
n=oo  (n+2)100 — ploo
V ¢itateli i ve jmenovateli se pfi odec¢teni zrusi ¢len n'%. Rozhodujici jsou proto ¢leny obsahujici
n%. UkaZeme to piesné pomoci binomické véty:
100
100
(n 4 a)lOO _ < »
2

J=0

> nloofj al.

Pro ¢itatel dostavame

100

100
n+ 4100 — (p + 3)100 = ( .
( ) ( ) E j

s -
j=1

100

100 . . .
=100n"° + ( , > 47 — 37 )pt00-7,
(1) w9

j=2
Clen pro j = 0 se zrusil; pro j = 1 jsme pouzili (1(1)0) (4 — 3) = 100. Podobné ve jmenovateli

100
(n + 2)100 _ 100 _ Z <100

=1

100
=200n" + ) (10,0> 2910073,
=2 7

>2jn100—j
J

Nyni cely podil vydélime vyrazem n”:

(n 4 4)190 — (n 4 3)100 =2
(n + 2)100 _ nlOO 100 ( >

Pro kazdy index j > 2 je 1 — j < —1, takZe n'™7 — 0. Obé sumy maji pevny konecny pocet
¢lent, a proto jejich limity jsou nulové. Jmenovatel sméruje k nenulovému ¢éislu 200. Tedy

i (n+4)10 — (n4+3)10 100 1
1m = — = —.
n—oo  (n + 2)100 — 5100 200 2




8.4

Spoctéme

lim (n2—|—sin(n—i—1))(\/n4—i—2— \/n4—|—1).

n—oo

Rozdil odmocnin racionalizujeme:

(n*+2) — (n* +1)

Vi +24+vnt+1
1

RV ey

Vnt+2—y/nt+1=

Ptvodni soucin je tedy roven
n? + sin(n + 1)

Vil +2+ vt +1

Protoze n > 0, plati vVn? = n?. Vytkneme n? z obou odmocnin a poté jim vydélime citatel i
jmenovatel:

sin(n + 1)
n? +sin(n + 1) 1+ n2

Vil 24Vt +1  J1+2/nf + 1+ 1/t

Samotna posloupnost sin(n + 1) nemusi mit limitu. Staci vSak jeji omezenost:

< — —=0.

—1 <si 1)<1
<sin(n+1) <1, <3

sin(n + 1) 1
n2

7 véty o seviené posloupnosti proto plyne sin(n + 1)/n? — 0. Soucasné
V1+2/nt—1, V1+1/nt— 1.

Jmenovatel ma nenulovou limitu 2, takze

lim (n2—|—sin(n+1))(\/n4—|—2— \/n4+1) = %

n—oo

8.5, 1)

Spoctéme

i 1 3 5 2n—1
e R TR T R TI &

Oznacme konecny soucet

n
2k —1
Sn = Z ok
k=1
Odvodime pfesny vzorec pro S, odectenim poloviny sou¢tu. Pro nazornost rozepiSeme nékolik
prvnich séitancti. Pro n > 5 méme

1 3 5) 7 2n—1

5%,::§'+’§§‘+E;;+‘§Z'+"'+‘ on 9
Sn 1 3 5 2n—3 2n-1
PR R R TR T

P1i déleni dvéma ziistavaji Citatele stejné, ale kazda mocnina ve jmenovateli se zvysi o jednu.
Napiiklad ¢len 3/22 ze souctu S, se v souétu S,,/2 zméni na 3/23. Po posunuti indexu mame

S, 2% -1 orp_3
9 Z ok+1 Z ok
k=1 k=2




Pfi odecitani nyni spojime s¢itance se stejnym jmenovatelem. Na rozepsanych ¢lenech vidime

S—&:1+3_1+5_3+7_5+--~
o2 2 22 23 24
2n—-1)—2n—-3) 2n-1
+ mn _2n+1
1 2 2 2 2 2n-1
To Tttt at it T e
Pro indexy k = 2,...,n se Citatele pti odecteni lisi o 2. Clen pro k = 1 se vyskytuje pouze v S,

a ¢len pro k = n + 1 pouze v S, /2. Proto pro n > 2 plati

Sp 1 <@Rk-1)-(2k-3) 2n-1
Sn 2_2+l§ ok on+1

1 "1 2n-1
=3+2) o5~ G
k=2

7 kone¢ného geometrického sou¢tu dostavame

o1 _al=Em) 1 1
k:22 1-3 2 2n

Dosazenim vyjde

Sn_l+2 1 1 2n —1
2 2 2 on on+l
3 4+ (2n-1)
2 ontl
_3 2n+3
_5_ on+1 °
Tedy
2n+3
S, =3— T

Zbyvé zdivodnit, Ze posledni zlomek sméfuje k nule. Binomicka véta pro n > 2 dava

2":(1+1)”:§:<?>2<2):W.

§=0
Proto
2n+3 _ 2(2n+3)  4+6/n

0< =
- 2 T nn-1) n—1

Z véty o seviené posloupnosti dostaneme (2n + 3)/2" — 0, a tedy

lim S, = 3.

n—o0

8.5, ii)

Spoctéme

(20203 (8)



Pro n > 2 ozna¢me soucin P,,. Kazdy jeho ¢initel rozlozime pomoci rozdilu ¢tvercu:
Lo -1 (k—=1(k+1) k—1k+1
K2 k2 k2 -k k-
Protoze jde o koneény souc¢in, muZzeme cinitele preskupit:
n n
k—1 kE+1

k=2 k=2

Oba souciny se teleskopicky zkrati. V prvnim dostavame
[h-tol2s n-1_1
k2 3 4 noon
k=2

Cisla 2,3,...,n — 1 se totiz vyskytuji jednou v ¢itateli a jednou ve jmenovateli. Podobné ve
druhém souc¢inu

otk 234 n 2
Zde se zkrati ¢isla 3,4, ..., n. Vysledkem je pfesny vzorec
1 n+1 n+1 1 1
Pn = = = — —.
n 2 2n 2 2n
Protoze 1/(2n) — 0, mame
lim P, ==
n—oo

Alternativni feSeni pomoci logaritmu

Nejprve pomoci odhadu dokadZeme, ze limita soucinu existuje a je kladna. Potom pfesnou hodnotu
vypocteme teleskopickym zkracenim kone¢ného souctu logaritmi.

1. Spravny odhad logaritmu. Pro 0 <t < 1 plati

t

Oba odhady ziskdme ze zédkladni nerovnosti
loger <x—1, x> 0.

Dosazenim x = 1 —t dostaneme horni odhad log(1—¢) < —t. Dosazenim x = 1/(1—t) dostaneme
1 t
—log(1—#) < —— —1= —"
og(l—t) < — T

t
a po vynasobeni ¢islem —1 dolni odhad log(1 —¢) > —t/(1 — t).
Pro t = 1/i%, kde i > 2, tedy plati

log (1— =) > -1
e\ Te)= e

Zlomek na pravé strané rozlozime na parcialni zlomky:

I 1 1 1 1
i2—1 (@—1)@GE+1) 2\i—-1 i+1)°
Rozklad ovérime prevedenim na spoletny jmenovatel:

1( 1 1 >_(i+1)—(z’—1) 1

i—1 i+1 20— 1)(i+1) 2-1

2

8



2. Kladna dolni mez a existence limity. VSechny ¢initele sou¢inu P, jsou kladné, takze

n
1
L, :=1logP, = E log <1 — 2) , P, = exp(Ly).
i
i=2

7 ptredchoziho odhadu vyplyva

Pomoci pravé odvozeného rozkladu soucet presné vypocteme. Pro nazornost rozepiSeme jeho
¢leny (pro n > 4):

o R AR € e F
2 3 2 4 3 5
o .

2 2 n n+1

(i)

Kladné ¢leny maji jmenovatele 1,2,...,n— 1, zdporné ¢leny 3,4,...,n+ 1. éleny se jmenovateli
3,...,n — 1 se tedy zrusi; ztstanou prvni dva kladné a posledni dva zaporné ¢leny. Vysledny
vzorec plati i pro n = 2, 3, jak ovéfime dosazenim. JelikoZ je exponenciala rostouci, dostavime

3 1 1 )
Pn:exp(Ln)ZeXp(_ll—’—Qn—i_Q(n_i_l)) 26 3/4>0.

Soucasné

1
Pn+1:Pn<1_(n+1)2> < Py,

protoze piridany ¢initel leZi mezi nulou a jednou. Posloupnost (P,) je tedy klesajici a zdola
omezena. Podle véty o limité monoténni posloupnosti konverguje k n&jakému ¢islu P > e=3/4,

Odhad sdm neurcuje pifesnou hodnotu P: déva pouze dolni mez. K vypoctu limity nyni
vyuzijeme piesny rozklad jednotlivych logaritmi.

3. Piesny vypocet limity. Pro i > 2 jsou oba vyrazy (i —1)/i a (i + 1)/i kladné. Proto

1 ,— 11
log<1—,2>:log(l, Z% )
1 7 7

=log(i — 1) +log(i + 1) — 2log
= (log(i — 1) — logi) + (log(i + 1) — log ).

Rozdélime tedy kone¢ny soucet L, na dva teleskopické soucty. Prvni z nich je

n
Z(log(i —1) —logi) = (log1 —log2) + (log 2 — log 3)
=2
+ -+ (log(n — 1) —logn)
=log1l —logn = —logn.



Druhy je

n

Z(log(i +1) —logi) = (log3 — log2) + (log4 — log 3)
i=2

+ -+ (log(n+ 1) — logn)
= log(n + 1) — log 2.

Sectenim obou vysledkia dostaneme

1
L, = —logn+log(n+1) —log2 =log (n;; > .

Nyni jiz muZzeme piejit k limité. Diky spojitosti logaritmu v kladném bodé 1/2 méame

1 1 1
L, =log <2+2n> —>10g§.

Ze spojitosti exponencidly pak plyne

1 1
lim P, = lim exp(L,) = exp (log 2) =

n—o0 n—00 2°

10



