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1.1 Motivace

Reálné (smí¹enì-)celoèíselné úlohy se vyskytují v mnoha oblastech, kde pouze reálné (spo-
jité) rozhodovací promìnné nestaèí. Jako pøíklady uveïme

• Optimalizace portfolia { celoèíselné poèty akcií, modelování �xních transakèních
nákladù,

• Rozvrhování { binární promìnné pøiøazující úlohy ke strojùm,

• Úlohy rozvozu { binární promìnné identi�kující následníka na cestì vozidla.

My se budeme vìnovat pouze lineárním úlohám s celoèíselnými rozhodovacími promìn-
nými. Existuje v¹ak mnoho aplikací, které vedou i na úlohy nelineární. I pro nì je k
dispozici mnoho teoretických výsledkù a specializovaných výpoèetních postupù.

Nejprve se podíváme na motivaèní úlohu umístìní skladù (facility location problem),
kde je cílem minimalizovat náklady na výstavbu skladù a zároveò na dopravu z vysta-
vìných skladù k zákazníkùm. Jedná se tedy o roz¹íøení dopravního problému. Parametry
úlohy jsou

• i = 1, . . . ,m potenciální sklady/poboèky (facilities),

• j = 1, . . . , n zákazníci,

• cij { náklady za dodanou jednotku zákazníkovi j ze skladu i,

• fi { �xní náklady na postavení skladu i,

• Ki { kapacita skladu i,

• Dj { poptávka zákazníka j.

Rozhodovací promìnné jsou potom

• xij ≥ 0 { pøevezené mno¾ství ze skladu i k zákazníkovi j,

• yi ∈ {0, 1} { binární rozhodovací promìnné, je-li sklad postaven yi = 1, není-li
postaven yi = 0.

Úlohu mù¾eme matematicky formulovat takto

min
xij ,yi

m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij +

m∑
i=1

fiyi

s.t.

n∑
j=1

xij ≤ Kiyi, i = 1, . . . ,m,

m∑
i=1

xij = Dj , j = 1, . . . , n,

xij ≥ 0, yi ∈ {0, 1}.
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Úèelová funkce udává náklady na pøevoz a náklady na postavení skladù. Náklady jsou
minimalizovány. První omezení øíká, ¾e je-li sklad i postaven, tj. yi = 1, dodávky z nìj
nemohou pøekroèit jeho kapacitu Ki. Naopak není-li postaven, tj. yi = 0, nemù¾e z nìj
být nic dodáno. Druhá omezení zaruèují, ¾e je rozvozem uspokojena poptávka Dj u v¹ech
zákazníkù. Poslední jsou omezení na rozhodovací promìnné: dodaná mno¾ství jsou nezá-
porná, sklad je buï postaven nebo ne.

Takováto úloha se nazývá smí¹enì-celoèíselná nebo také smí¹enì-binární, proto¾e ob-
sahuje reálné (nezáporné) a celoèíselné (binární) rozhodovací promìnné. V pøípadì, ¾e je
rozvá¾ené zbo¾í nedìlitelné, napø. krabice, dostaneme pøirozený po¾adavek na celoèíselnost
promìnných xij ∈ Z+, kde Z+ znaèí nezáporná celá èísla.

Do úlohy je mo¾né doplnit dal¹í logická omezení, napø.

• je postaven nejvý¹e jeden ze skladù {i1, i2, i3}:

yi1 + yi2 + yi3 ≤ 1,

• buï je postavena dvojice skladù {i4, i5} nebo ¾ádný z nich

yi4 = yi5 .

Obecnì binární promìnné umo¾òují modelovat logické relace.

1.2 Obecné vlastnosti celoèíselných úloh

Uva¾ujme obecnou celoèíselnou úlohu

min cTx (1)

Ax ≥ b, (2)

x ∈ Zn
+. (3)

Pøedpokládáme, ¾e v¹echny koe�cienty v úloze jsou celoèíselné, resp. racionální. Oznaèíme
mno¾inu pøípustných øe¹ení a její relaxaci

S = {x ∈ Zn
+ : Ax ≥ b}, (4)

P = {x ∈ Rn
+ : Ax ≥ b}. (5)

Zøejmì platí S ⊆ P . Netriviální je v¹ak následující vztah mezi mno¾inami

S ⊆ conv(S) ⊆ P.

Nebudeme zde uvádìt dùkaz, ale situaci si uká¾eme na obrázku 1 následující mno¾iny

x1 + 4x2 ≥ 5, (6)

3x1 + 2x2 ≥ 7, (7)

x1, x2 ∈ Zn
+. (8)

Celoèíselná mno¾ina S je na obrázcích oznaèená køí¾ky. Èervenì je pak zobrazena její
relaxace P , která je vymezena lineárními omezeními vèetnì nezápornosti. V¹imnìte si, ¾e
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Obrázek 1: Celoèíselná mno¾ina S (køí¾e), relaxace P (èervená) a konvexní obal conv(S)
(modrá)
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nìkteré krajní body relaxované mno¾iny jsou neceloèíselné. Zajímavý je pak konvexní obal
celoèíselných bodù conv(S) zobrazený modøe. Pochopitelnì v¹echny krajní body obalu jsou
celoèíselné a patøí do celoèíselné mno¾iny S. To nás vede k následující ekvivalenci.

Pùvodní celoèíselná úloha

min cTx : x ∈ S (9)

je ekvivalentní následující úloze lineární programování (bez celoèíselnosti)

min cTx : x ∈ conv(S), (10)

viz obrázek 1. Av¹ak zkonstruovat explicitní vyjádøení conv(S) je prakticky velice nároèné.
Je nutné odvodit velké mno¾ství tzv. þsilných øezùÿ, které de�nují conv(S), co¾ je obvykle
témìø nemo¾né. Pokud S 6= ∅, je mo¾né ukázat následující vztahy mezi krajními body a
smìry

ext(conv(S)) ⊆ P, extd(conv(S)) = extd(P ).

V praktických úlohách, viz motivace, se obvykle zároveò vyskytují celoèíselné a re-
álné rozhodovací promìnné. Dostáváme pak úlohu smí¹eného-celoèíselného programování
(mixed-integer programming)

min cTx+ dT y

s.t. Ax+By ≥ b,

x ∈ Zn
+, y ∈ Rn′

+ .

Více se jí zabývat nebudeme. Jen poznamenejme, ¾e její vlastností jsou kombinací vlast-
ností úloh s reálnými a celoèíselnými promìnnými.
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1.3 Metoda vìtvení a mezí (Branch{and{Bound)

Základní metodou proøe¹ení celoèíselných úloh (nejen lineárních) je metoda vìtvení a mezí
(Branch{and{Bound). Metoda funguje na principu þrozdìl a panujÿ. Nech» M = M1 ∪
M2 ∪ · · · ∪Mr je rozklad mno¾iny pøípustných øe¹ení. Spoètìme minima pøes jednotlivé
podmno¾iny

fj = min
x∈Mj

f(x).

Potom pro celkové minimum platí

min
x∈M

f(x) = min
j=1,...,r

fj .

Cílem je tedy rozdìlit pùvodní úlohu na sérii men¹ích, které umíme snáze øe¹it.
Postup metody vìtvení a mezí reprezentujeme pomocí stromu, viz Obrázek 2, kde v

ka¾dém kroku (uzlu stromu) øe¹íme reálnou lineární úlohu (bez celoèíselnosti). Nalezení
celoèíselného optimálního øe¹ení pùvodní úlohy se sna¾íme zaruèit pomocí následujících
iterativních krokù:

• Vyøe¹te úlohu LP z fronty (na poèátku fronta obsahuje púvodní relaxovanou úlohu).

• Vìtvení (branching): obsahuje-li optimální øe¹ení neceloèíselnou slo¾ku, napø. x̂i,
vytvoøte dvì nové úlohy tak, ¾e pøidáme do formulace vyøe¹ené úlohy právì jedno z
následujících omezení xi ≤ bx̂ic, xi ≥ dx̂ie. Tím dojde k rozvìtvení vyøe¹ené úlohy.
Neceloèíselnou slo¾ku mù¾eme vybrat libovolnì.

• Omezení (bounding): pamatuj si dosud nejlep¹í nalezené celoèíselné øe¹ení, tj. to s
nejmen¹í hodnotou úèelové funkce. Je-li optimální hodnota LP úlohy hor¹í (vy¹¹í)
ne¾ nejlep¹í dosud nalezená pro celoèíselné øe¹ení, nové vìtve nevytváøej (zapomeò),
optimální hodnota by se toti¾ pøidáním omezení nezlep¹ila. Nevìtvi ani LP úlohu s
celoèíselným øe¹ením (ani to z principu není nutné).

Pøíklad. Vyu¾ijeme mno¾inu pøípustných øe¹ení, se kterou jsme se ji¾ seznámili vý¹e.
Pøidáme lineární úèelovou funkci a øe¹íme metodou vetvìní a mezí. Poznamenejme, ¾e
jednotlivé úlohy, které v prùbìhu algoritmu øe¹íme, jsou úlohy lineárního programování
bez celoèíselnosti.

min 4x1 + 5x2 (11)

x1 + 4x2 ≥ 5, (12)

3x1 + 2x2 ≥ 7, (13)

x1, x2 ∈ Zn
+. (14)

Strom reprezentující prùbìh algoritmu najdeme na obrázku 2. Obrázek 3 poté reprezentuje
postupný rozklad relaxované mno¾iny pøípustných øe¹ení. Napøíklad uzel 0 odpovídá øe¹ení
pùvodní relaxované úlohy. Dostali jsem neceloèíselné obì slo¾ky. Vybrali jsme si x1 a pøi-
dali omezení x1 ≤ b1.8c = 1, resp. x1 ≥ d1.8e = 2. V uzlu 1 doateneme celoèíselné øe¹ení,
tedy uplatníme bounding a uzel dále nevìtvíme. Navíc si zapamatujeme øe¹ení jako dosud
nejlep¹í celoèíselné. Uzel 2 má neceloèíselné øe¹ení, pøidáme tedy dvì vìtve vedoucí na uzly

4



Obrázek 2: Metoda vìtvení a mezí: stromová reprezentace prùbìhu algoritmu
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Obrázek 3: Metoda vìtvení a mezí: rozklad mno¾iny S v prùbìhu algoritmu

x1

x2

0

1

2

3

4

5

6

0 1 2 3 4 5 6

•

•

x1

x2

•

•

•0

1

2

3

4

5

6

0 1 2 3 4 5 6

5



3 a 4. Oba ji¾ mají celoèíselná øe¹ení, která porovnáme s dosud nejlep¹ím nalezeným. Vi-
díme, ¾e v uzlu 4 jsem na¹li optimální øe¹ení pùvodní celoèíselné úlohy. Tím výpoèet konèí.

Metoda vìtvení a mezí obvykle na reálných vìt¹ích úlohách nekonèí vyprázdnìním
fronty, ale buï vyèerpáním èasového limitu, napøíklad 1 hodina, nebo dosa¾ením po¾a-
dovaného rozdílu mezi dolní a horní mezí pro optimální hodnotu. Tyto meze postupnì
aktualizujeme v prùbìhu výpoètu, kde

• dolní mez získáme pomocí LP relaxace nebo duality,

• horní mez odpovídá pøípustnému celoèíselné øe¹ení s nejmen¹í hodnotou úèelové
funkce.

1.4 Dal¹í metody øe¹ení celoèíselných úloh

Existuje velké mno¾ství dal¹ích metod vhodných pro øe¹ení celoèíselných úloh. Uvádíme
pouze pøehled1:

• metoda seèných nadrovin (cutting plane method) { generování øezù vedoucí k apro-
ximaci conv(S), øezy odøezávají pouze prvky z P , které nejsou v S2,

• dynamické programování,

• metoda generování sloupcù (columnn generation),

• Bendersova dekompozice,

• heuristiky (konstrukèní heuristiky, tabu search, genetické algoritmy),

• . . .

Pøede¹lé algoritmy jsou obvykle kombinovány s branch-and-bound. Napøíklad kombinace
s metodou seèných nadrovin vede na tzv. branch-and-cut, kdy je metoda vìtvení a mezí
doplnìna o pøidávání øezù v uzlech stromu.

1.5 Totální unimodularita

Mù¾eme se setkat s úlohami se speciálním tvarem mno¾iny pøípustných øe¹ení, které je
mo¾né øe¹it pøímo pomocí algoritmù lineárního programování a dostaneme celoèíselné op-
timání øe¹ení. Matice A de�nující omezení musí mít speciální strukturu a vektor pravých
stran b musí být celoèíselný.

De�nice. Øekneme, ¾e matice A je totálnì unimodulární (TU), jestli¾e je determinant
ka¾dé její ètvercové podmatice roven +1, -1, nebo 0.

Je-li vektor pravých stran b celoèíselný, potom je ka¾dé bazické pøípustné øe¹ení ce-
loèíselné. Má-li tedy úloha optimální øe¹ení, potom existuje celoèíselné optimální bazické

1Více se mù¾ete dozvìdìt na pøedná¹ce Výpoèetní aspekty optimalizace
2Existují silné øezy, které zároveò de�nují opìrné nadroviny conv(S), a slabé øezy, která mají pouze

uvedenou vlastnost. Konstrukce silných øezù je obvykle velice nároèná.
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øe¹ení. Pro ka¾dou regulární ètvercovou podmatici B matice omezení (A|I) mù¾eme od-
vodit inverzní matici tak, ¾e pro její prvky platí

(B−1)ij = (−1)i+j |Bji|
|B|

,

kde matice Bji vznikne z B vynecháním øádku j a sloupce i. Díky pøedpokladu jsou
v¹echny prvky inverzní matice celoèíselné, proto je i ka¾dé bazické øe¹ení B−1b celoèíselné.

Dá se snadno ukázat, ¾e je-li A totálnì unimodulární, potom i AT , −A a (A|I) jsou
totálnì unimodulární.

Postaèující podmínkou pro totální unimodularitu je napøíklad, obsahuje-li ka¾dý slou-
pec matice právì jeden prvek +1, právì jeden -1 a ostaní jsou nulové. Není to v¹ak nutná
podmínka. Následující matice ji nesplòuje, av¹ak je totálnì unimodulární: 0 1 0

0 1 1
1 0 1

 .

Dá se ovìøit, ¾e matice omezení dopravního problému, se kterým jsme se seznámili, je
totálnì unimodulární. Omezení nevyvá¾eného problému jsou

−
n∑

j=1

xij ≥ −ai, i = 1, . . . ,m,

m∑
i=1

xij ≥ bj , j = 1, . . . , n,

pro nì¾ mù¾eme matici omezení zapsat jako

x11 x12 . . . x1n x21 . . . x2n . . . xm1 . . . xmn

-1 -1 . . . -1 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0
0 0 . . . 0 -1 . . . -1 . . . 0 . . . 0

...
...

...
...

0 0 . . . 0 0 . . . 0 . . . -1 . . . -1
1 0 . . . 0 1 . . . 0 . . . 1 . . . 0

...
...

...
...

0 0 . . . 1 0 . . . 1 . . . 0 . . . 1

V ka¾dém sloupci najdeme právì jeden prvek rovný -1 a 1. Ostatní jsou rovny nule.
Platí tedy, ¾e pro celoèíselné kapacity a poptávky existuje optimální rozvoz, který je té¾
celoèíselný.
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