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1.1 Motivace

Realné (smisené-)celociselné tilohy se vyskytuji v mnoha oblastech, kde pouze realné (spo-
jité) rozhodovaci proménné nestaci. Jako priklady uvedme

e Optimalizace portfolia — celoCiselné pocty akcii, modelovani fixnich transakénich
nakladi,

e Rozvrhovani — binirni proménné pfifazujici tlohy ke strojim,
e Ulohy rozvozu — binarni proménné identifikujici naslednika na, cesté vozidla.

My se budeme vénovat pouze linedrnim tlohdm s celociselnymi rozhodovacimi promén-
nymi. Existuje vSsak mnoho aplikaci, které vedou i na tlohy nelinearni. I pro né je k
dispozici mnoho teoretickych vysledku a specializovanych vypodetnich postupi.

Nejprve se podivime na motiva¢ni Glohu umisténi skladi (facility location problem),
kde je cilem minimalizovat naklady na vystavbu skladt a zaroven na dopravu z vysta-
vénych skladt k zdkaznikim. Jednd se tedy o rozsiteni dopravniho problému. Parametry
ulohy jsou

e i =1,...,m potencialni sklady/pobocky (facilities),
e j=1,...,n zdkaznici,
e ¢;; — ndklady za dodanou jednotku zdkaznikovi j ze skladu 1,
e f; — fixni ndklady na postaveni skladu ¢,
e K, — kapacita skladu ¢,
e D; — poptavka zdkaznika j.
Rozhodovaci proménné jsou potom

e 1;; > 0 — pfevezené mnozstvi ze skladu i k zdkaznikovi j,

e y; € {0,1} — bindrni rozhodovaci proménné, je-li sklad postaven y; = 1, neni-li
postaven y; = 0.

Ulohu mutizeme matematicky formulovat takto

m n m
min E E CijTij + E fiyi
Tij,Yi P

i=1 j=1
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s.t. ZIZ‘J‘ < Kiyi7 1= 1,.. ., M,
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i=1

xi; >0, y; € {0,1}.



Ucelové funkce udava niklady na pievoz a naklady na postaveni skladt. Naklady jsou
minimalizovany. Prvni omezeni rika, Ze je-li sklad ¢ postaven, tj. y; = 1, dodavky z néj
nemohou pfekrocit jeho kapacitu K;. Naopak neni-li postaven, tj. y; = 0, nem@ze z néj
byt nic dodano. Druhd omezeni zarucuji, Ze je rozvozem uspokojena poptdvka D; u vSech
zakazniki. Posledni jsou omezeni na rozhodovaci proménné: dodand mnozstvi jsou neza-
porné, sklad je bud postaven nebo ne.

Takovato tloha se nazyva smisené-celodiselnd nebo také smisené-bindrni, protoze ob-
sahuje realné (nezdporné) a celociselné (binarni) rozhodovaci proménné. V pfipadsé, ze je
rozvazené zbozi nedélitelné, napr. krabice, dostaneme prirozeny pozadavek na celoéiselnost
proménnych z;; € Zy, kde Z znac¢i nezdpornd cela cisla.

Do tlohy je mozné doplnit dalsi logickd omezeni, napt.

e je postaven nejvyse jeden ze skladu {i1,i2,i3}:
Yiy + Yiy T Yiz < 1,
e bud je postavena dvojice skladi {i4, 75} nebo zidny z nich
Yiy = Yis-
Obecné binarni proménné umoznuji modelovat logické relace.

1.2 Obecné vlastnosti celociselnych tiloh

Uvazujme obecnou celoc¢iselnou tlohu

min ¢’ x (1)
Az > b, (2)
r € Z. (3)

Predpokladaine, ze vSechny koeficienty v tloze jsou celociselné, resp. racionalni. Oznadéime
mnozinu piipustnych feSeni a jeji relaxaci

S = {ze€Z}: Ax > b}, (4)
P = {zeR}: Az >b}. (5)

Ztejmé plati S C P. Netrividlni je vSak nasledujici vztah mezi mnozinami
S C conv(S) C P.

Nebudeme zde uvadét dikaz, ale situaci si ukdzeme na obrazku 1 nasledujici mnoziny

xr1 +4xs > 5, (6)
3x1+2x0 > T, (7)
x1,T2 € Z:L_ (8)

Celo¢iselna mnozina S je na obrazcich oznacena kifzky. Cervené je pak zobrazena jeji
relaxace P, ktera je vymezena linedrnimi omezenimi véetné nezdpornosti. VSimnéte si, ze



Obrézek 1: Celociselnd mnozina S (ktiZe), relaxace P (&ervend) a konvexni obal conv(.S)
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nékteré krajni body relaxované mnoziny jsou neceloéiselné. Zajimavy je pak konvexni obal

celo¢iselnych bodi conv(S) zobrazeny modie. Pochopitelné v8echny krajni body obalu jsou

celoéiselné a patii do celo¢iselné mnoziny S. To nas vede k nasledujici ekvivalenci.
Phivodni celociselna dloha

To:ze8S (9)

min ¢
je ekvivalentni nasledujici tiloze linedrni programovéani (bez celoé¢iselnosti)

minc’z: x € conv(S), (10)

viz obrazek 1. AvSak zkonstruovat explicitni vyjadieni conv(S) je prakticky velice nidro¢né.
Je nutné odvodit velké mnozstvi tzv. ,silnych fezti“, které definuji conv(.5), coz je obvykle
témet nemozné. Pokud S # (), je mozné ukdzat nasledujici vztahy mezi krajnimi body a
sméry

ext(conv(S)) C P, extd(conv(S)) = extd(P).

V praktickych tlohéch, viz motivace, se obvykle zaroven vyskytuji celociselné a re-
alné rozhodovaci proménné. Dostédvame pak tlohu smiSeného-celociselného programovani
(mixed-integer programming)

min ¢z + d'y
s.t. Az + By > b,
rxeZl, yeRL.
Vice se ji zabyvat nebudeme. Jen poznamenejme, ze jeji vlastnost{ jsou kombinaci vlast-
nosti tloh s redlnymi a celoc¢iselnymi proménnymi.



1.3 Metoda vétveni a mezi (Branch—and-Bound)

Zakladni metodou profeseni celodiselnych tloh (nejen linedrnich) je metoda vétveni a mezi
(Branch-and-Bound). Metoda funguje na principu ,rozdél a panuj“. Necht M = M; U
My U ---U M, je rozklad mnoziny piipustnych feseni. Spoctéme minima pies jednotlivé
podmnoziny

= min f(x).
f; = min f(@)
Potom pro celkové minimum plati
min f(x) = min f;.
xe]\fff< ) j:l,...,rfj

Cilem je tedy rozdélit ptivodni tlohu na sérii mensich, které umime snize Fesit.

Postup metody vétveni a mezi reprezentujeme pomoci stromu, viz Obrazek 2, kde v
kazdém kroku (uzlu stromu) fesime redlnou linedrni tlohu (bez celociselnosti). Nalezeni
celo¢iselného optimalniho reseni ptvodni dlohy se snazime zarucéit pomoci néasledujicich
iterativnich kroki:

e Vyfeste tlohu LP z fronty (na poc¢atku fronta obsahuje ptivodni relaxovanou tlohu).

e Vétveni (branching): obsahuje-li optimalni FeSeni necelo¢iselnou slozku, napt. z;,
vytvofte dvé nové ilohy tak, ze pridame do formulace vyiesené ilohy pravé jedno z
nasledujicich omezeni z; < |Z;], x; > [#;]. Tim dojde k rozvétveni vyfesené tlohy.
Necelociselnou slozku mizeme vybrat libovolné.

e Omezeni (bounding): pamatuj si dosud nejlepsi nalezené celociselné Feseni, tj. to s
nejmensi hodnotou acelové funkce. Je-li optimalni hodnota LP tdlohy horsi (vyssi)
nez nejlepsi dosud nalezend pro celoé¢iselné feseni, nové vétve nevytviiej (zapomen),
optimalni hodnota by se totiz priddnim omezeni nezlepsila. Nevétvi ani LP dlohu s
celoCiselnym feSenim (ani to z principu neni nutné).

Priklad. VyuZzijeme mnoZzinu piipustnych feseni, se kterou jsme se jiz seznamili vyse.
Pridame linearni ucelovou funkci a fesime metodou vetvéni a mezi. Poznamenejme, Ze
jednotlivé dlohy, které v pribéhu algoritmu fesime, jsou tlohy linedrniho programovéni
bez celoé¢iselnosti.

min 4z + 5z (11)
x1+4xy > 5, (12)
3x1+2x9 > 7, (13)

T, 12 € ZY (14)

Strom reprezentujici pribéh algoritmu najdeme na obrazku 2. Obrézek 3 poté reprezentuje
postupny rozklad relaxované mnoziny piipustnych reseni. Napiiklad uzel 0 odpovida feseni
puvodni relaxované tlohy. Dostali jsem necelociselné obé slozky. Vybrali jsme si x; a pfi-
dali omezeni z; < [1.8] =1, resp. 1 > [1.8] = 2. V uzlu 1 doateneme celo¢iselné fesenti,
tedy uplatnime bounding a uzel dale nevétvime. Navic si zapamatujeme reSeni jako dosud
nejlepsi celociselné. Uzel 2 mé neceloc¢iselné teseni, pridame tedy dvé vétve vedouci na uzly



Obrazek 2: Metoda vétveni a mezi: stromova reprezentace prubéhu algoritmu
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Obrazek 3: Metoda vétveni a mezi: rozklad mnoZiny S v pribéhu algoritmu
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3 a 4. Oba jiz maji celodiselnd feseni, kterd porovname s dosud nejlepsim nalezenym. Vi-
dime, Ze v uzlu 4 jsem nasli optimalni feseni ptivodni celo¢iselné dlohy. Tim vypodet konci.

Metoda vétveni a mezi obvykle na realnych vétsich tlohach nekonéi vyprazdnénim
fronty, ale bud vycéerpdnim ¢asového limitu, napfiklad 1 hodina, nebo dosazenim poza-
dovaného rozdilu mezi dolni a horni mezi pro optimalni hodnotu. Tyto meze postupné
aktualizujeme v pribéhu vypodétu, kde

e dolni mez ziskdme pomoci LLP relaxace nebo duality,
e horni mez odpovida piipustnému celociselné feSeni s nejmensi hodnotou ucéelové
funkce.
1.4 Dalsi metody feseni celocdiselnych dloh

Existuje velké mnozstvi dalsich metod vhodnych pro feSeni celoc¢iselnych tloh. Uvadime
pouze piehled!:

e metoda seénych nadrovin (cutting plane method) — generovéni fezi vedouci k apro-
ximaci conv(S), fezy odfezdvaji pouze prvky z P, které nejsou v S?,

e dynamické programovani,

e metoda generovani sloupct (columnn generation),

e Bendersova dekompozice,

e heuristiky (konstrukéni heuristiky, tabu search, genetické algoritmy),
e ...

Predeslé algoritmy jsou obvykle kombinoviny s branch-and-bound. Napiiklad kombinace
s metodou secnych nadrovin vede na tzv. branch-and-cut, kdy je metoda vétveni a mezi
doplnéna o pridavani fezl v uzlech stromu.

1.5 Totalni unimodularita

Mtzeme se setkat s tllohami se specidlnim tvarem mnoziny pripustnych feseni, které je
mozné tesit pirimo pomoci algoritmi linearniho programovan{ a dostaneme celoc¢iselné op-
timani feseni. Matice A definujici omezeni musi mit specidlni strukturu a vektor pravych
stran b musi byt celociselny.

Definice. Rekneme, 7e matice A je totalnd unimoduléarni (TU), jestlize je determinant
kazdé jeji ¢tvercové podmatice roven +1, -1, nebo 0.

Je-li vektor pravych stran b celociselny, potom je kazdé bazické ptipustné reSeni ce-
loc¢iselné. Ma-li tedy tloha optimalni feSeni, potom existuje celoéiselné optimalni bazické

1Vice se mizete dozvédét na prednadce Vypocetni aspekty optimalizace
2Existuji silné fezy, které zarovenn definuji opérné nadroviny conv(S), a slabé fezy, kterd maji pouze
uvedenou vlastnost. Konstrukce silnych fezi je obvykle velice ndro¢na.



feSeni. Pro kazdou reguldrni ¢tvercovou podmatici B matice omezeni (A|l) mizeme od-
vodit inverzni matici tak, ze pro jeji prvky plati
_ +; | Biil
(B™1i = (=)™ =25,
| Bl
kde matice Bj; vznikne z B vynechanim fddku j a sloupce i. Diky predpokladu jsou
viechny prvky inverzni matice celoéiselné, proto je i kazdé bazické feseni B~'b celoéiselné.

D4 se snadno ukazat, Ze je-li A totalnd unimodularni, potom i AT, —A a (A|I) jsou
totalné unimodularni.

Postacujici podminkou pro totalni unimodularitu je naptiklad, obsahuje-li kazdy slou-
pec matice pravé jeden prvek +1, pravé jeden -1 a ostani jsou nulové. Neni to vSak nutna
podminka. Nasledujici matice ji nespliiuje, avSak je totdlné unimodulérni:

010
011
1 01

D4 se ovérit, ze matice omezeni dopravniho problému, se kterym jsme se seznamili, je
totadlné unimodularni. Omezeni nevyvazeného problému jsou

n
- E xijZ—ai, i=1,...,m,
j=1

m
Z.ﬁ@‘ ij, jzl,...,n,
1=1

pro néz mizeme matici omezeni zapsat jako

11 12 Tin T21 Ton Im1l Tmn
e T | 0o ... 0o ... 0 0
0 0o ... 0 R 0o ... 0
0 0 0 0 0 -1 -1
1 0 0 1 0 1 0
0 0o ... 1 0o ... 1 ... 0o ... 1

V kazdém sloupci najdeme pravé jeden prvek rovny -1 a 1. Ostatni jsou rovny nule.
Plati tedy, Ze pro celociselné kapacity a poptavky existuje optimdlni rozvoz, ktery je téz
celociselny.

Reference

[1] Wolsey LA (1998). Integer programming. Wiley-Interscience series in discrete
mathematics and optimization, J. Wiley & sons, New York (N.Y.), Chichester,
Weinheim.



