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Motivace

3 firmy:

Suroviny (vstupy) | 3| 6 |3
Vyrobky (vystupy) || 7 | 11 | 5

Kterad pracuje nejlépe — efektivné — eficientné?
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@ Co kdyZ zdvojnasobenim vstupli nemiizu zdvojnasobit vyrobu?



-
Decision Making Units

VyZetfujeme eficienci homogennich jednotek (Decision Making Units,
DMU), j =1,...,n, na ziklad&

e Vstupl: X = {x;}, i =1,..., m, preferujeme niZsi hodnoty,
o Vystupii: Y ={y,}, r=1,...,s, preferujeme vy3si hodnoty.

P¥edpokladame, Ze data jsou kladna.



-
P¥iklad — bankovni pobotky

Vstupy

@ polet zaméstnanci (déle déleno dle kvalifikace: junior, senior,
vedoucf)

@ rozloha pobocky
@ mzdové/nemzdové naklady
Vystupy
@ polet uzavrenych smluv (b&Zny G&et, hypotéka, spottebitelskd pljcka,
pojisté&ni)

@ pocet nové ziskanych klientd
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-
Pt¥iklad — fakulty

Vstupy

@ polet zaméstnanci (déle déleno dle kvalifikace: asistent, docent,
profesor)

@ pocet studentli, ktefi nastoupi do 1. ro¢niku
Vystupy

@ pocet védeckych publikaci

@ potet absolventd (Bc., Mgr., Ph.D.)
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-
Charnes—Cooper—Rhodes (CCR) model

Linedrn& frakciondlni formulace

Posouzenf eficience jednotky! 0 € {1,...,n}

s
max Zr:l Uryro
Ur, Vi Z,n;l Vi Xio

Zi:l Uryrj
Doy VX

ur

(VAN
\.l—‘
.
I
\.l—‘
e

VvV 1V

Vi
Kazda jednotka dostane pro ni nejvyhodnégjsi vahy u,, v;.

Jednotka 0 je eficientni, pravé kdyz je optimalni hodnota rovna jedné, a
neeficientni, pravé kdyz je optimalni hodnota mensi nez jedna.

'Pouzivame tradi¥ni znateni z DEA literatury, které v&ak neni-tipln& prehledné.



Charnesova—Cooperova transformace

Ulohu je mozné prevést na LP pomoci Charnesovy—Cooperovy
transformace. PoloZime

1
t = m ,
Z,‘:1 ViXijo
up = t-up,
v, = t-v,

&¢imz odstranime podily a ziskdme tlohu LP ..
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Charnes—Cooper—Rhodes (CCR) model

Multiplikatorova formulace

LP po Charnesové—Cooperové transformaci:

S
maxXx E uryro
Ur,Vi
r=1

s.t.

m
E ViXio =
i=1

S m
E Uryrj — E viXj <
r=1 i=1
u =
vi 2

1,

07j:17 7n7

7r7]‘7' 757
i=1,. m.
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-
Charnes—Cooper—Rhodes (CCR) model

Dudlni reformulace

Dualita v LP — primarni tloha:

Vi . Vm ui . Us
>0 ... >0 >0 ... >0
X10 “en Xm0 0 e 0 == 1
—=X11  +-+ Xm1 Y1z ... Y | < |0
—Xtn -~ Xmn Yin ... Ysn < 0
0 - 0 Yo ... Yso | max



-
Charnes—Cooper—Rhodes (CCR) model

Dudlni reformulace

Dualita v LP — primarni a dudlni dloha:

Vi . Vm up . Us
>0 ... >0 >0 ... >0
0 eR X10 oo Xmo 0 . 0 = 1
M| 20| —xa1 ... Xm yn ... Ya | < 0
An | 20| =x1n ... Xmn Yin .. Ysn < 0
> > = > min
0 0 yio ... VYso | max
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-
Charnes—Cooper—Rhodes (CCR) model

DudlIni (obalovd) formulace — orientace na vstupy

min 6
0\

n
s.t. Z )\J'X,'J'
j=1

n
ZAjer > Y0, r:]-a-"vsv
=1

IA

9X,‘0, izl,...,m,

A > 0,j=1....n

Interpretace: kazdé omezeni odpovida jednomu vstupu i, resp. vystupu r.
Linedrni kombinace vystupl dosahuje nejméné trovné vystupl vySetfované
jednotky 0. Linedrni kombinace vstupti dosahuje nejvyse trovné vstupt

jednotky 0 a je-li moZna redukce v8ech vstupi, tedy 8 < 1, je vySetfovana
jednotka 0 neeficientni. Neni-li redukce mozn3, tedy 6 =1, je O eficientni.



-
Charnes—Cooper—Rhodes (CCR) model

Multiplikatorova formulace

P¥idame infinitezimalni € > 0, aby byly v8echny vstupy a vystupy zahrnuty

S
maxE UrYro
Uur,Vvj
r=1
s.t.
m
E vixip = 1,
i=1
S m
g Uryrj — E ViXij < 07 ./: 17 ) 1y
r=1 i=1
ur 2 €, = 17 » S,
vi > g, i=1, ,m
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-
Charnes—Cooper—Rhodes (CCR) model

Dudlni reformulace

Vi Vm u Us
>0 >0 >0 >0
0 eR X10 Xm0 0 0 = 1
A | >0 | —x11 Xml Y11 ys1 | < 0
An | 20 | —x1p Xmn  Y1n Ysn < 0
s; | >0] -1 0 0 0 < —€
Sy | =0 0 -1 0 0 < —£
s | >0 0 0 -1 0 < | —¢
st | >0 0 0 0 -1 < | —¢
> > > > min
0 0y ¥s0 | max
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-
Charnes—Cooper—Rhodes (CCR) model

Dudlni (obalovd) formulace

V dudlni formulaci dostdvame skluzové proménné s, s;" s penalizaci v
Gcelové funkci:

m S
mip+9 — 5<Zsi+25,+>
i o i=1 r=1

97)‘j75, »3r
S.t.
n
E )\J'X,'j—i-S,-_ = Oxjo, i=1,...,m,
j=1
n
E + _
)\jyrj S, = Yro, = 1,...,57
j=1
>\J > 07 J_ 17 > 1,
SF 2 9 I = ’ , M,
+ _
S, > ,r=1...,s
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-
Klasifikace jednotek

Necht 6%, s7*, s;™* je optimdlni FeSeni, potom jednotka 0 je
@ Neeficientni, pokud 6* < 1.

o Slabé eficientni, pokud 6* = 1 a existuje kladna skluzova promé&nng,
tj. s: " >0 nebo si*>0.

o Silné eficientni, pokud 6* = 1 a v3echny skluzové promé&nné jsou
nulové, tj. s-* =0, Vias ™ =0, Vr.
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Production possibility set

MnoZina moZnych produkti
n
PPS =< (x,y): xi = Z)\XU, Yy = Z)\jy,j, Aj=>0
j=1

Obsahuje skutetné jednotky i umé&lé, které jsou vytvoreny jako nezdporné
kombinace (nezdporny obal) skuteZnych jednotek. Vi&i této mnozing je
stanovena (ne-)eficience jednotek.
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Vynosy z rozsahu

Vznika otdzka: Rostou se vstupy proporciondln& i vystupy, je to
technologicky mozné? Tj. plati

o (x,y) € PPS, a >0 = (ax,ay) € PPS?

Plati-li, konstantni vynosy z rozsahu (Constant Returns to Scale — CRS).

Neplati-li, variabilni vynosy z rozsahu (Variable Returns to Scale —
VRS): modifikace na konvexni obal

n n n
PPSYRS = S (x.y) 0 xi= D Aixiy yr = ) Ayis )_Ai=1 420
j=1 j=1 j=1



Vynosy z rozsahu
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Vynosy z rozsahu

Z obrazku vidime:
@ CRS vede na nejmensi konvexni kuZel obsahujici data,
@ VRS uvaZuje horni konvexn{ obal dat.

Zaroveii je ziejmé, Ze kazda CRS eficientni jednotka je i VRS eficientni,
naopak to ale neplati.
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-
Banker—Charnes—Cooper (BCC) model

DudlIni (obalovd) formulace — orientace na vstupy

min 6 — 5<Zm:si+zsjsr+>
i=1 r=1

G,Aj,si_,sf
s.t.
n
Z)\jx;j—i—sf = Oxjo, i=1,...,m,
j=1
n
Z)\jy,j—s, = Yo, r=1,...,s,
Jj=1
n
)\j = 1,
Jj=1
- +
>\J > 0,57 20,520
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-
Ptiklad — 3 firmy

Suroviny (vstupy) || 3| 6 |3
Vyrobky (vystupy) || 7 | 11 | 5

Polozme ¢ =0

@ CRS eficientni: firma 1

fl. =1
f2: 6* =0.786
f3: * =0.714

@ VRS eficientni: firmy 1 a 2

fl: 0* =1
f2: * =1
f3: 6* =7
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-
Ptiklad — 3 firmy

~—

Suroviny (vstupy
Vyrobky (vystupy

~—

Polozme ¢ =0

@ CRS eficientni: firma 1

fl. % =
f2: 6* =0.786
f3: 0* =0.714
@ VRS eficientni: firmy 1 a2i3
fl. * =1
2. 0* =

f3: 0* =1 (vstupy uZ nejdou zlepsit — model orientovany na vystupy)
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-
Banker—Charnes—Cooper (BCC) model

Dudlni (obalovd) formulace — orientace na vystupy

m S
max ¢ + ¢ (Z si + Z s,+>
' i=1 r=1

507)‘]’5, 75;F
s.t.
n
Z)\J'X,'J'—I-Si_ = Xj, I=1,...,m,
j=1
n
Z)‘jyrj_sf = P Yro, r:]-a"'asu
j=1
n
2N = L
=1
- +
A > 0,5 >0 s5>0
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-
Dalsi DEA modely

v

Tone (2001) slack-based model = model zaloZeny (Zist&) na skluzovych
proménnych:

1—-1/mY " si /xio

min
0 s +
Noswst 1+ /s ;15" /yro
s.t.

n

E /\J-x,-j—i—si_ = Xj, I=1,...,m,
j=1

n

+ _

g Ay —5S = Yy, r=1,...,s,
j=1

Aj > 0,57 >0, s >0.

Charnesova—Cooperova transformace na LP (na cvieni).
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N
DEA ve financich

@ Chceme porovnat napfiklad n investi¢nich fondd charakterizovanych
nahodnymi vynosy R;.

o Vstupy: miry rizika, transakéni ndklady, ...

@ Vystupy: miry vynosnosti, ...

UvaZujme jednoduchy model s jednim vstupem a vystupem
xij = CVaRo.o5(R;), y1j = E[R)].

P¥edpokladejme, e CVaRg g5 je pro nade fondy kladny?.

2Tento ptedpoklad Ize vynechat p¥i pouZiti obecn&jsich DEA modeli.
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N
DEA ve financich

(BCC=VRS) model v dudlni form&

min 6
0.\

st. > AjCVaRoos(R))

j=1
> NE[R)]
j=1
hRY
j=1
Aj

IA

v

Y

6 - CVaRg.05(Ro),
E[Ro],

1,
0,j=1,...,n
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Zatimco y 71 N E[R)] je otekdvany vynos portfolia, prvni omezenf
predstavuje pouze horni mez pro riziko portfolia, nebot (diky konvexit&
CVaRu) dostdvame

Z )\j CV&R0.95(R_,') > CVaRg o5 Z )\_,' Rj
J=1 j=1
BCC model nadhodnocuje skére — DEA model s diverzifikaci
min 6

By

st. CVaRoos | A R;
Jj=1

i NE[R] = E[R,
j=1

IN

9 . CV&RO‘%(R()),

n
SN = 1,5>0j=1....n
j=1
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-
Dalsi DEA modely

Supereficience — sefazeni eficientnich jednotek
Ndhodnd data (chance-constrained DEA)
Zaporna/redlnd data (DEA based on directional-distance measure)

Dynamické /viceperiodické modely (dynamic/network DEA)
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