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. Necht I = (f1,..., fnu), J = (g1, ..., gm) jsou idedly z T'[x1, ..., zx]. Dokazte:
(a) I+J= <f1a "'af?“wgl? ~-~>gm>7
(b) IJ = (figj [1<i<n,1<j<m),

(¢) INJ = (214 (1—-2)J)NT[xy,...,xk], kde z je nova proménna a zI a (1 — z)J chapeme jako
idealy v (T'[x1,...,zk])[#] generované mnozinami zI a (1 — z)J. Tedy dle pfedchozi ¢asti jako
2l =(zf1,..., 2fn)Tlar,....0x,2 @ analogicky (1 —z)J.

. Necht jsou I, J idealy v Tz, ..., xx], dokazte:
(a) VIDNV(J)=V({I +J),
(b) V(HUV(J)=V(J).

Na zakladé téchto pozorovani formulujte algoritmus, ktery pro dané algebraické mnoziny A, B a
jejich algebraicka vyjadieni A = V(f1,..., fn) a B = V(¢1,...,gm) spoCita algebraické vyjadfent
ANBaAUB.

. Necht R je Grobnerova béaze idedlu I < T'[z1,...,zx] V8l <ppx 1 < ... < x). Eliminani lemma
tika, ze pro kazdé 1 =1,...,k je

I N T[xl, e ,Z‘i] = <Rﬂ T[J,‘l, e ?'ri]>T[ZE17...,(Ei]'
Dokaizte, 7e RN T|x1,...,2;] je navic Grobnerova baze idedlu I N T[zq,. .., z;].

. Kolik feseni ma néasledujici soustava v Q a v C? Reste pomoci Groberovych bazi. Muzete si pomoci
SageMath.

(a)
1+ 222 +y? + 42%y? + 222y = 0
zy? + oyt =0.

z? =2y’ +1=0
ry —2y* +x=0.
. Naleznéte viechna FeSeni nad Q nasledujici soustavy. Reste pomoci Groberovych bazi s <rpx
r <y < z. MiZzete si pomoci SageMath.
vyt —y —ayty+at—x=0

yztay’ —y  —ay+y—1=0
yz—1=0

. Necht T' < S jsou télesa. Necht g, f1, ..., fn € T[x1,...,x] anecht existuji hy, ..., h, € S[z1,..., k)
tak, ze . | h;f; = g. S pomoci Grobnerovych bazi dokazte, Ze pak existujicy ..., ¢, € Tz1,. .., zk]
tak, ze > ., ¢;fi = g. Tedy ze pokud g € (f1,..., Jn)Star,.zn]s PAK 1 G € (f1, oy fo)Tlay,. 2]
Specidlné 1 € (f1,. .., fa)Sfer,en] == 1 E€(f1, s fu)Tler, . on]-
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Necht T' < S jsou télesa a necht navic T je algebraicky uzaviené. M&me fi,..., f, € T|x1,...,zx].
Ukazte, Ze je-li V(f1,..., fn)r =0, pak i V(f1,..., fn)s = 0. Tedy pokud soustava nem4 feseni v
algebraicky uzavieném télese, pak nemé feSeni v zddném jiném nadtélese.

Ukazte, Ze problém uréit zda polynom p(Z) nalezi danému idedlu I < Q[Z] je NP-tézky, pomoci
redukce SATu na tento problém. Népovéda: Nejprve si to rozmyslete pro situaci v C[Z] a z toho
odvodte, i situaci v Q[Z]. Mize se hodit Dusledek 22.3 ze skript.

Poznamka. Poznamenejme, Ze problém nalezeni idedlu je dokonce EXPSPACE-uplny, a proto
nelezi v NP.

Necht T je algebraicky uzaviené téleso, R C T[x1,...,x)] Grobnerova baze vzhledem k <ppx s
x1 < -+ < xg. Dokazte, ze pak V(R) je konefnd <= pro kazdé i = 1,...,k existuje polynom
fi € R tak, ze 1t(f;) = P pro n&jaké n € Ny (specialné f € T[z1,...,x;]). Pozn. = je naro¢néjsi).

Necht T je téleso a A C T* kone¢na. Ukazte, Ze pak existuji polynomy fi,..., fr tak, Ze f; €
Tlx1,...,x;] a A=V (f1,..., fr). Tedy A lze popsat jako FeSeni soustavy rovnic

fi(z1) =0
fa(z1,22) =0
fe(z1,22,...,25) =0

Napovéda: interpolace ve vice proménnych.
(a) Necht T je t&leso a M € T™*™ je matice. UkaZte, ze rank(M) = k <= M obsahuje regularni
k x k podmatici a neobsahuje zadnou vétsi takovou.

(b) Necht T' < S jsou t&lesa, M € T™*™ b € T™ a necht mé soustava linearnich rovnic Mz = b
feSeni nad S. Ukazte, Ze pak mé FeSeni i nad T'.

(¢) Necht f1,...,fx € T[x1,...,@pm], T < S télesa a s1,...,s, € S tak, ze Zle s; fi = 1. Plati
potom, Ze existuji tq,...,t, € T tak, Ze:

K
D tifi=12
1=1

(Pozn. s; i t; jsou prvky piislusného télesa, nikoli polynomy.)

(d) Bez pouziti Grébnerovych bazi dokazte cvideni @



