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1. Nechť I = ⟨f1, ..., fn⟩, J = ⟨g1, ..., gm⟩ jsou ideály z T [x1, ..., xk]. Dokažte:

(a) I + J = ⟨f1, ..., fn, g1, ..., gm⟩,
(b) IJ = ⟨figj | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m⟩,
(c) I ∩ J = (zI + (1− z)J) ∩ T [x1, ..., xk], kde z je nová proměnná a zI a (1− z)J chápeme jako

ideály v (T [x1, . . . , xk])[z] generované množinami zI a (1− z)J . Tedy dle předchozí části jako
zI = ⟨zf1, . . . , zfn⟩T [x1,...,xk,z] a analogicky (1− z)J .

2. Nechť jsou I, J ideály v T [x1, . . . , xk], dokažte:

(a) V (I) ∩ V (J) = V (I + J),
(b) V (I) ∪ V (J) = V (IJ).

Na základě těchto pozorování formulujte algoritmus, který pro dané algebraické množiny A, B a
jejich algebraická vyjádření A = V (f1, ..., fn) a B = V (g1, ..., gm) spočítá algebraické vyjádření
A ∩B a A ∪B.

3. Nechť R je Gröbnerova báze ideálu I < T [x1, . . . , xk] vůči <LEX x1 < . . . < xk. Eliminační lemma
říká, že pro každé i = 1, . . . , k je

I ∩ T [x1, . . . , xi] = ⟨R ∩ T [x1, . . . , xi]⟩T [x1,...,xi].

Dokažte, že R ∩ T [x1, . . . , xi] je navíc Gröbnerova báze ideálu I ∩ T [x1, . . . , xi].

4. Kolik řešení má následující soustava v Q a v C? Řešte pomocí Gröberových bazí. Můžete si pomoci
SageMath.

(a)

1 + 2x2 + y2 + 4x2y2 + 2x2y4 = 0

xy2 + xy4 = 0.

(b)

x2 − 2xy2 + 1 = 0

xy − 2y2 + x = 0.

5. Nalezněte všechna řešení nad Q následující soustavy. Řešte pomocí Gröberových bazí s <LEX

x < y < z. Můžete si pomoci SageMath.

xy2 − y2 − xy + y + x2 − x = 0

yz + xy2 − y2 − xy + y − 1 = 0

yz − 1 = 0

6. Nechť T ≤ S jsou tělesa. Nechť g, f1, . . . , fn ∈ T [x1, . . . , xk] a nechť existují h1, . . . , hn ∈ S[x1, . . . , xk]
tak, že

∑︁n
i=1 hifi = g. S pomocí Gröbnerových bazí dokažte, že pak existují c1 . . . , cn ∈ T [x1, . . . , xk]

tak, že
∑︁n

i=1 cifi = g. Tedy že pokud g ∈ ⟨f1, . . . , fn⟩S[x1,...,xk], pak i g ∈ ⟨f1, . . . , fn⟩T [x1,...,xk].
Speciálně 1 ∈ ⟨f1, . . . , fn⟩S[x1,...,xk] ⇐⇒ 1 ∈ ⟨f1, . . . , fn⟩T [x1,...,xk].
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7. Nechť T ≤ S jsou tělesa a nechť navíc T je algebraicky uzavřené. Mějme f1, . . . , fn ∈ T [x1, . . . , xk].
Ukažte, že je-li V (f1, . . . , fn)T = ∅, pak i V (f1, . . . , fn)S = ∅. Tedy pokud soustava nemá řešení v
algebraicky uzavřeném tělese, pak nemá řešení v žádném jiném nadtělese.

8. Ukažte, že problém určit zda polynom p(x) náleží danému ideálu I ≤ Q[x] je NP-těžký, pomocí
redukce SATu na tento problém. Nápověda: Nejprve si to rozmyslete pro situaci v C[x] a z toho
odvoďte, i situaci v Q[x]. Může se hodit Důsledek 22.3 ze skript.

Poznámka. Poznamenejme, že problém náležení ideálu je dokonce EXPSPACE-úplný, a proto
neleží v NP.

9. Nechť T je algebraicky uzavřené těleso, R ⊂ T [x1, . . . , xk] Gröbnerova báze vzhledem k <LEX s
x1 < · · · < xk. Dokažte, že pak V (R) je konečná ⇐⇒ pro každé i = 1, . . . , k existuje polynom
fi ∈ R tak, že lt(fi) = xn

i pro nějaké n ∈ N0 (speciálně f ∈ T [x1, . . . , xi]). Pozn. ⇒ je náročnější).

10. Nechť T je těleso a A ⊂ T k konečná. Ukažte, že pak existují polynomy f1, . . . , fk tak, že fi ∈
T [x1, . . . , xi] a A = V (f1, . . . , fk). Tedy A lze popsat jako řešení soustavy rovnic

f1(x1) = 0

f2(x1, x2) = 0

...
fk(x1, x2, . . . , xk) = 0

Nápověda: interpolace ve více proměnných.

11. (a) Nechť T je těleso a M ∈ Tm×n je matice. Ukažte, že rank(M) = k ⇐⇒ M obsahuje regulární
k × k podmatici a neobsahuje žádnou větší takovou.

(b) Nechť T ≤ S jsou tělesa, M ∈ Tm×n, b ∈ Tm a nechť má soustava lineárních rovnic Mx = b
řešení nad S. Ukažte, že pak má řešení i nad T .

(c) Nechť f1, . . . , fk ∈ T [x1, . . . , xm], T ≤ S tělesa a s1, . . . , sk ∈ S tak, že
∑︁k

i=1 sifi = 1. Platí
potom, že existují t1, . . . , tk ∈ T tak, že:

k∑︂
i=1

tifi = 1?

(Pozn. si i ti jsou prvky příslušného tělesa, nikoli polynomy.)

(d) Bez použití Gröbnerových bází dokažte cvičení 6.

2


