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Teoreticka Cast

. Mé&jme I = (f1, fo, ..., fn) idedl v T[z1,. .., 2k a ndjaké pFipustné usporadéani na termech a odvo-
zené ostré usporadani na polynomech >> v T[x1, ..., x]. Dale mé&jme faktor R = T'[z1,...,zx|/1.
Uvédomte si, Ze pro kazdou rozkladovou t¥idu g4I € R existuje pravé jeden prvek h € Tz, . .., xk]

tak, ze g+ I = h+ 1 a h je terminal vi¢i >>. Navic si uvédomte, jak lze vysSe uvedeny prvek h s

pomoci Grébnerovy baze najit. (Specialné si uvédomte, ze pokud gy % g2, pak g1 + T =go+1.)
. Najdéte normovanou redukovanou Groébnerovu bazi idedlu

(ry —z+1,2y* +y) < Qlz,y]
pro <grex,x > y. Patif x3y? — 22y + 32 do tohoto idealu?

. Najdéte normovanou redukovanou Grébnerovu bazi idedlu

(@ =y, 2y — 1) < Qlz,y]
pro <rpx,z > y. Patii 2y — x + 3 do tohoto ide4lu?
. Necht I = (f1,..., fnu), J = (g1, .., gm) jsou idedly z T'[z1, ..., zx]. Dokazte:
(@) IT+J={(f1, s fns 91, Gm)s
(b) IJ=(figj[1<i<n1<j<m),

(¢) INJ = (214 (1—-2)J)NT[xy,...,xk], kde z je nova proménné a zI a (1 — z)J chapeme jako
idealy v (T'[x1, ..., zk])[#] generované mnozinami zI a (1 — z)J. Tedy dle piedchozi ¢asti jako
2l = (2f1, s 2fn)Tlar,....00,2) @ analogicky (1 — z)J.

. Necht jsou I, J idealy v Tz, ..., 2], dokazte:

(a) V(1) NV(J)
(b) V(D) UV(J)

V(I+J),
V(1J).

Na zakladé téchto pozorovani formulujte algoritmus, ktery pro dané algebraické mnoziny A, B a
jejich algebraicka vyjadieni A = V(f1,..., fn) a B = V(¢1,...,gm) spoCita algebraické vyjadient
ANBaAUB.

. Dokazte, Ze R je Grobnerova baze idealu I = (R) pravé tehdy, kdyz (1t(R)) = (1t(I)) . Rozumi se
1t(U) = {lt(u) : u € U}. Dokazte tuto vétu bez pouziti véty 21.1. MiZe se hodit dokazat nejprve
tvrzeni [1

. Necht R C T[z1,...,x,]. Necht pro kazdy polynom f € (R) plati f . Dokazte, 7ze pak R je
Grobnerova baze idealu (R). Dokazte tohle tvrzeni bez pouZiti véty 21.1.

. Ukazte, 7e T[x1,xa,...,x;] neni obor hlavnich idedlid pro k > 2, a tedy Ze speciilné zde nutné
neplati rovnost, ktera plati v T'[x], tedy (f, g) = (ged(f,g)).

. Necht T je algebraicky uzaviené téleso a necht f € T'[z,y]. Ukazte, Ze pak V(f) je bud prazdna,
nebo nekone¢na.
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(a) Necht T je t&leso a M € T™*™ je matice. UkaZte, Ze rank(M) = k <= M obsahuje regularni
k x k podmatici a neobsahuje zddnou vétsi takovou.

(b) Necht T' < S jsou t&lesa, M € T™*™ b € T™ a necht ma soustava linearnich rovnic Mz = b
feSeni nad S. Ukazte, Ze pak mé FeSeni i nad 7.

(¢) Necht f1,...,fx € T[x1,..., 2], T < S télesa a s1,...,s;, € S tak, Ze Zle sifi = 1. Plati
potom, Ze existuji t1,...,tx € T tak, Ze:

k
Z tifi =17
=1

(Pozn. s; it; jsou prvky piislusného télesa, nikoli polynomy.)

(d) Necht T" < S jsou télesa. Necht g, f1,..., fn € T[z1,...,2%] & necht existuji hy,...,h, €
Slz1, ...,z tak, ze > i hif; = g. UkaZte, ze pak existuji ¢1 ..., ¢, € T|z1,...,x) tak, ze
Yo cifi =g. Tedy ze pokud g € (f1,..., fn)S[wy,...zn]> PAK1 G € (1, s fa)Tloy, . 20)-

(e) Dokazte Gast bez pouziti Grobnerovych bazi.

Vypocetni Cast

. Zopakujte si, jakym zpisobem funguje uspofadéni na termech v SageMath.

https://doc.sagemath.org/html/en/reference/polynomial_rings/sage/rings/polynomial/term_order.html

. Nastudujte si, jakym zptisobem funguji idealy a Grébnerovy baze v SageMath.

https://doc.sagemath.org/html/en/reference/polynomial_rings/sage/rings/polynomial/multi_polynomial_ideal.html

. Overte 2] Bl pomoci SageMath.

. Své vysledky samotného Buchbergerova algoritmu u [2] [3] si mizete ovéFit také pomoci SageMath.

https://doc.sagemath.org/html/en/reference/polynomial_rings/sage/rings/polynomial/toy_buchberger.html
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