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. Necht R je Grobnerova baze idedlu I < T'[z1,..., x| vidi <pgx 1 < ... < zj. Eliminaéni lemma
tika, ze pro kazdé i =1,...,k je

IﬂT[J]h...,:Ei]:<RﬂT[.’1?1,...,J}i}>T[I1 _____ 4]

Dokazte, zZe RN T[x1,...,x;] je navic Grébnerova baze idedlu I N T'[z1,. .., z;].
. Necht T je algebraicky uzaviené t&leso, R C T[x1,...,z] Grobnerova baze vzhledem k <;gx s
1 < --- < xg. Dokazte, Ze pak V(R) je konetnd <= pro kazdé i = 1,...,k existuje polynom

fi € R tak, ze It(f;) = «f pro n&jaké n € Ny (specialné f € T[z1,...,x;]).

Poznamka. Uvédomte si, jak lze pomoci tohoto tvrzeni rozhodnout, zda je V(R) kone¢n4, a poté
spocitat vSechny jeji prvky, mame-li po ruce ordkulum, které umi spocitat kofeny polynomu v jedné
promeénné.

. Kolik Fesenf mé nésledujici soustava v Q a v C? Reste pomoci Groberovych bazi. MiZete si pomoci
SageMath.

(a)
1+ 222 + y? + 422y? + 222y = 0
zy? + oyt =0.

2?2 =229 +1=0
zy —2y* +2=0.

. Naleznéte vSechna feSeni nad Q néasledujici soustavy. Reste pomoci Groéberovych bazi s <ppx
r <y < z. MiZzete si pomoci SageMath.

vyt~ —ayty+a—x=0
yz+ayt —y  —ay+y—1=0
yz—1=0

. Necht T' < S jsou télesa. Necht g, f1,..., fn € T[21,. .., x| anecht existuji hy,..., hy, € Slx1,..., 2k
tak, ze >, h;f; = g. S pomoci Grobnerovych bazi dokazte, ze pak existujic ..., c, € Tz1,. .., zk]
tak, ze >, ¢;f; = g. Tedy ze pokud g € (f1,.. ) Serswn]s PAK T G € (fio oo fo)Tloy,.. -

Specidlné 1 € (f1,..., fa)S[er,en] == 1€ (f1,0 s fn)Tlar, . on]-
. Ukazte, 7e problém urcit zda polynom p(Z) nalezi danému idealu I < Q[Z] je NP-tézky, pomoci

redukce SATu na tento problém. Napovéda: Nejprve si to rozmyslete pro situaci v C[z]. Mize se
hodit Diisledek 22.3 ze skript.

Poznamka. Poznamenejme, Ze problém nalezeni idedlu je dokonce EXPSPACE-uplny, a proto
nelezi v NP.
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7. Necht T' < S jsou télesa a necht navic T je algebraicky uzaviené. Mé&jme f1,..., fn € T[z1,...,zk].
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14.
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Ukazte, Ze je-li V(f1,..., fn)r =0, pak i V(f1,..., fn)s = 0. Tedy pokud soustava nem4 feseni v
algebraicky uzavieném télese, pak nemé feSeni v zddném jiném nadtélese.

Necht T je téleso a A C T* kone¢na. Ukazte, Ze pak existuji polynomy fi,..., fr tak, Ze f; €
Tlxy,...,x;] a A=V (f1,..., fr). Tedy A lze popsat jako FeSeni soustavy rovnic
fi(z1) =0
f2(£17 1'2) = 0
fe(z1,m2,...,2) =0

Népovéda: interpolace ve vice proménnych.

Vyfeste nésledujici nelinedrni optimaliza¢ni problém pomoci Lagrangeovych multiplikatora: Na-
jdéte vSechna maxima a minima polynomu f = 2%y — 2zy + y + 1 na jednotkové kruznici S =
{(u,v) € R?: g(u,v) = 0}, kde g(u,v) = 22 + y* — 1. Napovéda: Vytvoite systém polynomilnich
rovnic

g=0 a Vf—-—2zVg=0,

kde z je nova proménna. Spo¢téte Grobnerovu béazi idedlu generovaného témito rovnicemi vzhledem
k < LEX s z > x > y. Z toho jiz naleznéte body extrému na S. MuZzete si pomoci Sagemath.

Necht T' < S jsou télesa, M € T™*" b € T™ a necht ma soustava linearnich rovnic Mz = b FeSeni
nad S. Ukazte, ze pak mé& TeSen{ i nad T.

Necht f1,..., fx € T[xz1,..., 2], T < S télesa a sq,...,s, € S tak, Ze Zle sif; = 1. Plati potom,
Ze existuji {t1,...,tx} € T tak, ze:

k
> tifi =17
i=1

* DokaZte cvideni [5| bez pouZziti znalosti Grobnerovych bazi, pouze ve stylu pfedchoziho cvideni.

Necht T je algebraicky uzaviené téleso a necht f € T[z,y]. UkaZte, Ze pak V(f) je bud prazdna,
nebo nekonecna.

Necht f,g € T[x,y] jsou nesoudélné polynomy. Ukazte, Ze pak V(f, g) je kone¢na. Napovéda:

(a) Uvédomte si, Ze pomoci ireducibilniho rozkladu f a g staéi tlohu vy¥esit jen pro f, g ireduci-
bilni a nekonstatni (pro konstatni je to zfejmé.) Navic si uvédomte, Ze ptipad, kdy f,g € K|x]
nebo f,g € Kly] je také ziejmy. Tedy dale mizete pfedpokladat, Ze deg,(f) > 0 nebo
deg,(g) > 0 a zarovei deg, (f) > 0 nebo deg,(g) > 0 (tedy objevi se ob&é dvé proménné).

(b) Déle bez ijmy na obecnosti pfedpokladejte, ze deg, (f) > 0. Uvédomte si, ze pak z ireducibility
f v Klz][y] plyne ireducibilita i v K (z)[y].

(c) Dale ukazte, ze v K(x)[y] jsou f,g stale nesoudélné. Diky ireducibilité f staci ukazat, ze f
nedéli g.

(d) Dale vyuzijte toho, ze K(z)[y] je jiz Eukleidovsky obor (narozdil od Klz,y], ktery neni ani
obor hlavnich ideal). VyuZijte Bezoutovy rovnosti a ukazte, ze pokud (xo,y0) € V(f,g), pak
¢ miZe nabyvat jen kone¢né mnoha hodnot.

(e) Pouzijte analogicky postup pro druhou proménnou. Pomoci toho dokonéete diikaz.

* Bud ABC rovnoramenny trojuhelnik, kde |[AB| = |AC|, necht H je pata vysky na stranu BC, E
kolmy primét bodu H stranu AB a M stied strany EH. Dokazte, ze pfimka EC je kolma na pfimku
AM. (Pozn. FeSeni viz skripta).

* Dokazte pomoci metody Grobnerovych bazi Simson- Wallaceovu vétu: Bud ABC trojihelnik a P
bod na kruZnici opsané. Necht K, L, M znaci paty kolmic z bodu P na piimky AB, AC, BC. Pak
body K, L, M lezi na piimce.



